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O projeto iterativo de superficies aerodinamicas, como as pas de turbinas edlicas,
exige a capacidade de estimar as propriedades do escoamento, como a sustentacao e o
arrasto. O Método de Elementos Finitos permite o célculo dessas propriedades com
precisao, porém a um grande custo computacional. Por isso, foi desenvolvida uma
metodologia de aprendizado de méaquina a fim de estimar as forcas aerodinamicas em
aerofélios, obtendo uma série de resultados por elementos finitos, que foram dados
como entrada para treinamento de uma rede neural profunda densamente conec-
tada. A rede neural se mostrou capaz de calcular acuradamente os coeficientes de
sustentacao, arrasto e momento de aerofélios bidimensionais sujeitos a escoamentos

laminares incompressiveis.
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The iterative design of aerodynamic surfaces, such as wind turbine blades, de-
mands the ability to estimate flow properties, such as lift and drag. The Finite
Element Method can accurately calculate these properties, but at a great compu-
tational cost. Therefore, a machine learning methodology was designed with the
goal of estimating aerodynamic forces in airfoils, by obtaining a series of results via
the finite element method, which would be used as input for the training of a fully
connected neural network. The neural network was found capable of accurately
calculate the lift, drag and moment coefficients for two-dimensional airfoils under

laminar incompressible flow.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao: Projeto de turbinas edlicas

Em 2022, o Balango Energético Nacional levantado pela EPE (6) apurou que a
fonte edlica correspondia a 11,8% da oferta de energia priméria na matriz elétrica
brasileira. Com a tendéncia global a descarbonizacao do setor industrial, que pode
dar-se tanto através da eletrificacao quanto através do hidrogeénio verde, espera-se
que a importancia das fontes renovaveis para a composicao energética do pais seja
ampliada durante os préximos anos.

Essa expectativa justifica esforcos em maximizar o desempenho de maquinas e
parques edlicos no clima local, que pode divergir em certos aspectos daquele en-
contrado no hemisfério Norte, onde se localizam a maioria dos desenvolvedores de
aerogeradores.

Uma turbina edlica, ou aerogerador, atua convertendo a energia cinética trans-
lacional do vento em energia cinética rotacional das pas, que a transmitem através
do rotor rigido da turbina até o eixo, montado na nacele. Dentro da nacele, pode
haver uma caixa de transmissao mecanica a fim de aumentar a velocidade angular
para que esteja compativel com a frequéncia do sistema elétrico nacional, que opera
a 60 Hz. Na sequéncia, um gerador elétrico converte a energia cinética rotacional em
energia elétrica, que é entao transmitida para a subestacao e finalmente despachada

para a rede, chegando ao consumidor.

Todo o cédigo desenvolvido para este trabalho é original, utiliza ferramentas open source, e esté

disponivel em um repositério publico no enderego https://github.com/leo-mendonca/aerofolios


https://github.com/leo-mendonca/aerofolios

Figura 1.1: Parque edlico de Gargai, no Estado do Rio de Janeiro. Fonte: (1)

O foco do presente trabalho sera na primeira etapa dessa cadeia: a conversao de
energia cinética translacional do vento em energia cinética rotacional. A superficie
aerodinamica das pas é projetada de tal forma que, diante de um vento frontal, é
produzida uma forca normal a direcao do vento e a diregao longitudinal da turbina.
Sendo assim, ¢ induzido um momento em relacao ao eixo do rotor, que realiza
trabalho e portanto transfere energia a maquina.

Em duas dimensoes, a secao reta da pa corresponde a um aerofélio, no qual
a forca de sustentagao realiza trabalho 1til, ao passo que a forca de arrasto e o
momento apenas aumentam a carga que a pa e a estrutura do aerogerador deverao
suportar. Uma representagao das forgas atuantes sobre um aerofélio esté exibido
na figura 1.2. Desse modo, o projetista edlico buscard uma forma que maximize o
coeficiente de sustentagao e minimize o arrasto e o momento. O mesmo principio
de projeto ocorre em aplicagbes aeronauticas, turbomaquinas, ventiladores, entre

outros.

D

D
4

Figura 1.2: Forgas de sustentagao (FJ), arrasto (Fp) e momento (M) atuantes sobre

um aerofélio. D é dito comprimento da corda do aerofdlio.



Figura 1.3: Parametros geométricos de um aerofélio fino da série NACA de 4 digitos

(se¢@o 2.3.3). T define a espessura, m o camber e p a forma da curva de camber.

A otimizacao do projeto de um aerofélio exige do projetista a capacidade de
desenhar e calcular as forgas sobre a peca de forma iterativa, permitindo o ajuste
de todas as restricoes de projeto. Em um contexto de otimizacao multi-critérios,
no qual pode ser necessario, por exemplo, maximizar a sustentacao e minimizar o
custo simultaneamente, é interessante a execucao sucessiva do algoritmo a fim de
identificar a frente de 6timos de Pareto, pontos de projeto que podem ser consi-
derados otimizados por algum critério (7). Contudo, os métodos de dinamica dos
fluidos computacional (CFD) disponiveis para andlise do escoamento exigem um
tempo computacional significativo e uma grande disponibilidade de meméria, o que
tira agilidade do processo de projeto.

Por isso, o presente trabalho propoe uma metodologia para estimar rapidamente
as propriedades aerodinamicas de um aerofélio. Para fins de otimizagao, também
pode ser interessante calcular os gradientes dessas propriedades, o que pode ser for-
necido por métodos analiticos aproximados ou por ferramentas de machine learning.

Vemos a seguir um sumaério de ambas as abordagens.

1.2 Teoria de Aerofdlio Fino

A teoria de aerofdlio fino apresenta uma primeira aproximacao do escoamento
sobre um aerofélio. Para tanto, a viscosidade do fluido é desconsiderada, a espessura
do aerofélio é suposta desprezivel e seu camber e angulo de ataque sao considerados
pequenos (ver fig. 1.3). Assim, é possivel obter equagoes analiticas que relacio-
nam diretamente a geometria do aerofélio com a distribuicao de pressao sobre sua
superficie e, portanto, com a forca de sustentacao e o momento aerodinamico trans-

mitidos para o perfil (8).



No problema classico de escoamento sobre um aerofélio, os esforcos sao aplicados
localmente ao longo da superficie aerodinamica, porém, pela teoria de corpo rigido,
em problemas bidimensionais, qualquer carregamento pode ser substituido por uma
forga (vetorial) e um momento perpendicular ao plano (9). Sendo assim, o problema

se resume a determinar 3 esforcos principais: arrasto, sustentagao e momento.
e Arrasto

A forca de arrasto é definida como a componente da forca que o fluido imprime
sobre o aerofélio na direcio do escoamento. Isto é, na fig. 1.2, corresponde a forca
horizontal. Como sera discutido na secao 2.2, essa forga pode ser escrita da seguinte
forma (10):

FD:cD-%pUQS (1.1)

onde p é a massa especifica, U a velocidade do fluido, S a area de ataque e cp é um
parametro adimensional, o coeficiente de arrasto, funcao da geometria e do niimero

de Reynolds Re = %.
e Sustentacao

Analogamente, a forca de sustentacao é a for¢a projetada sobre a direcao normal
ao escoamento. Na fig. 1.2, é a forca vertical. Assim como o arrasto, a sus-
tentacao também pode se escrever em fungao de um adimensional, o coeficiente de
sustentacao:

1
Fr=cyp- 5pU25 (1.2)
¢ Momento

O momento aerodinamico é definido em torno da posicao de quarto de corda, ou seja,
em x = L/4, onde L é o comprimento do aerof6lio. As razoes para essa convengao
resultam da teoria de aerofdlio fino, como expresso na secao 2.3. Na fig. 1.2, o
momento ¢é definido como positivo quando entra no plano, ou seja, quando tende a
aumentar o angulo de ataque. Seu valor é dado em funcao do coeficiente de momento
Cpe

1
M = cy - §pU2LS (1.3)



Na teoria de aerofélio fino, os coeficientes aerodinamicos sao dados por:

A
cr, = 2 (A() + 71) (14&)
A
2 2
cp =0 (1.4c)

Onde Ay, Ay, Ay sao coeficientes adimensionais derivados da geometria do aerofélio,
como serd visto na segao 2.3. A eq. 1.4c evidencia a principal limitagao dessa
metodologia: ao suprimir os efeitos viscosos, ela se torna incapaz de estimar o
coeficiente de arrasto, que sera nulo de acordo com as premissas da teoria. Além
disso, em escoamentos com numero de Reynolds baixo, a aproximacgao de fluido
inviscido deixa de ser valida, de modo que os valores dados para os coeficientes de

momento e sustentagao também serao inadequados.

1.3 Redes Neurais

Uma rede neural é um modelo matematico composto de neuronios: unidades
de processamento que recebem como entrada um numero arbitrario de valores e
aplicam um funcional linear seguido de uma fungao nao-linear (funcao de ativagao),
produzindo como saida um nimero que servird como entrada para outros neuronios
da rede (3). As entradas, saidas e parametros de um neurdnio, bem como a fungao
de ativacao aplicada, sao discutidos na segao 2.5.

Existem na literatura diversas arquiteturas diferentes para redes neurais, com
aplicagbes em ciéncia, engenharia, seguranga, gestao, educagao, entre outros (11).
Pode-se citar reconhecimento e classificacao de imagens (12), previsao de dados me-
teoroldgicos (13), processamento de linguagem natural (14) e resolugao de equagoes
diferenciais de origem fisica (15) (16).

O modelo aqui utilizado sera uma rede neural feed-forward densamente conec-
tada, treinada por aprendizado supervisionado para regressao. A rede recebera como
entrada um certo conjunto de parametros geométricos de um dado aerofélio, bem
como a velocidade relativa do fluido e seu angulo de ataque. Ja a saida da rede sera
composta por um vetor contendo os coeficientes de arrasto, sustentacao e momento,

como mostrado na figura 1.5.
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Figura 1.4: Representagao esquematico de um tinico neuronio que compoe uma rede

neural

Uma vez treinada a rede, o valor dos coeficientes dinamicos de qualquer aerofélio
podera ser calculado rapidamente, e os gradientes de cada coeficiente em relacao aos
parametros geométricos, necessarios para certas formas de otimizacao do projeto,
sao obtidos, também a um custo computacional baixo, através da retropropagacao
(17), uma forma de diferenciagao automaética (18), descrita na segao 2.5.

A rede neural exige, contudo, uma grande massa de dados para realizar seu
treinamento, e que devera ser mais significativa quanto maior for a expressividade
e granularidade da rede. Para a finalidade desse trabalho, de estimativa das forgas
dinamicas em aerofdlios, esses dados podem ser obtidos por medi¢oes em tuneis de
vento ou por simulagoes numéricas de dinamica dos fluidos computacional (CFD).
A segunda abordagem sera utilizada, por meio do método de Elementos Finitos,
descrito na secao 2.4, para resolucao das equacgoes de Navier-Stokes.

A metodologia aqui desenvolvida se assemelha ao desenvolvido em (19). Nesse
artigo, foi implementada uma rede neural convolucional que recebia como entrada
uma imagem descrevendo a forma do aerofélio, e retornava a distribuicao de pressao
na superficie do aerofélio, utilizando resultados de simulagoes numéricas para trei-
namento. (20) e (21) ambos empregaram redes neurais com o objetivo de otimizar
o projeto de aerofdlios baseado em uma descri¢ao paramétrica dos mesmos, com o

objetivo de maximizar a razao entre sustentagao e arrasto cr,/cp.
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Figura 1.5: Tlustracao da rede neural treinada nesse trabalho, com uma arquitetura
simplificada para fins de clareza da figura. Os parametros de entrada m, p, T', a e

Re sao discutidos na secao 2.3.3, e a arquitetura da rede, na secao 2.5



Capitulo 2

Metodologia

2.1 Equacoes de Navier-Stokes

Na aplicacao do Método de Elementos Finitos, o objetivo serd resolver as
equacoes diferenciais de movimento a fim de modelar o escoamento e consequen-
temente calcular os esforcos atuando sobre aerofdlios finos. As equagoes que regem

um fluido newtoniano em escoamento compressivel sao (10):

V-u=0 (2.1a)

Du
PDi

Onde a eq. 2.1a diz respeito a conservacao de massa associada a incompressibilidade,

= —Vp+pg + pVu (2.1b)

a0 passo que a eq. 2.1b diz respeito a conservacao da quantidade de movimento.

O termo Du/Dt é a dita derivada material de w. A derivada material de uma
dada propriedade \(x, t) é a derivada no tempo de A para uma determinada particula
inserida no escoamento, ou seja, a derivada material acompanha o fluido e, portanto,
depende da convecgao (22):

3

DA _ )
Dt Ot

oA O\

_ U ——
8t - Z@xi
=1

+ (u-V)A (2.2)

J& o termo pg diz respeito a forgas volumétricas, que nao sao consideradas neste

trabalho, ou seja, g = 0.



2.2 Consideracoes sobre analise dimensional

2.2.1 Grupos adimensionais

O objetivo central deste trabalho é desenvolver uma metodologia para calcular
de forma eficiente as forcas dinamicas atuantes sobre um aerofélio. Contudo, sabe-
se que essas forgcas dependem nao apenas da geometria da peca, mas também da
velocidade relativa do fluido, do angulo de ataque do aerofdlio e das propriedades
materiais do fluido: massa especifica e viscosidade dinamica.

Torna-se interessante, portanto, relacionar essas grandezas de modo a reduzir a
dimensao da entrada do modelo de machine learning, reduzindo, portanto, seu grau
de complexidade e a massa de dados necessaria para treina-lo.

O Teorema Pi de Buckingham (23) oferece uma forma direta para reduzir o
numero de variaveis envolvidas, sem perda de informacao. O teorema afirma que,

dada uma relacgao:

O(zq,29,...,2,) =0 (2.3)

entre n grandezas dimensionais, que possuam entre si r dimensoes independentes, é
possivel reescrever ® na forma de uma relagao entre n — r variaveis adimensionais

independentes entre si:
@(xl,xg,...,xn) :\D(T(l,’ﬂ'g,...ﬂ'n_r) =0 (24)

O trabalho girara em torno das forcas aerodinamicas sobre a secao reta de uma
aerofdlio, no qual, por simplicidade, considera-se que o escoamento é bidimensional.
Nesse problema, seja F, a for¢a de sustentacao por unidade de comprimento; D o
comprimento caracteristico da se¢ao; U a magnitude da velocidade do fluido; p a
massa especifica; p a viscosidade da dgua; o o angulo de ataque e 8 = (B, ..., Bk)
um vetor de parametros adimensionais puramente geométricos que definem a forma
da pega (um exemplo para definigdo de aerofélios com 3 parametros é dado na segao
2.3.3). Desenvolvemos aqui o raciocinio para a forga de sustentacao, mas conclusoes
andlogas sao validas para o arrasto e para o momento. Imediatamente observa-se
que « e 3 ja sao grandezas adimensionais e, portanto, nao podem ser reduzidos por
analise dimensional. As dimensoes das demais grandezas sao dadas na tabela 2.1.

Dadas n = 5 variaveis dimensionais com r = 3 dimensoes independentes, é



Grandeza Dimensao
ki [M] - [T]72
D L]
u L] - [T
[L]7° - [M]
p (L) [M] - (1]

Tabela 2.1: Dimensao das grandezas envolvidas na forca fluidodinamica de sus-

tentacao de um objeto

possivel reduzir o problema a n — r = 2 variaveis adimensionais, além dos adimen-
sionais a e 3. Um adimensional natural é o nimero de Reynolds:

_ pUD
1

m = Re (2.5)

Resta construir um adimensional envolvendo a forca por unidade de comprimento
F7, o que pode ser feito multiplicando essa grandeza pelas poténcias adequadas de
p, U e D. Tem-se entao:

mo = Fp-p®-UY - D? (2.6)

Onde os valores de z, y e z podem ser estabelecidos impondo a condicao de que 7o

seja adimensional, ou seja:

[ma] = [F] - [p]” - [U]Y - [D]F =[L]*F4= - [M]H - (T2 =1 (2.7a)
r=-—1 (2.7b)
y=—2 (2.7¢)

—3r+y+z=0= 2z=-1 (2.7d)
Fy,
i) :p[]—QD (276)
(2.71)
Assim, a equacao 2.4 resulta:
F
U(Re,my, a0, B) =0 = my = pU—zL = f(Re,a, B) (2.8)
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Pode-se escrever, portanto:

CL(RB,O(,/B) :2f<R67057/6) (293)
Fr, :%pU2DcL(Re, a, B) (2.9b)
(2.9¢)

Onde ¢, é o coeficiente de arrasto na sua definicao usual, com o comprimento ca-
racteristico igual a corda do aerofdlio.

Um raciocinio analogo permite definir os coeficientes de arrasto e momento:
Lo
Fp = §pU Dcp(Re, «, 3) (2.10)

1
M = ipUQDZCM(Re,a,ﬁ) (2.11)

Note-se que tradicionalmente o coeficiente de momento é definido como positivo

no sentido hordrio.

2.2.2 Equacao de movimento adimensional

A secao 2.2.1 acima evidencia que é possivel calcular os coeficientes aero-
dindmicos de arrasto, sustentagdo e momento em fungao apenas da geometria (re-
presentada por a e ) e do numero de Reynolds. Com isso, cada resultado pode
ser extrapolado para diferentes condigoes, fluidos e escalas, desde que seja mantido
o mesmo numero de Reynolds. A fim de escrever as equacoes 2.1 de forma a refle-
tir essa generalidade, elas podem ser adimensionalizadas através da introducao de

varidveis adimensionais:

u =Uu’ (2.12a)

x =Dz’ (2.12h)
D

t=pt (2.12¢)

p =pU?p (2.12d)

Da eq. 2.12b resulta a definicao do operador nabla adimensional:
o 0 0 110 o0 0 1_,

| 2 Tl | = 2 T 2.13

v [fh’@y’@z} D [8x”8y”8z’] DV (2.13)

11



Com as defini¢oes acima, reescreve-se a equacao de conservacao de massa:

V-u:%V’~u’:0:V"u':0 (2.14)

E a conservacao de quantidade de movimento:

U? ou’ U? U? U
pf 81:/ + ,OE(U,/ . V’)u’ = —%V’p/ + Mﬁ (V’)z u’ (2.15)
Dividindo por pU?/D:
ou’ 1
61:/ + (V) = =V 4 = (V) (2.16)

Onde Re = pUD/p, e o termo gravitacional pg é considerado nulo.
Nas secoes subsequentes, serao consideradas as equagoes adimensionalizadas

/

acima, e, por simplicidade, sera omitido o sobrescrito ’, considerando que todas

as variaveis ja estao na forma adimensional, ou seja:

V-u=0 (2.17a)

Du i

== _ _ 2 2.1
Dt Vp + Rev U (2.17b)

2.3 Teoria de Aerofolio Fino

2.3.1 Premissas e teoria

A teoria de aerofdlio fino parte da premissa de que se pode modelar de forma
aproximada o escoamento incompressivel considerando um fluido inviscido, além
de considerar que a espessura t(x) do aerofélio é arbitrariamente pequena e que
o camber y(x) e o angulo de ataque « sao suficientemente préximos de 0 para
fazer certas aproximacoes. Para calcular a forca de sustentagao, basta calcular a
circulagao da velocidade em torno do aerofélio. Pode-se demonstrar (24) (25) que,
em um escoamento inviscido bidimensional, a magnitude da forca de sustentagao
sera dada por:

FL:pUF:pUygtrdr (2.18)
c

Onde p e U sao respectivamente a massa especifica e a velocidade do fluido a mon-
tante, u = (uy,u,) é o campo vetorial de velocidade, I' é a circulacao e C' é uma

curva fechada no sentido horario que percorre a superficie do aerofélio, como se vé

12



Figura 2.1: Esquema do aerofdlio fino, e das curvas definidas para célculo da cir-

culacao

na figura 2.1, sendo dr = (dx, dy) um deslocamento infinitesimal ao longo da curva.

Diante da hipotese de que a espessura do aerofélio é pequena, pode-se considerar

que a circulacao equivale a:
I' = / Usyp - AT — / Win g - dT (2.19)

Csup Cing

Onde ugyyp € a velocidade do fluido na superficie superior e w;, s na inferior; e Cy,;, €
Cins sao curvas percorrendo respectivamente a superficie superior e inferior. Fazendo
mais uma aproximagao, considera-se que o campo de velocidades pode ser modelado
pela sobreposi¢ao de um campo uniforme u = U(n, cos(a) + nysin(a)) e de uma
série de voértices distribuidos ao longo da linha média do aerofélio, com intensidade
V() = Usup(x) — Uins(z) (definida como positiva quando o vértice estd no sentido

hordrio). Definimos os vetores unitarios mn,, n, e n,:

ng =(1,0,0) (2.20a)
ny =(0,1,0) (2.20D)
n, =(0,0,1) (2.20¢)

Assim, a velocidade induzida no ponto x pelo vértice do ponto z’ é igual a: (8)

= V(@) z) —y(@ng — (r —2')n
d,u"Y(x) - o [(x . x/)Q i (y(x) . y(x’)Q)]«y( ) y( ) x ( ) y) (221)

Se o camber y for suficientemente pequeno, pode-se desconsiderar os termos y — 1/

na equacao acima, de modo que:

du(z) = —%ny (2.22a)
u. (z) = — /0 %ny (2.22h)



Onde D é o comprimento da corda do aerofélio (maior distancia entre dois pontos
da linha média deste). O campo de velocidades total na superficie do aerofélio serd
portanto:

u(z) = uy(x) + U(ng cos(a) + ny sin(a) (2.23)
Pela condicao de nao-penetracao do fluido, é preciso que a velocidade seja paralela
a superficie, ou seja:

dy_'u,-ny_ Uy

u
= = t ~ L 2.24
dr  w-mngz Ucos(a) + tan(a) U e (224)

Onde sao feitas aproximacoes de a pequeno. A equacao 2.24 acima fornece, portanto,
uma forma de determinar a expressao de v, que é o que buscamos a fim de poder
calcular a for¢a de sustentagao. E conveniente supor que v tem a forma de uma

série trigonométrica:

= 2(1 —cosh)  (0<0 <) (2.250)
dx = gsin 0do (2.25Db)

v(0) 0 .

ST = Ay cot 7t nZ:; A, sin (nd) (2.25¢)

Donde, substituindo cot (6/2) = 112 temos:

vdx = DU (Ao(l + cosf) + Z A, sin (nf) sin 9) de (2.26a)

n=1

' (2.26b)

uy () = T

U /” Ap(14cos) +> 7 Ap,sin(nd)sin b
0

cos @ — cosf

Manipulando as funcgoes trigonométricas e calculando a integral da equacao 2.26b,
tem-se (8) :

9 (o]
UVT() = —Ao+ ng_l A, cos (nh) (2.27)
Voltando a equacao 2.24, obtém-se:
—Ao + Eoo A cos(n@):@—a (2.28)
0 n dx .

n=1
Onde « é constante e dy/dx é conhecido, e depende apenas da fungao que define o

camber. Finalmente, para encontrar os coeficientes A,,, basta multiplicar a equagao

14



acima por cos (m#):

1 [Tdy
Ay=a—=-| < 2.2
0 =« 7T/o dx(e)dG (2.29a)
2 [T dy
A =2 /O 2 6) cos (md) (2.20b)

Uma vez calculados os coeficientes acima, é possivel retornar a equacao 2.19,

substituindo a 2.26a, e assim calculando a circulagao:

r = /ODV(x)dI = DU /O7r (Ao(l + cosf) + io:An sin (nf) sin 9) dd  (2.30a)

n=1
Ay
I'=DUr (A + 5 (2.30b)
2 A
Fr, =pUl' = pDU*n | Ag + > (2.30¢)
2F7, Ay

O momento em relagao ao ponto x = 0 pode ser calculado de forma similar (8):

p pD*U? [T =
M = —pU/ yrdr = — / (1—cos®) [ Ao(1+ cosf) + Z A, sin (nf)siné | do
0 0

2 n=1
(2.31a)
A
M = —ng2U2 (Ao + Ay — {) (2.31b)
2M ™ AQ

As equacoes 2.29, 2.30 e 2.31 permitem calcular de forma eficiente a sustentacao
e o momento de um determinado aerofélio, além de permitir que se tire certas

conclusoes importantes para o projeto aerodinamico, como:

e Inserindo a expressao de Ay nas eqs. 2.30 e 2.31 e derivando em «, nota-se
que a relagao entre os coeficientes e o angulo de ataque é aproximadamente

linear, independentemente da forma do aerofdlio.

e Reescrevendo a equagao 2.31 para o momento em torno de z = D/4, nota-se
que o momento nesse ponto é independente do angulo «. Por isso, esse ponto é
comumente definido como a referéncia em torno da qual se calcula o coeficiente

de momento (8)(26), padrao que seréd seguido aqui.
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2.3.2 Limitacoes

A principal limitagao da teoria de aerofélio fino é que, ao desconsiderar os efeito
viscosos, torna-se impossivel calcular o arrasto, uma vez que pode-se demonstrar
que, para um corpo imerso em um fluido ideal (inviscido) com velocidade constante,
a forga de arrasto é nula (27). A eliminagao da viscosidade também impede que se
observe a variagao dos esfor¢os em funcao do nimero de Reynolds. Com efeito, esse
parametro sé possui significado em um fluido viscoso.

Outra limitacao que aparece é o fato de se ter desconsiderado a espessura do
aerofdlio nos desenvolvimentos acima, de modo que nao é possivel computar a in-
fluéncia dessa caracteristica. Além disso, quanto maior a espessura, mais distante
a teoria de aerofdlio fino estard de sua regiao de validade, de modo que os resul-
tados devem ser analisados com cautela e nao substituem uma andlise rigorosa do
escoamento via CFD ou ensaios experimentais.

A vantagem do método, contudo, estd em permitir calcular rapidamente e de
forma analitica uma aproximacao dos coeficientes de sustentacao e momento, o que

pode ser vantajoso para a primeira etapa de um processo de otimizagao de projeto.

2.3.3 Aerofdlios NACA

Na década de 1920, o Comité Consultivo Nacional para Aerondutica estadu-
nidense (NACA), estabeleceu um método para definir a forma de um aerofélio a
partir de um pequeno nimero de parametros, expressos através de 4 digitos. Nesse
modelo, o primeiro digito define o camber maximo m, o segundo da a posicao de
maximo camber p e os dois ultimos fornecem a espessura maxima t, em funcao do
comprimento de corda D (26). A figura 2.2 abaixo exemplifica um aerofdlio definido

dessa forma.
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Figura 2.2: Aerofélio NACA-7311, com camber mdximo m = 7%D, posicao de

maior camber p = 30%D e espessura T = 11%D. Na representacao acima, a linha

tracejada marca a linha média, e D denota o comprimento de corda do aerofdlio.

O desenho do aerofélio é dado em funcao dos parametros m, p e T em (28)

e (8). Em todas as equagbes a seguir, x, y, T, m e p representam as respectivas

grandezas divididas pela corda D. Primeiramente, é preciso calcular o camber y,

correspondente a linha média, e seu angulo de inclinacao :

%(pr—:c?), sex <p
y(x) =4 ¥
m 2

W[l—2p+2paz—x], sexr>p
Qm( ) <
—(p—= se x

tan —@— pzp 7 =7
LM 2m

W(p — ), sex>p
A espessura t(x) é dada por:

T
t(z) = m(29o9\/§ — 1260z — 35162% + 28432 — 1015z")

As linhas superior (Zgup, Ysup) € inferior (s, Ying) sdo definidas como:

Tsup =T — LSNP
Ysup =Y + L cosp
Ting =T + tsin g

Yinf =Y — L COS

(2.32a)

(2.32b)

(2.33)

A facilidade com que se desenha os aerofélios NACA de 4 digitos a partir de

apenas 3 parametros torna-os adequados para as investigacoes deste trabalho. Como
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se desenvolve na secao 2.2, sabe-se que os coeficientes aerodinamicos dependerao
apenas do angulo de ataque, do nimero de Reynolds e do vetor de parametros 3 =
(m,p, T) = (b1, 52, F3). O objetivo do método de Elementos Finitos, apresentado

na secao 2.4 sera, portanto, encontrar a funcao:

f(B1, B, Bs, @, Re) = (cr, cp, cur) (2.35)

E a rede neural sera treinada a fim de aproximar essa fun¢ao utilizando os resultados
da analise de Elementos Finitos.

Como vimos acima, contudo, a teoria de aerofdélio fino pode ser usada para
encontrar f, embora dependa de uma série de aproximagoes. Substituindo dy/dz

da equagao 2.32b na eq. 2.29, obtém-se os coeficientes Ay, Ay e As:

Ay =a — % [(2p— 1) - (7 + B6,) + Bsinb,] (2.36a)
m . 1. T
Al :? |:2ﬁ<2p — 1) S11 Gp + 6 (5 S 29}) + Qp) + m] (236b)
mp . 2, . .
Ay =— |(2p—1)sin26, — g(sm 6, cos 26, — 2 cos 0, sin 26,,) (2.36¢)
T
Onde definimos:
1 1
f=————— 2.37
P (1-p)? (237)
6, =arccos (2p — 1) (2.38)
Assim, os coeficientes aerodinamicos ¢y, ¢p e ¢y sao dados por:
A
L =27 (AO + 71) (2.39a)
A
ent = (A + A — 22 (2.39b)
2 2
c¢p =0 (2.39¢)

2.4 Método de Elementos Finitos

Uma forma mais rigorosa de investigar o escoamento sobre um aerofélio é a
resolugao das equagoes de movimento de Navier-Stokes (eq. 2.17).
Entretanto, a nao-linearidade da equagao de quantidade de movimento, introdu-

zida pelo termo convectivo (u-V)u, somada a complexidade geométrica do dominio,
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que, no caso de um aerofélio, nao necessariamente oferece simetrias que simplifiquem
o problema, faz com que raramente seja possivel resolver analiticamente as equagoes.

Desta forma, faz-se necessario buscar métodos numéricos de resolugao, dentre
os quais o Método de Elementos Finitos se destaca por sua flexibilidade, podendo
ser aplicado sobre dominios de geometria complexa, desde que a malha de pontos
seja suficientemente refinada (2). Por isso, essa técnica encontra aplicagoes em
biomedicina (29); transferéncia de calor (2); mecanica dos sélidos e resisténcia dos
materiais (30) (31); acistica (32) e, naturalmente, dinamica dos fluidos (33) (34)
(35) (36).

2.4.1 Teoria: Método de Elementos Finitos de Galerkin

O método de Galerkin, empregado nesse trabalho, consiste em buscar uma
solucao para a equagao diferencial parcial em questao dentro de um espago de fungoes
de dimensao finita. No desenvolvimento a seguir, seja u(x,y) a solu¢ao buscada, F’
e g fungbes continuas, 2 o dominio espacial de (x,y) e 02 seu contorno, no qual sdo
impostas condigoes de Dirichlet (em 0€24) e de von Neumann homogéneas (em 9y,

com vetor normal n). Suponha que se tem uma equagao diferencial expressa por:

F(z,y,u, Vu, Vu) =0 V(z,y) € Q (2.40a)
u(za,ya) = 9(Ta, Ya) V(2q,ya) € 0Qq (2.40Db)
Vu(zy,yny) -n=0 V(zn,yn) € 00y (2.40¢)

As equagOes acima compoes a forma forte da equacao diferencial. A fim de
encontrar uma solucao numérica para o problema acima pelo Método de Elementos

Finitos, reescrevemos a equacao 2.40a para obter a chamada forma fraca:
/ F(x,y,u, Vu, V?u) - v(z,y) =0 Yo eV (2.41a)
Q
(g, ya) = 9(xa,ya)  V(Ta,ya) € O (2.41Db)

Onde v é chamada funcdo teste, pertencente ao espago V, e V é o espago de
fungoes no qual buscamos u (também chamado funcdo tentativa). A fungao tentativa
devera ser nula na regiao do contorno onde se aplica condi¢oes de Dirichlet. No
método de Galerkin, a funcao teste deve estar no mesmo espaco da funcao tentativa,

logo V' é o subconjunto de V' contendo as fungdes que se anulam no contorno 0€2,.
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As condig¢oes de contorno de von Neumann nao aparecem de forma explicita na
equacao acima, mas serao consideradas indiretamente, como visto mais adiante na
eq. 2.52.

Se V for o espaco das funcoes arbitrarias u : 2 — R, a forma fraca é equivalente
a forte. Entretanto, o Método de Elementos Finitos se baseia em uma escolha
vantajosa de V' de modo que seja um espaco de dimensao finita, ao mesmo tempo
que permite o calculo da integral da eq. 2.41a. Para isso, o espago €2 é dividido em
elementos, e o valor da funcao de interesse v ou v é definido a partir de uma funcao
de interpolagao continua no interior de cada elemento, mas que pode ser descontinua
entre um elemento e outro. O tipo de fungao de interpolacao mais simples ¢ linear,
o que em um dominio bidimensional corresponde a um elemento com 3 nés, como

mostrado na figura 2.3.

(X V)
T, k

YA

T.
Jj J

X

Figura 2.3: Elemento triangular linear, com 3 nés (vértices), para interpolacao da

fungao T'(z,y). Fonte: (2)

No elemento da figura 2.3, o valor de T" no interior do elemento é dado por:
T(z,y) =a+br+cy (2.42)

Onde a, b e ¢ sao definidos unicamente de modo que:
T(Irp yq) = Tq ((] = i,j, k) (243)
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Assim, ao definir o valor de T" nos 3 nds, fica definido seu valor em todo o elemento.
Ou seja, o espaco de fungoes contendo T nesse elemento linear com 3 nds tem
dimensao 3, em vez de ter dimensao infinita, que seria o caso do espaco de fungoes
C°, por exemplo.

Uma descricao equivalente é dada a partir das funcoes de forma lineares V:

Ny(z,y) = aq + by + cqy (2.44a)

Ny(p, Yp) = Ogp (2.44b)

T(SE, y) = Z Tq ' Nf1<x7 y) (244C>
q€(i,4,k)

Os coeficientes aq, by, ¢, da fungao de forma IV, sao obtidos aplicando a eq. 2.44b

em q =1, j, k. Abaixo exemplificamos para ¢ = i:

1 x a; 1 a;i = (Tjyp — xy;)/2A
Loag oy b | = 0] == bi= (v —w)/24 (2.45)
Lok v G 0 | ¢ = (), — xj)/2A
Onde A é a area do elemento, igual a:
Iz oy
A= %det 1z (2.46)
Iz, yk

Com a estrutura do elemento linear acima definido, o espaco €2 pode ser dividido

inteiramente em elementos triangulares, e, em cada elemento e, C €2, temos:
3
T(a:,y) = Z 01-'11 ’ €N4<x7 y) V(l’,y) S 7 (247>
q=1

Onde @Tq denota o valor da fun¢ao no g-ésimo n6 do ¢-ésimo elemento, e KNq(m, y) a
funcao de forma linear correspondente.
Definimos o espaco V' da funcao tentativa u como o espaco das funcoes u : 2 — R

descritas pela eq. 2.47.

V= {u Q=R (z,y) €er = u(z,y) = Zéuq : qu(x,y)} (2.48)

q=1

Portanto, o espaco V da funcao teste é:
V= {v eV } v; =0 V(zy) € (9Qd} (2.49)
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Os espacos V' e V sdo definidos de forma tnica pelos valores nodais u; e v;.
Consequentemente, se temos n nos ao todo, e ng nés no contorno com condicoes de
Dirichlet, o espaco V' tem dimensao n e o espago V tem dimensao n — ng.

A integral da equacao 2.41a se torna, portanto, uma soma de integrais em cada
elemento da malha:

/ F(z,y,u, Vu,Vu) - v = / F(z,y,u,Vu,, Vu) - Z g ‘Ny(,y)
Q €¢

‘ (2.50)

= Z Z évq/ F(x,y,u, Vu,, V?u) - ‘N,(z,7)

¢ q=1 e

No Método de Elementos Finitos de Galerkin, a eq. 2.50 é aplicada para todas as
funcgoes v € V tais que se tenha v; = 1 em um tnico né i, e v; = 0, Vj # i, ou seja,
v(x,y) = Ni(x,y). Sendo assim, se obtém n — ng equagoes algébricas, que, unidas
as ng equacoes das condigoes de contorno de Dirichlet, compoem um sistema de n
equagoes, suficiente para determinar os n valores nodais u;, que sao as incégnitas
do problema. Na aplicacao do método as equagoes de Navier-Stokes, usaremos
certas estratégias para garantir que essas equacoes componham um sistema linear,
reduzindo significativamente o tempo computacional da resolucao.

Além disso, caso a expressao envolva derivadas segundas, é necessario aplicar a
integracao por partes para reduzir a ordem da derivada, como mostrado abaixo para

o termo laplaciano:
/ V2und§) = / vVu - ndoS) — / Vu - VodS) (2.51)
Q o9 Q

Observemos que, em 0€);, temos v = 0, e, em 9y, temos Vu -n = 0, ou seja, a

integral no contorno desaparece, de modo que:
/ VuvdQ = —/ Vu - VodQ (2.52)
Q Q

Caso haja um problema com condigoes de contorno de von Neumann nao-
homogéneas, a integral devera ser calculada considerando esses valores.

O método descrito nesta se¢ao foi exemplificado para um dominio 2 bidimensio-
nal e elementos triangulares lineares, mas a metodologia se generaliza para espacos
de dimensao qualquer e para diversos outros tipos de elemento. Neste trabalho,
trataremos apenas de escoamentos bidimensionais, e utilizaremos elementos trian-

gulares lineares (3 nés) e quadraticos (6 nds), como serd discutido a seguir.
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Figura 2.4: Elemento triangular quadrético, com 6 nés definidos: 3 nos vértices e 3

nos pontos médios das arestas. Fonte: (2)

2.4.2 Aplicagao a escoamentos laminares
Condicao de Ladizhenskaya-Babuska-Brezzi

Em um escoamento incompressivel, caso se utilize elementos finitos iguais para
interpolagao da velocidade e da pressao, produz-se um problema de ponto de sela,
no qual a solucao nao é estavel numericamente. A fim de evitar tal instabilidade,
é necessario empregar elementos de maior dimensao para a velocidade do que para
a pressao, na dita condi¢ao de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (30). Por isso, nos
calculos de elementos finitos deste trabalho, sao definidos um espago de funcgoes
V' para a velocidade, com fungoes de forma quadraticas (ordem 2); e um espago
de fungoes ) para a pressao, com fungoes de forma lineares (ordem 1). Com essa
combinacgao de elementos, garante-se que, se o problema original for bem-posto, o
sistema linear produzido pelo Método de Elementos Finitos tera solugao tinica.

Com esse fim, definimos o elemento triangular quadratico (ilustrado na fig. 2.4),
associado a funcao de forma de ordem 2, M(z,y). Note-se que, por M possuir 6

coeficientes, sao necessarios 6 nds por elemento.
M(x,y) = a+ br + cy + do* + ey + fay (2.53a)
‘Mi(z,y;) =6;;  (i,j=1,...,6) (2.53b)
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A equagao 2.53b fornece um sistema linear 6 x 6, permitindo definir os coeficientes

a, b, c, d, ee fem cada n6é do elemento [, como mostrado abaixo para o né i:

Lo oyio2i i mm a; di1
1 @y yo o5 Y5 @y b; di2
1 w3 ys a3 Y3 w3ys el 0i3 (2.54)
Loy ys 23 yi 24y d; di4
oo ys @3 y5 w5y €i dis
L 26 Yo T3 s reys| \Ji di

Os coeficientes de cada funcao de forma e cada elemento sao calculados na inicia-
lizagao do problema, resolvendo numericamente a equacao 2.54 parat=1,...,6.
Define-se entao os espagos () para a pressao p e V para a velocidade u:

Q= {p Q=R ‘ (z,y) € eg = p(x,y) = Zépq : ZNq(x,y)} (2.55a)

g=1

Q={q€Q|a=0 Y(z,y) € 0%} (2.55b)

Vz{u:Q—>R2

(z,y) € e = u(z,y) = Z qu,\q : qu(:U,y)n)\} (2.56a)

A=z,y q=1

V= {v eV ’ v(xg,yq) =0 Y(xq,ya) € GQd} (2.56b)

Onde n, e n, sao os vetores unitarios nas direcoes x e y, respectivamente.
A velocidade é interpolada em um nimero de nés maior do que a pressao, por

isso a dimensao de V, denotada ny, ¢ maior que dim @) = nyg.

Desacoplamento entre velocidade e pressao

As equagoes de Navier-Stokes (eq. 2.17) apresentam um acoplamento entre velo-
cidade e pressao. E possivel, contudo, desacoplar as duas grandezas através de uma
resolucdo em miltiplas etapas, proposta em (37). Nessa abordagem, a conservagao
de quantidade de movimento e a conservacao de massa sao tratadas sequencialmente
a cada passo de tempo. Essa separacao permite uma reducao do custo computacio-
nal relativo sem perda de acurécia (33).

Primeiramente, devemos discretizar no tempo a equacgao 2.17b:

ou Upii — Un Uy, Uy,
~ —L " (- V)u— Vp, +

1
ot At At At Re

Re

Viu (2.57)
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No lado direito da equacao acima, os termos contendo w e p podem ser tomados no
instante t,,, de modo que ja serao conhecidos quando se estiver calculando wp41,
configurando uma forma explicita, ou no instante tn + 1, de modo que esses termos
entrarao na matriz do sistema linear que corresponde a essa equagao, em uma forma
implicita. Neste trabalho, consideramos a forma implicita, porém, para que o sistema
seja linear, o termo convectivo ¢ calculado como (uy, - V)Up41. Desse modo, ele se
torna uma funcao linear de w,1.

Na técnica de separacao velocidade-pressao, introduzimos um campo inter-
mediario de velocidades u*, que nao respeita a condicao de incompressibilidade,
e um campo auxiliar de variacao de pressao p*. Reescreve-se a equagao 2.57 da

seguinte forma::

u* —u, . 1 s &
IR (Un, - V)u* — Vp, + Rev ut = (2.58a)
— 1+(u V)—1v2 P v (2.58Db)
At " Re Tar '
Un+1 — u* %
" 2.
A7 Vp (2.58¢)
P* = DPnt1 — Pn (2.58d)

A eq. 2.58a pode ser resolvida apenas com conhecimento de u,, € p,,. A eq. 2.58¢c
a principio contém duas incognitas, porém, se aplicarmos o operador divergéncia a

ambos os lados da equacao, temos:

1
2, % _ ¥
Vep _Atv u (2.59)

Pois, pela condicao de incompressibilidade, V - #4541 = 0. O campo u*, por outro
lado, nao é um campo de velocidades real, e por isso nao precisa ser incompressivel.
Apos obter o valor de p*, basta substitui-lo nas egs. 2.58c e 2.58d para encontrar
Up41 € Pnt1, respectivamente. Sendo assim, o método de separacao velocidade-

pressao pode ser escrito passo a passo:

1 I Unp
— V) — — ‘ut = -2 Vp, 2.
T (U, - V) Rev ut = Vp (2.60a)
1
pf = —V - -u* 2.60b
Vp Atv u (2.60Db)
Un41 = u* — Ath* (260C)
Pnt+1 = Pn + P (260(1)
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Onde o lado direito das equagoes contém apenas grandezas ja conhecidas em cada
passo. Uma vantagem significativa de tratar o problema dessa forma, em vez da
expressao original (eq. 2.17), é que todas as etapas acima sdo equagoes lineares em
relacao as incégnitas, podendo ser resolvidas por algoritmos numéricos usuais.

A seguir, escreve-se as equacoes 2.60 na forma fraca, de modo a transforma-las

em equagoes lineares.

Montagem do sistema linear

Reiterando, o objetivo é escrever as equacoes 2.60 na forma fraca, como mostrado
na eq. 2.4la. O espaco de fungoes da velocidade V' emprega polinomios de ordem
2, e 0 da pressao, (7, polinomios de ordem 1.

Comecamos multiplicando a eq. 2.60a por uma fungao teste v € Ve integrando:

u* * 1 2, % _ Un
/Q {E + (U - V)u* — R—V u } vd§) = /Q (At Vpn> vdS) (2.61)

e

Observe-se que, para um dado ponto no interior do /-ésimo elemento e;, temos:

6
Um<£lj', y) = Z @uxq KMQ (.CE, y) (262&)
q=1
6
uy(z,y) = Z “uyg My(,y) (2.62b)
q=1
3
p :Zepr ZNr(xay) (2620>
r=1

E que, no método de Galerkin, selecionamos a funcao teste igual a M; (i =

1,...,ny)ny, com A =z ou y. Ou seja, num dado elemento e;:
0 ,se i & ey
gM’y(ﬁ,i) (I7y)n)\ y 5€ 1€ ey
Onde 7(¢,i) denota a posicao relativa (1, 2, .. ou 6) do vértice i no elemento ey.

Voltando a eq. 2.61, os termos integrais podem ser escritos como somatorios:

U 1
— - (M;ny)dQ) =— u</M~x, M;(x,y)de, =
| 5+ (ims) A2 2w [ M) M)

RTEYN]

(2.64)
1

ZE[MK ‘wi
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1
/—VQ (Miny)dQ) = —/VUA-VMidQ:

_Z Z —u)\]/ VM;(z,y) - VMj(z,y)de; = (2.65)

RTEIN]

1
=0 KV ],

dp
(‘99@

_Z > p / M;(z, y)de, = (2.66)

RTEN]
[

/(un -V)u - (Mny) =~ [unxGx“Z + unyGyg] Suy =
Q

ot )

Onde o subscrito de cada matriz é o espago da funcao tentativa, e o sobrescrito

/ —Vp (Mymy)d = — | P apdo =
Q

(2.67)

é o espaco da funcao teste. A matriz M é identificada como matriz de massa, K
¢ dita matriz elastica, G matriz gradiente e C matriz de conveccao. Note-se que
apenas a matriz de convecgao sofre alteracao entre um passo temporal e outro. As
demais matrizes podem ser inicializadas no inicio do processo de solucao e mantidas
na memoria do programa, a fim de poupar esfor¢co computacional. Todas as integrais
que compoem as matrizes citadas sao resolvidas analiticamente, e suas expressoes
estao exibidas no apéndice A.

O método de Elementos Finitos e a separagao velocidade-pressao permitiram
escrever a equacao de quantidade de movimento como um sistema linear, no qual
apenas u* é desconhecido. O mesmo pode ser feito nas outras equacgoes da eq. 2.60.
Na eq. 2.60b, multiplicamos cada termo por uma funcao teste ¢ € Q escalar, com
uma funcao de forma linear, igual a V;, onde i varrendo cada né sem condig¢ao de

Dirichlet da pressao (ou seja, apenas os vértices de cada elemento). Assim:

/ V2pNidg = [Kg - p] (2.68)
Q (2
/(V u)qdQ) = Z ZZu,\]/ Ni(z,y)de, =

Ae{z,y} J eedi] (269)

~ 6] et [6s8] -y
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Ja na eq. 2.60c, multiplicamos novamente por v € V, resultando na eq. 2.71c.

Note-se que estamos fazendo a funcao teste assumir o valor da funcao de forma
em cada né no qual nao ha condicao de Dirichlet. Nos nds onde hé essa condigao
de contorno, contudo, a funcao teste deve ser obrigatoriamente nula. Sendo assim,
se temos ny nods para a velocidade, dos quais ny4 tém condigoes de Dirichlet, dadas
por u(x) = g(x), o sistema linear equivalente & eq. 2.60 terd ny — ny4 equagoes
e ny incégnitas, ou seja, nao teria solucao tinica. Contudo, se impusermos o valor
da condicao de contorno em cada um dos ny4 nés, produziremos mais ny g4 equagoes

e, portanto, podemos resolver o sistema. Sendo assim, definimos a matriz D, e o

vetor dy:
(
0ij , se 1 tem condicao de Dirichlet
[Duij = (2.70a)
| 0 , caso contrario
)
g(xi, y;) , se 1 tem condicao de Dirichlet
[du); = (2.70D)
| 0 , caso contrario

Um procedimento idéntico define a matriz Dy, e o vetor d, para a pressao. Note-
se que a pressao auxiliar p* corresponde a variacao de pressao entre passos temporais,
de modo que serd nula nos pontos onde é imposta uma condigao de Dirichlet (que
aqui supomos nao variar no tempo).

Finalmente, obtemos um sistema linear para cada linha da eq. 2.60:

PR B 1 A
(EMX +Cy — EK& + Du) Sut :EMg ‘up — G- p+dy (2.71a)
N 1 A ~
(K§+Dyp) b -= (G2 +Gyf) u' +dpe (2710)
(MK + Du> Apyy =MY - ut — AIGY - p +d, (2.71c)

I pny1 =pn+p° (2.71d)

2.4.3 Calculo dos coeficientes aerodinamicos

O objetivo do Método de Elementos Finitos neste trabalho é calcular os coefi-
cientes de arrasto, sustentagao e momento para um dado aerofdlio, o que equivale

a calcular a forga e o momento resultantes. O momento ¢é calculado em torno do
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ponto de 1/4 de corda, ou seja, o ponto:

o= (2.(2).0) o

Onde y denota o camber do aerofélio e D a corda, como na segao 2.3.
A forca que o fluido impde sobre o aerofélio é superficial, ou seja, atua ao longo

da superficie da peca, podendo ser representada por um tensor de tensoes:

o 2.
0ij = — pdij + i o, i (2.73a)
F :/ o ndS (2.73b)
S
M :/(az —xo) X (0-n)dS (2.73c)
S

Onde n é um vetor unitario normal a superficie do aerofélio, orientado para o exterior
deste.

Basta, portanto, obter o tensor ¢ ao longo do contorno do aerofélio e integra-lo,
j& que o escoamento é bidimensional. Como os elementos empregados sao triangu-
lares, o contorno do aerofdlio é aproximado por uma sequéncia de arestas lineares.
Caso a malha seja suficientemente fina, podemos supor a tensao aproximadamente
constante ao longo de cada aresta a, de modo que basta calcular ¢ - m no ponto
médio de cada aresta “x,,. Para isso, note-se que, para uma aresta a contida no
elemento ey, a eq. 2.62 permite escrever u e p através das funcoes de forma M e N,
de modo que:

3 6 6
a a .- d a 0 a
Uij( mm) = - Z epr ZNT( wm)5Z]+M Z euiqa_xj éMq( mm)'}_:u Z euqu ZMQ( iBm>
q=1 q=1 ¢

r=1
(2.74)
Assim:
F ~ Z $a0ii("Tm) - M (2.75a)
M %Z(awm —x0) X (840i(“Tm) - M) (2.75b)

Onde s, é o comprimento da aresta a.

Com isso, calcula-se os coeficientes de arrasto, sustentacao e momento, conforme
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foram definidos na secao 2.2.1:

F-n,

cp =2 pUZ) (2.768)
F-

e =2 pUQ"; (2.76b)
M- - (—n,

O sinal negativo no coeficiente de momento diz respeito a orientagao escolhida:

o momento ¢ positivo no sentido horario e negativo no sentido anti-horario.

2.4.4 Implementagao

O cédigo para montagem do problema, resolucao das equagoes e posterior vi-
sualizacao dos resultados foi desenvolvido em linguagem Python, em funcao da
grande flexibilidade e disponibilidade de bibliotecas auxiliares nessa linguagem de
programagcao. Todo o cédigo foi desenvolvido exclusivamente utilizando bibliotecas
de cédigo aberto.

A cada passo de tempo, deve-se resolver os sistemas lineares de cada uma das egs.
2.71. Uma caracteristica vantajosa desses sistemas € que os mesmos sao compostos
de matrizes esparsas, que podem ser armazenadas na memoria com um volume
pequeno, além de que, através de algoritmos especializados, os sistemas lineares
esparsos podem ser resolvidos rapidamente. Neste trabalho, foi utilizado o médulo
scipy.sparse, da biblioteca de cédigo aberto scipy (38), com o objetivo de criar as
matrizes esparsas e em seguida resolver os sistemas lineares correspondentes.

O método depende da geracao de uma malha de elementos triangulares que
cubra toda a area do escoamento. Para produzir essa malha, foi utilizado o modelo
computacional Gmsh, uma ferramenta open-source desenvolvida para a geracao de
malhas de elementos finitos em problemas uni, bi ou tridimensionais (39). Esse
programa é chamado dentro do cédigo Python através de uma API (Application
Programming Interface).

A execucao do programa para resolucao de qualquer problema de escoamento

depende da definicao de 3 parametros:

e Passo de tempo At

e Tamanho do elemento de malha h, passado como argumento para o Gmsh
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e Tempo maximo de escoamento 7. A cada 10 iteracoes do passo de tempo,
caso a variacao da velocidade e da pressao seja inferior a 1073, considera-se
que foi atingido o regime estacionario e a execucao termina. Caso contrério,

repete-se o processo até chegar ao tempo T

Quanto aos casos selecionados para dar como entrada a rede neural, foi realizada
uma amostragem aleatéria de valores dos parametros geométricos do aerofélio, do
angulo de ataque e do nimero de Reynolds. Como estamos trabalhando apenas com
adimensionais, pode-se definir a viscosidade e o comprimento de corda do aerofdlio
como unitarios, de modo que Re = U.

Considerando que o objetivo de aplicacao do trabalho é modelar as pas de aero-
geradores, que estao expostas a condigoes estocasticas de vento, consideramos que
a velocidade (e, portanto, Re) seguird uma distribui¢do de Weibull, comumente
empregada para modelagem de vento (40), definida pela seguinte distribuigao de

probabilidade acumulada:

FU) = 1— exp (gk) (2.77)

C

Onde apenas valores positivos da velocidade sao admitidos, ¢ é dito fator de escala,
aqui considerado ¢ = 100, e k ¢é dito fator de forma, aqui considerado k = 2. J&
para a direcao do vento, devido a predominancia de sistemas de controle de yaw e
pitch nos aerogeradores, consideramos que a variacao de diregao serd relativamente
contida, seguindo uma distribuigao uniforme entre —15° e 15°.

O parametro de camber m foi tirado de modo que 20% dos casos tém camber nulo,
ou seja, correspondem a aerofélios simétricos, e os demais seguem uma distribuicao
uniforme entre m = 0% e m = 10%. A espessura T e a posicao de camber p seguem
também distribuicoes uniformes: 5% < T < 30% e 10% < p < 90%.

Para a producao dos casos de treinamento, foram utilizadas 10 maquinas virtuais
do tipo t3.micro, disponiveis através do servico de computacio em nuvem AWS!.
Cada uma das maquinas possui um processador de geragao atual, que possui 1 nticleo
com capacidade de 2 threads, e uma frequéncia de operacao de 2,5 GHz, com acesso
a 1 GB de memoria. Desse modo, as maquinas virtuais foram utilizadas por um
periodo de cerca de 4 dias, para gerar 12390 casos de treinamento, em cada um dos

quais foram calculados os coeficientes de sustentacao, arrasto e momento.

! Amazon Web Services. Mais informagdes disponiveis em https://aws.amazon.com/pt/ec2/
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2.5 Rede Neural

Uma rede neural, no sentido mais amplo, ¢ um modelo matemético que consiste,

de forma abstrata, em um conjunto de neurdnios, cada um dos quais recebe um

conjunto de entradas, nas quais é aplicada uma transformagao linear, e produz uma

tnica saida, que de modo geral serd modificada por uma fungao de ativagao (3).

Tornando a definicao um pouco mais especifica, neste trabalho sao empregadas

redes feed-forward densamente conectadas. Este tipo de rede é formado por uma

sequencia de camadas de neuronios, nas quais cada neurénio recebe como entrada

a saida de todos os neurdnios da camada anterior. Uma representacao esquematica

desse tipo de rede é exibida na figura 2.5. A camada mais a esquerda é chamada

camada de entrada, e recebe como entrada um vetor x de argumentos, ao passo que

a camada a direita ¢ a camada de saida, que produz um vetor y correspondente a

saida do modelo. Todas as camadas intermediarias sao chamadas camadas ocultas,

por nao estarem diretamente ”visiveis”na aplicacao do modelo.

Camada de entrada
(8 neurdnios)

Camada oculta
(15 neurdnios)

Camada de saida
(10 neurdnios)
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Figura 2.5: Exemplo de rede neural feed-forward com uma tnica camada oculta.

Fonte: adaptado de (3).
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Figura 2.6: Representacao do i-ésimo neuronio da k-ésima camada oculta de uma

rede neural. A saida do neurdnio, é aplicada uma fungao de ativacao o. (repeticao

da figura 1.4)

A figura 2.6 mostra que cada camada da rede é equivalente a aplicagdo de uma

k=1 acrescida da soma de um vetor de viés b,

matriz de pesos WX ao vetor a
produzindo o vetor zX. Em seguida, ¢ aplicada uma funcao de ativacao nao-linear
o, produzindo a saida da camada a¥. Escrito na forma de equacdo, para uma rede

de L camadas ocultas:

a’ =x (2.78a)
a* =o(z") = o (W* . a4 b¥) (2.78D)
y =a" =" (W'.al! +b") (2.78¢)

Onde a funcao de ativacio da saida é denotada por o

, uma vez que essa funcao tem
carater especial ao definir a forma da saida, de modo que comumente se emprega
uma funcao diferente daquela usada para as camadas ocultas.

A principal vantagem das redes neurais é sua expressividade, ou universalidade:
qualquer funcao f : R™ — R" pode ser aproximada por uma rede neural de uma
unica camada oculta, desde que seu niimero de neuronios seja suficientemente grande
(3). Essa universalidade naturalmente se estende a rede multicamadas, que pode,
em tese, obter maior expressividade do que uma rede de uma camada tnica com o
mesmo numero de parametros.

As componentes da matriz W¥ e do vetor b¥ sio parametros da rede. A cada

camada, se a k-ésima camada tem n neurdnios e a (k+1)-ésima tem m, tem-se m-n
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pesos e m vieses. Mesmo para redes de porte relativamente pequeno, nao é viavel
definir manualmente esses parametros. A grande vantagem dos métodos de machine
learning, ou aprendizado de méquina, nos quais a rede neural se insere, é a possi-
bilidade de calibrar o modelo automaticamente a partir dos dados disponiveis. Por
isso, 0s pesos e os vieses sao chamados de parametros treindveis da rede. Como ve-
remos a seguir, a construcao da rede neural fornece uma forma computacionalmente

eficiente de treinar os parametros.

2.5.1 Descida estocastica do gradiente

A otimizacao dos parametros da rede é feita usualmente por descida estocastica
do gradiente. No método de descida do gradiente convencional, dada uma fungao
custo f e um vetor de argumentos w, realizamos um processo iterativo partindo de

um valor inicial wg e, a cada passo, fazendo:
Wit1 = Wi — HVf(Wl) (279)

Onde 7 é a taza de aprendizado, um parametro que determina quao agressiva sera
a otimizacao. Assim, a cada passo, avancamos na direcdo de maior diminuicao da
funcao custo, até chegar a um minimo local, quando o gradiente se torna nulo e o
processo termina.

No caso da descida do gradiente estocastico, calculamos a fungao custo da rede
em funcao apenas de uma amostra aleatéria dos dados de entrada, e fazemos um
tnico passo de descida do gradiente com base nos resultados dessa amostra (batch,
ou lote). Assim, se utilizamos uma amostra contendo n elementos xq,...,Z,, € a
funcao custo f é dada em funcao de x e w, temos a expressao para o p-ésimo passo

de treinamento:

n

gp(W) :% > flanw) (2.80a)

=1

Wpi1 =Wp — NV g, (Wp) (2.80b)

Se a massa total de dados de teste corresponde a N entradas, repetimos o passo
acima % vezes sem repetir nenhuma amostra z; até esgotar o conjunto de dados,

o que configura uma época de treinamento. O processo se repete por um nimero
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pré-definido de épocas, ou até que o desempenho da rede se estabilize, na estratégia
chamada de parada antecipada.

Na descida estocastica do gradiente, garante-se apenas que, na média, um
numero suficientemente grande de iteragoes caminha na direcao da diminuicao glo-
bal da funcao custo. Esse método, contudo, permite escapar de certos minimos
locais, em funcao do ruido introduzido pela amostragem aleatéria de elementos a
cada passo (41), além de ser computacionalmente mais eficiente que sua contraparte
deterministica (42).

No presente trabalho, empregou-se o método Adam, um algoritmo de descida
do gradiente estocastica que se baseia em estimativas sucessivas e adaptativas dos

momentos estatisticos do gradiente através do calculo de suas médias méveis (43).

2.5.2 Retropropagacao

O célculo do gradiente da funcao custo em relagao aos parametros da rede é
feito através da retropropagacao, uma forma de diferenciacao automatica na qual o
gradiente ¢ propagado desde a camada de saida até as primeiras camadas ocultas,
por meio da aplicac¢ao sucessiva da regra da cadeia (18).

Retomando a notacdo da eq. 2.78, e dada uma funcdo custo f(y), pode-se
calcular a derivada do custo em relacao a saida dos neurdnios da tultima camada

oculta, denotado por 6%: (3)

of  do® of
o= = — ()=~ 2.81
70z dz (2 )0yj (2.81)
Ja a derivada do custo em relagao as saidas da camada k é:
of oa¥ 9t af do
k _ _ J i _ k k+1  gk+1
% = gaF = Z T e ;E(Zﬂ w0 (2.82)

Seguindo a mesma linha de raciocinio, se calcula as derivadas em relacao aos

pesos e vieses:

of 02k of
8wij N 8wij 825’,

=ai" o (2.83)

af 82’]’? af

e B 2.84

o 8b§ 82;-“ J (2:84)
Dessa forma, é possivel calcular os termos ¢ de forma retrograda, comegando pela

camada final e sucessivamente aplicando a equacao 2.82 para obter os valores de
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de cada neuronio. Em seguida, aplicamos as equacoes 2.83 e 2.84 para encontrar o
gradiente da funcao custo em relagao a todos os pesos e vieses, respectivamente. A
informagcao do gradiente é passada para o algoritmo de descida do gradiente (Adam,
nesse caso), e utilizada para gradativamente ajustar os pesos e vieses para minimizar

a funcao custo, o que equivale a treinar a rede para melhor responder aos dados.

2.5.3 Aplicacao

Conforme observado nas secoes 2.2 e 2.3.3, os coeficientes de sustentacao, arrasto
e momento de um aerofdlio da série NACA de 4 digitos sao fungao dos parametros
geométricos (camber méximo, posi¢ao de camber maximo e espessura maxima), do
angulo de ataque e do numero de Reynolds. Sendo assim, a rede neural devera

modelar uma fungao:

g: [/Blaﬂ%ﬁ&aaRe] — [CL>CD>CM] (285)

Desse modo, a camada de entrada devera ter obrigatoriamente 5 neuronios, e a
camada de saida deverd ter 3 neuronios. A quantidade de camadas escondidas
e o nimero de neuronios em cada uma delas podem ser livremente definidos, e
sao hiperparametros, que devem ser ajustados modificando a rede iterativamente e
observando seu desempenho, como sera feito na secao 3.2.1.

Para a funcao custo, escolhemos o erro quadratico médio, que penaliza a distancia

quadratica entre o valor real e estimado da saida da rede. Para um lote de n dados:

n

f(x,w) = L Z ((epi = ép(@i)® + (epi — ép(2:))* + (eani — car(2:))?)  (2.86)

n -
=1
Onde o sobrescrito " denota o valor estimado pela rede. Com isso, o gradiente do
custo em relacao a um dos valores de saida, digamos aquele correspondente a cr,, é:

af

ocy,

=2(cp, —cp) (2.87)

Para que seja possivel calcular os gradientes, resta apenas definir a fungao de
ativagao. Nas camadas ocultas, é recomendado usar fungoes de ativagao simétricas
em torno de zero, como a funcao tanh z, exibida na figura 2.7, pois sua convergéncia
¢ mais rdapida (42). Assim, essa serd a fungdo utilizada nas camadas ocultas. J&

para a camada de saida, queremos que os neuronios sejam capazes de produzir os
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—0.75 1

—1.00 1

Figura 2.7: Funcao y = tanh z

valores dos coeficientes dinamicos. Na auséncia de qualquer limitacao a priori ou
relacdo entre os coeficientes, queremos que a imagem da rede seja o R3, por isso nao
empregamos funcao de ativacio na saida (0% = id).

Uma dificuldade comumente enfrentada em aprendizado de maquina é o
fenomeno denominado owverfitting, ou sobreajuste, no qual a rede se especializa para
maximizar o desempenho diante dos dados de treino, aprendendo suas peculiari-
dades, mas sem necessariamente ser capaz de compreender o comportamento geral
do fenomeno real, de modo que o desempenho da rede diante de um dado inédito
serd inferior ao esperado. A fim de evitar essa dificuldade, dividimos os dados em 3

conjuntos:
e 50% de dados de treino
e 25% de dados de validagao

e 25% de dados de teste

Nessa separacgao, apenas os dados de treino sao usados para a descida do gradiente
e aprendizado dos parametros. Os dados de validacao sao usados para selecionar
os hiperparametros da rede: se houver overfitting, isso sera identificado como uma
piora no desempenho da rede para os dados de validagao, ao mesmo tempo que se
observa uma melhora para os dados de treino. Ja os dados de teste sao considerados
apenas ao fim da calibracao da rede, e sua funcao é testar o desempenho do modelo

em um conjunto de dados completamente inédito, que nao influenciou o treinamento
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nem a escolha de parametros, o que se assemelha a situacao que a rede encontrara
na sua aplicacao pratica.

O modelo de rede neural, bem como todas as estratégias aqui definidas, é im-
plementado através da biblioteca keras, voltada para o desenvolvimento de redes
neurais em Python. Essa biblioteca apresenta como principais vantagens a sua alta
eficiéncia computacional, que permite acelerar o aprendizado através de uma placa
de video (GPU), caso esteja disponivel; e a grande variedade de ferramentas de
rede neural ja implementadas, o que permite simplificar significativamente o cédigo
escrito para esse trabalho.

A rede foi treinada e testada em um computador pessoal dotado de processador
Intel Core i7 7500-U, com 4 nticleos operando a frequéncia de 3,3 GHz e placa de
video Nvidia GeForce 920MX, além de 8 GB de memoria.

2.5.4 Estratégias de treino

No treinamento de uma rede neural, ou de qualquer algoritmo de aprendizado de
maquina, deve-se tomar cuidados especiais para evitar o overfitting. Na literatura
referente a redes neurais, encontram-se algumas metodologias de treinamento que
podem garantir uma melhor generalizagao do modelo, o que pode ser verificado
pela melhora do desempenho nos dados de validagao. Ha também estratégias que
podem ampliar o desempenho da rede de forma geral, ou que reduzem o tempo
computacional. Neste trabalho, sao empregados alguns desses métodos, discutidos

a seguir.

Parada antecipada

Conforme o treinamento da rede avanga, chega-se a um ponto em que a funcao
custo tende a estagnar: nesse momento, a rede ja estd efetivamente treinada. Caso
se continue a ajustar os parametros da rede, o uUnico efeito serd um sobreajuste
da rede aos dados de treino, ao passo que o desempenho do modelo nos dados de
validacao se mantém constante ou, no pior dos casos, aumenta, ou seja, o modelo se
torna menos funcional em dados novos, desperdicar tempo computacional com esse
treinamento.

Para evitar essa patologia, se aplica o método de parada antecipada (44): A cada
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época de treino, o programa verifica se a funcao custo nos dados de validagao teve
uma diminui¢ao aprecidvel ao longo das ultimas v épocas. Senao, o treinamento é
interrompido imediatamente. Uma vantagem adicional desse critério é que nao ha
necessidade de estabelecer previamente um ntimero de épocas de treinamento. Em
vez disso, define-se apenas um nidmero méximo (aqui considerado 100 épocas), e,
caso o treinamento fique estagnado antes disso, ele serd automaticamente interrom-
pido.

O ntumero de épocas n antes da parada, bem como a reducao esperada do erro
& nessas v épocas, sao hiperparametros, que podem ser definidos levando em con-
sideracao a funcao custo nos dados de validagao e o tempo computacional total.
Como os resultados finais nao sao muito sensiveis a esses hiperparametros, eles fo-

ram definidos apds um processo de tentativa e erro:

v =5 (2.88a)

£=10""* (2.88Db)

Regularizacao

A estratégia de decaimento de pesos, ou requlariza¢ao L2, apresenta uma outra
forma de evitar o sobreajuste. Neste método, o modulo de cada peso wfj da rede é
penalizado, sendo agregado a fungao custo. Assim, o aumento de um determinado
peso s6 ocorrera se ocasionar uma reducao suficiente da funcao custo, o que tende a
evitar que a rede incorpore o ruido dos dados de treino.

Numericamente, se f é a funcdo custo original, ela deve ser substituida por f .

Se bX e WK sao respectivamente o vetor dos vieses e a matriz de pesos na k-ésima

camada, e X é o vetor de entrada da rede em um determinado passo de treinamento:

) A
F(x Wt . WE b bl = f(x, WL, ... Wl bl ... b+ §Z|w{.;|2
i4,k
(2.89)
Essa abordagem introduz o hiperparametro A, chamado de parametro de requla-

riza¢ao, cujo valor ideal depende da arquitetura da rede e nao pode ser determinado

a priori. Por isso, ele sera definido através dos dados de validagao na secao 3.2.1.
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Reducgao progressiva da taxa de aprendizado

O algoritmo Adam, usado para descida estocastica do gradiente, tem como
parametro a taxa de aprendizado 7. No inicio do treinamento, um valor elevado de
n significa uma réapida evolugao do desempenho. Contudo, conforme os parametros
da rede se aproximam de um ponto de minimo (local ou global), uma taxa de
aprendizado muito alta amplifica o ruido aleatério da descida do gradiente, e pode
impedir que nos aproximemos desse minimo, ja que isso requer um ajuste fino dos
parametros.

A fim de possibilitar esse ajuste fino, A taxa de aprendizado é reduzida gra-
dualmente a cada época de treino, de modo que iniciamos o processo com uma
taxa elevada e um treinamento agressivo, mas torna-se mais sutil a medida que se
progride no treinamento.

Se n; é a taxa de aprendizado na i-ésima época de treino, fazemos:

v -1, se v > 10
Nit1 = (2.90)
Mo, se © < 10

Tanto a taxa inicial de aprendizado 19 quanto a taxa de decaimento v sao hi-

perparametros, e sua escolha sera feita com base nos dados de validagao, na segao

3.2.1.
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Capitulo 3

Resultados

3.1 Método de Elementos Finitos

3.1.1 Validacao do Método de Elementos Finitos

O cédigo de elementos finitos desenvolvido nesse trabalho se baseia nas equacoes
de Navier-Stokes e segue uma metodologia ja bem estabelecida na literatura. Porém,
antes de comegar a emprega-lo para gerar uma base de dados de treinamento para
a rede neural, é necessario garantir seu bom funcionamento. Para tal, reproduzimos
certos escoamentos canonicos, cujo resultado esperado ja é conhecido, seja por con-
sideracoes tedricas, seja por experimentos numéricos ou empiricos. Apds verificar
que o resultado obtido por nosso modelo apresenta bom acordo com experiéncias

anteriores, serd possivel considera-lo valido.

Problema de Poiseuille

O escoamento bidimensional de Poiseuille é definido como o escoamento esta-
cionario do fluido através de um duto de largura constante, igual a D, e compri-
mento L. Nesse problema, é possivel relacionar a perda de carga (queda de pressao)
e a vazao volumétrica. Consideramos que o fluido entra no duto com perfil de
velocidades uniforme, igual a Un,, e sem gradiente de pressao, e que o duto é su-
ficientemente longo para que o escoamento esteja completamente desenvolvido, de
modo que, na saida, g—; = 0. Na saida, a pressao ¢ considerada constante e igual a

zero, embora o valor absoluto da pressao nao interfira de todo no resultado, ja que
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o escoamento € incompressivel, ou seja, apenas a pressao relativa e seu gradiente
influenciam no movimento. Nas paredes, a condicao de nao-deslizamento impoe ve-
locidade nula, e considera-se que o gradiente de pressao na dire¢cao normal a parede
também serd nulo. Tomando U e D como velocidade e comprimento caracteristicos,

respectivamente, as condi¢oes de contorno na forma adimensional ficam:

w(0,y) = 1n, (3.1a)
w(,0) = u(z,1) = 0 (3.1b)
AT 01

p (%,y) =0 (3.1d)
Z—Z(O,y) —0 (3.1¢)
(a,0) = 1) =0 (3,10

O perfil de velocidade do escoamento desenvolvido possui solugao analitica. Co-

mecemos observando que, se o perfil é completamente desenvolvido, entao %L; =

%izy = 0. Entao, da equagao de continuidade 2.17a, tem-se:
Ouy Ou,,
=——=0 3.2
ox dy (32)

Mas, como sabemos que u, = 0 nas paredes, entao a velocidade vertical deve ser

nula ao longo de todo o perfil. O termo convectivo da eq. 2.17b também desaparece:

ou ou ou
(u-V)u:ux%—i—uya—y:um-0+0-a—y:0 (3.3)
Assim, na regiao de escoamento desenvolvido, tem-se:
1 1 0%u,
Vp 2 “ (3.4)

Re Re 0y? ™
Como p = 0 ao longo de toda a superficie de saida, resulta que o gradiente de pressao
serd constante em todo o perfil, Vp = Gn,. Assim, integrando a eq. 3.4:

1

G
ot(y) =S¥+ ay + o (3.5)

2

Notando que u,(0) = u,(1) = 0, resulta ¢; = —%. Finalmente, notando que, pela

conservacao de massa, a vazao deve ser constante e igual a da entrada:

! L ReG —12
/ ug (y)dy = / 5 (Y —y)dy=1=G = To (3.6)
0 0 €
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us(y) = 6(y — y*) (3.7)

po) = o (% - x) (3.9)

Com isso, simulamos o problema computacionalmente com a ferramenta de ele-
mentos finitos desenvolvida, fazendo Re = 50, L = 10D, a fim de comparar nossos
resultados com o perfil analitico. Os resultados sao representados graficamente nas

figuras 3.1.

. Pressao
5.00
2.50
0
0 2 4 6 8 10
. Velocidade horizontal
D—
0 0.00
0 2 4 6 8 10
Velocidade vertical

2 4 6 8 10

Soo
NON
[0, [@]0,

Figura 3.1: Resultados do escoamento de Poiseuille, simulado com o Método de

Elementos Finitos, para Re = 50, com h = 0.05, At = 0.01, T' = 5.
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1.0 -
0.8 11— ux(0.0,y)
— ux(2.0,y)
0.6 1 —— ux(4.0,y)
> — ux(6.0,y)
0.44 — ux(8.0,y)
— ux(10.0,y)
0.2 Referencia
0.0 A

Figura 3.2: Perfil vertical de velocidade ao longo do duto, comparado com a solugao
analitica para o perfil desenvolvido. Note-se que as curvas a partir de x = 4 se

sobrepoem, porque o perfil ja se estabilizou.

2.5 —— Pressao
I* .
* Referencia
2.0 A
1.5 -
o
1.0 -
0.5 A
0.0 A
0 2 4 6 8 10
X

Figura 3.3: Perfil pressao ao longo do duto, comparado com a solugao analitica para

o perfil desenvolvido

Conforme se vé nas figuras 3.2 e 3.3, conforme nos aproximamos da saida do
duto, a velocidade e a pressao se aproximam da solucao analitica, que é o valor de

referéncia. Esse resultado é uma evidéncia inicial do bom funcionamento do cédigo,
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contudo é importante notar que se trata de um caso simples, e no qual nao ha
efeitos convectivos. No caso a seguir, os efeitos convectivos e o nimero de Reynolds

se tornam importantes.

Cavidade

O problema de escoamento no interior de uma cavidade é computacionalmente
bem mais complexo do que o de Poiseuille. Nao apenas o termo convectivo se
torna importante, mas também ocorre a formacgao de vortices proximo as paredes.
Por isso, esse escoamento é uma boa forma de validar um cédigo computacional.
O escoamento é caracterizado por uma cavidade quadrada fechada, cuja tampa se
move, transferindo quantidade de movimento ao fluido por meio do cisalhamento.

A figura 3.4 exibe uma representagao das condi¢oes desse escoamento.

u=1,v=0
[ ] -’>
fluido
u=v=»1_0 (p.1) u=v=90
Y

t

u=v=0

p=20

Figura 3.4: Representacao do escoamento em uma cavidade quadrada. Fonte: adap-

tado de (4)

O problema da cavidade nao possui solucao analitica, por isso faz-se necessério
validar nosso cdédigo contra resultados de simulac¢do precisos, disponiveis em (4).
Essa referéncia realizou uma simulagao de volumes finitos com uma malha estrutu-
rada 1024 x1024, obtendo resultados precisos. Nas figuras 3.5 e 3.6, comparamos os
valores de velocidade obtidos pelo nosso cédigo (h = 0,01, At = 0,01, T'= 30) com
os da referéncia ao longo de uma linha vertical (em x = 0,5) e outra horizontal (em
y = 0,5). Observa-se um bom acordo entre ambos, que comegam a divergir apenas

em numeros de Reynolds mais altos, entre Re = 400 e Re = 1000.
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Velocidade horizontal em x=0.5

1.0
—— Re=0.01
—— Re=10

081 — Re=100
—— Re=400

0.6 4+ —— Re=1000

>

0.4

0.2 A

0.0

21.00 —=0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u

Figura 3.5: Perfil de velocidade horizontal em x=0,5 obtido pelo codigo para diversos
nimeros de Reynolds, e comparagao com a literatura (4). Os valores para Re = 0,01

e Re = 10 se sobrepoem, tanto na referéncia quanto na saida do cédigo.

A figura 3.7 exibe um sumaério dos resultados obtidos para Re = 100. Deve-se
observar que a pressao atinge valores mais altos em torno dos vértices superiores,
o que ocorre em funcao da descontinuidade da condicao de contorno da velocidade,

que ¢ igual a 1 na parede superior, mas nula nas paredes laterais.
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Velocidade vertical em y=0.5

1.00
—— Re=0.01
0.751 —— Re=10
—— Re=400
0.25 A Re=1000
> 0.00 A
—0.25 4
—0.50 A
—0.75 4
_100 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.6: Perfil de velocidade vertical em y=0,5 obtido pelo cédigo para diversos
nimeros de Reynolds, e comparagao com a literatura (4). Os valores para Re = 0,01

e Re = 10 se sobrepoem, tanto na referéncia quanto na saida do cédigo.
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Pressao Velocidade horizontal

1.0 1.0
10.0 V 1.0
i 7.5
0.8 0.8 0.8
5.0
0.6 25 06 0.6
0.0 0.4
0.4 1 0.4
-25 0.2
-5.0
0.2 1 0.2 0.0
-7.5
0.0 : : : : 0.0 —0.2
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0
Velocidade vertical 1o Linhas de corrente
0.8
0.6
0.4
0.2 0.2
-0.4
0.0 : . . : 0.0 ; ! ; ;
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0

Figura 3.7: Resultados do escoamento no interior da Cavidade, simulado com o

Método de Elementos Finitos, para Re = 100, com h = 0.01, At = 0.01, T' = 30.

Degrau

A dltima validagao a ser feita é o escoamento em degrau (backward-facing step
flow), no qual partimos de um escoamento desenvolvido no interior de um canal, que
se expande rapidamente para um canal de maior largura. Nesse cenario, espera-se
que ocorra recirculagao na base do degrau, e que a jusante deste o perfil volte ao
comportamento parabdlico de um escoamento desenvolvido. Como referéncia para
este caso, usamos o resultado de experimentos em laboratorio, nos quais a velocidade
foi medida em véarios pontos com sensores laser-Doppler (5).

Foi simulado o escoamento para Re = 50, considerando como comprimento ca-
racteristico a largura do duto menor, e como velocidade caracteristica a velocidade
média na entrada. Exibimos na figura 3.8 a comparacao das velocidades medidas
experimentalmente com os nossos resultados, obtidos com At = 0,01, T = 30, e
tamanho de malha hy, = 0,01 na proximidade do vértice do degrau, e h; = 0,1 no
resto do escoamento. Nota-se um bom acordo com o experimento, embora haja uma

leve discrepancia, que se explica pela incerteza dos dados experimentais e pelo fato
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de que aqui usamos uma modelagem bidimensional, o que é intrinsecamente uma

aproximacao.

x=2.55

x=4.18

0.754

0.50 4

0.25 1

> 0.00 -

—0.251

—0.50 -

=0.751

*

Simulagao
Referéncia

-1.00
0.0

05

1.0

15

0.0 0.5

1.0 15

Figura 3.8: Perfil de velocidade horizontal em diversos pontos do duto no escoamento

sobre um degrau, e comparacao com (5). Re = 50, At = 0,01, T'= 30, hy =0, 1,

he = 0,01.

As figuras 3.9 exibem os demais resultados do escoamento. Nota-se claramente

que ocorre uma zona de recirculagao proximo a base do degrau, como esperado.
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Figura 3.9: Resultados do escoamento sobre um degrau, simulado com o Método de

Elementos Finitos, para Re = 50, At = 0,01, T =30, hy = 0,1, hy = 0,01.

3.1.2 Escolha de parametros de calculo

Uma vez validado o modelo, como visto na secao anterior, resta definir que

parametros serao empregados na producao de resultados que serao usados para

treinar a rede neural. Essa decisao é delicada, pois deve buscar ao mesmo tempo

uma precisao fina o suficiente para obter resultados significativos e um tempo de

calculo reduzido, que permita a produgao de uma grande massa de dados em tempo

habil, para o treinamento da rede neural.

As condigoes de contorno de Dirichlet para esse escoamento serao:

e u = 1 na superficie de entrada (esquerda)

e u = 0 na superficie do aerofdlio, pela condicao de nao-deslizamento
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e u = 1 nas superficies superior e inferior, que supomos estarem suficientemente

afastadas do aerofdlio
e p = 0 na superficie de saida

Todas as demais condicoes de contorno sobre velocidade e pressao sao condicoes de
von Neumann homogeéneas.

Definimos também quais parametros precisam ser determinados:

folga: A distancia entre o aerofélio e as superficies superior e inferior.

Neone: NUmero de pontos no contorno superior e no contorno inferior do ae-
rofélio usados para geracao de malha. Quanto maior, mais precisa é a repre-

sentacao da pega.

h: Tamanho dos elementos de malha distantes do aerofdlio, passado para o

Gmsh como argumento.

At: Passo de tempo usado nas equagoes 2.71

T Tempo total de escoamento

Para avaliar o impacto de cada um desses parametros nos resultados, executa-
mos os calculos para Re = 1 e Re = 100, variando gradativamente o valor de um
dos parametros, mantendo os demais constantes, e calculamos os coeficientes aero-
dinamicos obtidos. Também foi registrado o tempo computacional necessario, o que
depende fortemente de cada um dos parametros. O aerofélio utilizado nessa anélise
foi o NACA-4412, com inclinacao de 10°. As figuras a seguir exibem os resulta-
dos dessa andlise. Note-se que o valor absoluto dos coeficientes encontrados nao é

importante no momento, e sim a sua sensibilidade aos parametros de céalculo.
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Variagao dos coeficientes dindmicos
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Figura 3.10: Coeficientes aerodinamicos e tempo computacional para o calculo do

aerof6lio NACA-4412 variando a folga. n =50, h =1,0, At = 0,01, T"= 30
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Figura 3.11: Coeficientes aerodinamicos e tempo computacional para o calculo do
aerofélio NACA-4412 variando o nimero de pontos no contorno do aerofélio n.

folga =10, h =1,0, At =0,01, T" = 50
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Figura 3.12: Coeficientes aerodinamicos e tempo computacional para o calculo do
aerofolio NACA-4412 variando o passo temporal At. n = 100, folga = 6, h = 1,0,
T =30
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Figura 3.13: Coeficientes aerodinamicos e tempo computacional para o calculo do
aerofélio NACA-4412 variando o tamanho dos elementos de malha h. n = 100,

folga =6, At = 0,05, T = 30

Com base nos resultados exibidos nas figuras 3.10 a 3.13, foram selecionados
os parametros descritos na tabela 3.1, que apresentam um erro relativamente pe-
queno e demandam um tempo computacional moderado. Todos os resultados dados

como entrada no treinamento da rede neural foram obtidos com esse conjunto de

parametros.

Tabela 3.1: Parametros selecionados para cédlculo das forgas dindmicas em aerofélios,
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3.2 Rede Neural

3.2.1 Selecao de hiperparametros

E preciso determinar a arquitetura da rede, definida pelo nimero de camadas
ocultas L e pelo nimero de neurdnios por camada n,. Além disso, as estratégias
descritas na secao 2.5.4 dependem da taxa de aprendizado 7y, da taxa de reducao
e do parametro de regularizacao A. Esses 5 hiperparametros sao anteriores ao inicio
do treinamento, e por isso nao podem ser treinados por descida do gradiente, como
fazemos com os parametros da rede. Assim, a fim de definir os valores empregados,
realizamos o treinamento variando sistematicamente os valores de L, n,, 19, vy e A, e
avaliamos o erro quadratico médio obtido com esses valores nos dados de validacao
e o tempo computacional gasto no treinamento. Note-se que, embora o tempo de
treino aqui encontrado seja pequeno, em funcao do nimero relativamente pequeno
de dados em cada conjunto, ele pode crescer rapidamente em outras aplicacoes de

nosso modelo, de forma que o tempo deve ser levado em consideracao.

Arquitetura

Com base em testes preliminares, foram definidos valores tentativos para ng,
e A\, listados na tabela 3.2. Usando esses valores, variamos o nimero de cama-
das ocultas entre 1 e 10, e o nimero de neuronios por camada de 10 a 100, de
modo a determinar qual combinacao apresentaria o melhor equilibrio entre erro nos
dados de validacao e tempo computacional total. A figura 3.14a mostra que o erro
quadratico médio dos dados de validacao é menor quando usamos um grande niimero
de neurdnios por camada, e um maior nimero de camadas. A fig. 3.14b, contudo,
evidencia que o tempo computacional é minimizado para redes com um nimero
intermediario de camadas, entre 4 e 6. Sendo assim, visando ao equilibrio entre
precisao e tempo computacional, escolnemos a rede com L = 4 camadas e n, = 80
neuronios por camada, que obteve um erro quadratico médio igual a 9,92 x 10%, e

levou 40,9 s para ser treinada.
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hiperparametro | valor
Mo 1x1073
v 0,95
A 1x107°

Tabela 3.2: Valores iniciais dos hiperparametros utilizados para comparagao das

possiveis arquiteturas de rede.

Tempo [s]
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8 10

Erro Quadratico Médio

100{ |

80

60

40

102

Neurdnios
Neurénios

1073

2 4 6
Camadas Camadas

(a) (b)

Figura 3.14: Erro quadréatico médio obtido pela rede neural nos dados de validacao e
tempo computacional gasto em seu treinamento em fun¢ao do niimero de neurénios

e de camadas.

Parametro de regularizacao

Para selecionar o parametro A\, usado no método de regularizacao L2, fazemos
esse parametro variar entre 107% e 107!, e treinamos uma rede com a arquitetura
selecionada acima, e com os mesmos valores de 1 e . Os resultados obtidos para cada
valor de A sao exibidos na figura 3.15. Nota-se que o tempo de treino é fracamente
influenciado por esse parametro, de modo que selecionamos o valor que obtém o

menor erro quadratico médio: A = 2,5 x 107°.
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Figura 3.15: Erro quadratico médio e tempo de treino da rede em funcao do

parametro de regularizacao A

Taxa de aprendizado e reducao

Finalmente, resta definir os parametros 7y e 7. Como ambos estao intimamente
relacionados, eles sao avaliados simultaneamente: variamos 1y de 1075 a 1072, e v de
70% a 98%. Como se vé na figura 3.16, o erro e o tempo de treino sao minimizados
para taxas de aprendizado da ordem de 1072. Assim, selecionamos a combinacao

que obteve o menor erro: v = 96%, 1y = 4,6 x 1073.
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Figura 3.16: Erro quadratico médio obtido pela rede neural nos dados de validagao
e tempo computacional gasto em seu treinamento em funcao da taxa inicial de

aprendizado de sua taxa de decaimento.

Os hiperparametros selecionados ao longo desta se¢ao sao resumidos na tabela
3.3. A partir daqui, serd modificada levemente a estratégia de parada antecipada:

aumentaremos o parametros v de 5 para 10, ou seja, o treino se encerra caso nao
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haja melhora apds 10 épocas. Essa mudanca aumenta o tempo computacional, mas
permite um desempenho superior, como ficou evidente ap6s um processo de tentativa
e erro. O desempenho obtido pela rede apds a mesma ser aplicada sobre os dados

de validagao esté exibido na tabela 3.4. Na secao a seguir, essa é a rede que sera

utilizada.
hiperparametro valor
L 4
Ny, 80
A 2,5 x 1075
Mo 46 x 1073
vy 0,96

Tabela 3.3: Conjunto de hiperparametros selecionados para o treinamento da rede

apos as andlises desta secao

tempo de treino | EQM sustentacao | EQM arrasto | EQM momento | EQM geral

425 9,70 x 1074 1,59 x 1073 3,30 x 1074 9,00 x 1074

Tabela 3.4: Resultados obtidos para a rede selecionada, usando os parametros da

tabela 3.3

3.3 Desempenho e comparacao dos métodos

A seguir, comparamos os coeficientes obtidos pela rede neural, pela teoria de
aerofdlio fino e pelo método de elementos finitos, em um mesmo caso padrao: o
aerofolio NACA4412, no qual fazemos variar o angulo de ataque. A figura 3.17
exibe os resultados encontrados, obtendo-se um excelente acordo entre a rede neural
e a andlise de elementos finitos. Ja a teoria de aerofélio fino diverge em muito da
realidade. Com efeito, essa teoria pressupoe um escoamento inviscido, o que, em

numeros de Reynolds baixos, nao ¢é realista.

29



Avaliagao nos dados de teste

Finalmente, resta avaliar o desempenho da rede em um conjunto de dados intei-
ramente novo, disjunto daquele com o qual ela foi treinada e também do conjunto
utilizado para definir os hiperparametros. Com essa finalidade, foram separados
25% da massa de dados produzidos pelo método de elementos finitos, identificados
como dados de teste. A tabela 3.5 mostra que a rede se saiu tao bem nos dados de
teste quanto nos de validacao, o que atesta a generalidade do modelo treinado.

Pode-se observar também que o erro obtido pela teoria analitica de aerofdlio fino
é ordens de grandeza superior ao da rede. Seu tempo computacional também é mais
elevado, embora isso possa se dever ao fato de esses calculos estarem implementados
em linguagem Python sem otimizagoes, ao passo que a rede neural é executada pelo
modulo keras, que acelera consideravelmente os calculos. Deve-se ressaltar, também,
que o erro quadratico médio da ordem de 10~* se mostra adequado para a etapa de
pré-projeto e dimensionamento inicial de um aerofélio, que é o objetivo principal da

metodologia desenvolvida neste trabalho.

Método |Emaz| | EQM(cr) | EQM (cp) | EQM (cyy) EQM t

Aerofdlio Fino | 49,2 27,4 0,46 2,13 10,0 0,17s

Rede Neural | 0,238 | 9,5 x 107 [ 9,5x107° | 1,1 x 107* | 3,8 x 10~* | 0,047 s

Tabela 3.5: Erro maximo absoluto, erro quadratico médio e tempo de calculo da

rede nos dados de teste; comparacao com a teoria de aerofdlio fino.
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Figura 3.17: Coeficientes de sustentagao, arrasto e momento calculados com cada

um dos métodos para o aerofélio NACA4412. Re=100.
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Capitulo 4

Conclusao

Foi desenvolvida uma metodologia de rede neural que permite avaliar rapida-
mente os coeficientes de arrasto, sustentacao e momento de um aerofdlio, e que
mostrou uma acuracia comparavel ao método de elementos finitos com o qual a
rede foi treinada. Apesar do tempo computacional significativo envolvido em gerar
os casos de treino por elementos finitos, uma vez treinada a rede, os resultados sao
obtidos quase instantaneamente, o que se mostra vantajoso no caso em que se deseja
otimizar as dimensoes do aerofélio.

A teoria analitica de aerofdlio fino, embora encontre aplicacoes na engenharia
aeronautica, nao exibiu bons resultados nos casos estudados, sugerindo que a com-
binacao entre dinamica dos fluidos computacional e aprendizado de maquina aqui
desenvolvida é preferivel aos métodos analiticos aproximados.

Uma continuacao natural deste trabalho seria o desenvolvimento de um modelo
de otimizacao que utilizasse a rede neural como entrada, e que poderia ser adaptado
para otimizar o aerof6lio para diferentes condigoes de escoamento (por exemplo, caso
se deseje projetar as pas de uma turbina edlica para locais com diferentes escalas
de velocidade de vento), e para diferentes objetivos, como por exemplo maximizar
a razao entre sustentacao e arrasto, maximizar a sustentacao total ou minimizar
as tensoes mecanicas e o custo de fabricagao da peca, o que exigiria outras andlises
além do escopo deste trabalho. Ainda, alterando esses objetivos, é possivel construir
a frente de Pareto (7) do projeto, informando o engenheiro projetista quanto aos
limites do desempenho do aerofélio, mas exigindo multiplas iteragoes do processo de

otimizacao, de modo que a rapida execugao da rede neural se mostra vantajosa.
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Outra possivel extensao seria a modelagem de escoamentos turbulentos, mo-
dificando as equacoes resolvidas no método de elementos finitos para as equagoes
médias de Reynolds, o que permite nao apenas abordar uma classe de escoamentos
mais préoximos das aplicagoes praticas da engenharia, mas também avaliar a prépria
turbuléncia como um parametro adicional que pode ser modelado pela rede neural,
uma vez que tem importancia para o projeto de certos tipos de estrutura.

Por uma questao de simplicidade, os desenvolvimentos aqui exibidos foram feitos
com aerofdlios bidimensionais, da série NACA, definidos por apenas 3 parametros.
Nao hé, contudo, impedimento para que se utilize outros conjuntos de parametros,
ou mesmo abordagens nao-paramétricas, para modelar um aerofélio arbitrario.
Também ¢ possivel estender a metodologia a outros tipos de superficies aero-
dinamicas, bi ou tridimensionais, embora tanto o aumento do niimero de parametros
de entrada quanto a passagem para 3 dimensoes espaciais venham acompanhados

de uma maior complexidade computacional.
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Apeéendice A

Montagem das matrizes do

Método de Elementos Finitos

A.1 Integracao em elementos triangulares

Todas as matrizes a seguir sao compostas de integrais sobre elementos triangula-
res. Seja e, um tal elemento, com vértices g = (o, Yo), 1 = (71, ¥1) € T2 = (T2, Y2),
e seja f(x) uma funcdo que se deseja integrar. Definimos as varidveis auxiliares « e
5 tal que:

x(a,B) =xo + (X1 — To)a + (X2 — T0) (A.1)

Note-se que, ao variar f de 0 a 1, e a« de 0 a 1 — 3, varre-se a area do triangulo.

Assim, fazemos a mudanca de variaveis x,y — «, 3, multiplicando pelo jacobiano:

’8(3:,3;)‘: 1 — %o Y1~ Yo — 24, (A.2)

d(a, §)

T2 — o Y2 — Yo

1 1-8
/ f(e,y)dedy = 24, / 4 / f(x(a, B), y(ev B))da (A.3)

Onde A, corresponde a area do elemento.
Nos casos a seguir, f serd uma funcao polinomial em « e (3, logo é conveniente

b

definir uma regra para a integracao de termos a*/3°, como fazemos abaixo. Seja Jy,

essa integral:
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1-8 1
do=[as [ atstaa= g [0 gt =

1

1 o B 1 6b+1 (A1)
= 1-0)""——| — — (1 — .
7 [ e na -y s
b+1‘](“ 1)(b+1)
Logo, sabendo que:
1 1- 1 ﬁb+1 5!7—4—2 1 1
Jow= [ d bd :/ 1— B3)3%dB = - -
o /0 5/0 Fdo = [ (A =B)Fd6 = 7 = 55| = Gr D+ 2)
(A.5)
Temos, para qualquer par a, b:
a a—1 1
T =T v bt a0+
~ald! 1 B A
“Ora)l brarDbrar) (A-6)
a!b!
(a+b+2)!
Em suma:
J s [ anpra a't AT
ab—/o 5/0 @ﬁa—m (A7)

Para facilitar a integracao, as fungoes de forma podem ser escritas em funcao de
a e (. Por simplicidade, fazemos uma translagao no espacgo de modo que g, yo — 0,

sem perda de generalidade:

N(z,y) =a+br+cy =a+blax, + Brz) + clay; + fys) =d +ba+ B (AR)

Onde:
a =a (A.9a)
b =bxi + ey (A.9b)
¢ =bxy + cys (A.9c)

O mesmo pode ser feito com as fungées de forma quadréticas M (z,y):

M(x,y) = a+br+cy+da*+ey* + foy = d +ba+dB+d o’ +€ 3+ faB (A.10)
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Onde:

a =a (A.11a)
V' =bry + cyy (A.11b)
¢ =bxy + cys (A.11c)
d =da} + eyt + frin (A.11d)
e =dxl + eys + frays (A.1le)
' =2dx129 + 2ey1ys + fr1ys + f2ous (A.11f)

A.2 Matriz de massa M

Precisamos calcular a matriz de massa My, para funcio teste e tentativa ambas

de ordem 2. Segundo a eq. 2.64, essa matriz é definida por:
[M]ij - Z / M; Mjde, (A.12)

Assim, escrevendo em funcao de a e § a fim de facilitar a integracao:

M;(a, B) - Mj(av, B) = p1 + pacy + p3f + pac®+
+ ps8% + peaB + pra® + ps3° + poa® B + proa B+ (A.13)

+ priat + praBt + p13a’ B+ praa® B + psaff’

po =c;d; + cd; + Vi f; + VS f; (A.14i

Onde:

p1 =a;a (A.14a)
p2 =a;b; + ajb; (A.14Db)
p3 =a;C; + alc; (A.14c)
ps =a;d; 4 ad; 4 b (A.14d)
ps =a;e; + aje; + ¢ (A.14e)
pe =a;f; + al fi + bic; + Vic; (A.14f)
7 :b;d; + b;d; (A.14g)
08 :c;e; + c;-e; (A.14h)

)

)

pro =bie + Vel + i f; + i fi (A.14j

71



P11 :d;d;.

p12 =€je;

pi3 =d; f; + d; f!

p1a =die) + dje; + fif;
pi5 =€, f; + €. fi

Com auxilio da eq. A.7, calcula-se a integral sobre o elemento:

1-p

1
/ M;(z,y) - M;(z,y)de, = 2Ag/0 ag i M;(a, B) - M;(c, B)da =

—94 <Pl P2 P3 P4 P  P6  Pr P8, Po , Pro , P11, P12
=2Ay

o o L o TR P T

2 6 6 12 12 24 20 20 60 60 30 30

A.3 Matriz elastica K

P13 P14 P15 )
120 + 180 + 120
(A.15)

A matriz elastica deve ser calculada no espago da velocidade (ME) e da pressao

(Mg) Para ambos os casos, sera necessario calcular o produto das derivadas parciais

em x e y.

A.3.1 Ordem 1: Mg
Com base na eq. 2.65, tem-se:

Mg =2 | VN VNyde,

TET N

Derivando N(x,y), obtém-se os gradientes:
b; b;

VNZ . VN] = : = blbj + CiCj
C; &

Como o integrando é constante, a integragao ¢ simples:

/ VNZ . Vdeez = (bzb] + CiCj)/ deg = Ag(bzb] + Cicj)
€r

€er
A.3.2 Ordem 2: M“f
De forma analoga ao caso acima, a matriz é dada por:

[Mg]ij = [ VM VMde;

e2i,j V&L
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Calculam-se os gradientes:

VMZ..VMJ.: . :q+rx+3y+tx2+uy2+va:y

¢+ 2e;y + fix c; +2ey + fiz

Onde:
q =bb; + cicj
r =2b;d; + 2b;d; + ¢ f; + ¢; f;
s =2cie; + 2cje; + bif; + b, fi
t =4d;d; + fif;
u =4e;ej + fif;
v =2d;f; + 2d; f; + 2e; f; + 2¢; f;
E, aplicando a eq. A.1la, resulta:

VM; - VM; = p1 + pocx + psf3 + pac® + p53° + pcf3

P1 =4
P2 =rx1 + SY1
P3 =TTy + SY2

P4 :tas% + uyf + vr1y1
ps =13 + uys + vy

pe =2tx122 + 2uy1y2 + VT1Y2 + VT2Y
Finalmente, aplicando a eq. A.7:

pPr P2 P3 P4 P5 | P6
VM, - VMde, = 2A (— Po P3P P5 —)
/ez e T A I TR TR

A.4 Matriz gradiente G

(A.20)

(A.22)

Como visto na segao 2.4.2, serd preciso obter a matriz gradiente para funcao

tentativa de ordem 1 e teste ordem 2 (Gg); tentativa ordem 2 e teste ordem 1 (Gg)

e tentativa e teste de ordem 2 (G“f) O célculo das matrizes Gg e Gg é similar, por

isso s6 calcularemos a primeira.
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A.4.1 Ordem 1 e 2: Gg

Os termos da matriz do gradiente na direcao x sao dados por:

[ Z/ JMdeg

€ey31,]
Desenvolvendo o integrando, tem-se:
aNj / / / /2 172 /
= Mi = (b;) - (@} + Ve + €8 + dja® + €,8° + flap)

Logo, pela eq. A.7:

ON; a;, b, o d e fl
[ Mader = 244, iyl
Jox T “(2+6+6+12+12+24>

De forma andloga, calcula-se o gradiente em y: Logo, pela eq. A.7:

ON; a, b, o d, e f
95 Myde, = 24 Sig i
/eea ° ‘CJ(2+6+6+12+12+24>

A.4.2 Ordem 2: Gg

No caso de as fungoes tentativa e teste serem de ordem 2, tem-se:
RIS / O Mde,
[TEIN)

OM;
Ox

Podemos escrever:

M; = (bj + 2d;x + fy) - (a’i +ba+ B+ da® + el + fi’aﬁ)

bj + 2d]$' + f]y =(q; + [F1e’ + Sjﬁ
q; =b;
rj =2d;z1 + fin

sj =2d;xa + [fiy2

De modo que:

OM;
Ox
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(A.26)

(A.27)

(A.28)

——LM; = p1+ pac + psf + pac® + ps 87 + peaf + pra’ + psf + poc B + proc?

(A.32)



Onde:

P1 =450

p2 =q;b; + rja;

pP3 =q;c; + s;a;

P4 =q;d;sja;

P5 =q;€; + S;C;

pe =rjci + sibi + q; f;
pr =r;jd;

P8 =S5;€;

po =rjfi + s;jd;

pro =s;fi +rje;
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