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RESUMO

VICTORINO GOMES, José Vinicius. Desenvolvimento de uma Ferramenta Numérica
para Andlise de Problemas Termoestruturais Bidimensionais via Método dos Elementos
Finitos. 2020. 109 f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Engenharia
Mecanica) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2020.

Este trabalho tem como objetivo elaborar uma ferramenta numérica aplicando o
Método dos Elementos Finitos, implementado em linguagem Python, capaz de resolver
problemas térmicos, estruturais e termoestruturais bidimensionais com o recurso de pro-
gramas livres. Para a discretizacao do dominio, sao utilizados elementos finitos triangula-
res lineares e o método de Galerkin. As equagoes governantes para os problemas térmicos
e estruturais sao provenientes da conservacao de energia, equagoes de transferéncia e a
partir da condicao estatica da conservagao de momento linear, respectivamente. Os re-
sultados dos codigos desenvolvidos, comparados com solucoes analiticas e através de um
software de simulagao numérica comercialmente utilizado, mostraram que tanto o método
quanto o modelo foram satisfatorios ao reproduzir o comportamento de um problema de
engenharia em regime estacionario.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Python. Transferéncia de Calor.

Mecanica dos Sélidos.



ABSTRACT

VICTORINO GOMES, José Vinicius. Development of Numerical Tool for Analysis of
Two-Dimensional Thermo-Structural Problems via Finite Element Method. 2020. 109 f.
Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Engenharia Mecanica) — Faculdade de
Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

This work aims to develop a numerical tool using the Finite Element Method,
implemented in Python language, capable of solving two-dimensional thermal, structural
and thermo-structural problems with the use of free programs. For domain discretiza-
tion, linear triangular finite elements and the Galerkin method are used. The governing
equations for thermal and structural problems come from energy conservation, transfer
equations and from the static condition of the conservation of linear momentum, respec-
tively. The results from the developed codes, compared with analytical solutions and
through commercially used numerical simulation software, showed that both the method
and the model were satisfactory in reproducing the behavior of an engineering problem
in steady state.

Keywords: Finite Element Method. Python. Heat Transfer. Solid Mechanics.
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INTRODUCAO

Dentro da rotina de trabalho, projetistas e engenheiros se deparam com problemas
técnicos, alguns mais complexos do que outros, que devem ser solucionados de maneira
adequada. Para tais problemas, geralmente fazem o uso de féormulas, tabelas e ferramentas
matematicas que foram obtidas com o passar de anos de estudos e experimentos realizados
por matematicos, fisicos e engenheiros.

Em outras situacoes, é necessario utilizar métodos numéricos em problemas mais
complexos, dos quais as solugoes exatas sao, as vezes, impossiveis de serem obtidas, exem-
plos de tais problemas podem ser encontrados no resfriamento de equipamentos eletronicos
ou na analise de tensoes em estruturas de avioes. Atualmente, o método dos elementos
finitos (MEF) é o procedimento numérico mais utilizado para a anélise de tais problemas.
Ele consiste basicamente da subdivisao do dominio do problema em partes mais simples
chamados de elementos finitos, onde cada subdominio é representado por um conjunto de
equagoes que sao elementos do problema original, seguido da recombinacao do conjunto
de equacoes de todos os subdominios em um sistema global de equagoes para o calculo
final.

Alguns softwares conhecidos comercialmente, como ANSYS Workbench e Auto-
desk Inventor, possuem versoes gratuitas e sao 6timas escolhas para fins educacionais
e cientificos. No entanto, nao sao passiveis de extensoes criadas pelos usudrios, por
possuirem seu o codigo-fonte fechado. Tais modificagdes poderiam ser a implementagao
de novas técnicas e novos métodos que estao sendo desenvolvidas a todo momento, a fim
de otimizar o software.

O propédsito deste trabalho é desenvolver uma ferramenta numérica capaz de re-
solver problemas térmicos, estruturais e termoestruturais em um dominio bidimensional
empregando o método dos elementos finitos e utilizando apenas programas livres, ou seja,
programas com licencas gratuitas. A solucao dos problemas térmicos é realizada através
da equacao de calor, sem e com geracao de energia, oriunda das equagoes de transferéncia
de calor e da conservacao de energia. No caso de problemas estruturais, optou-se por uti-
lizar o principio do trabalho virtual, que também ¢é baseado na conservacao de energia. O
MEF ¢ implementado utilizando a linguagem de programacao Python com a aproximagcao
de Galerkin. Para o pré-processamento dos dados, o programa GMSH é empregado para
criacao do modelo, geragao de malha e imposicao das condi¢oes de contorno e o programa
Paraview é utilizado para a visualizacao dos resultados, no pés-processamento.

A organizacao do trabalho é feita da seguinte maneira, no Capitulo 1 é apresentado
uma breve revisao bibliografica sobre o histérico do método dos elementos finitos, da
mecanica dos sélidos e da transferéncia de calor. O Capitulo 2 é responsavel por introduzir

os conceitos base e desenvolvimento das equacgoes governantes tanto da transferéncia de
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calor quanto da mecanica dos sélidos. O MEF é abordado de forma geral, desde a definicao
dos modelos matematicos até a sua aplicagao nos dois ramos da engenharia. No Capitulo 3
sao mostradas a metodologia, utilizada para a criagao da ferramenta numérica, e partes
importantes do algoritmo. Além disso, sao apresentados alguns programas livres que
foram tteis na criacao da ferramenta e o Capitulo 4 expoe os resultados das validacoes
utilizadas para a verificagao dos codigos e apresenta um estudo de caso, analisando-o com

base nas respostas obtidas pelo codigo criado.



13

1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para que este trabalho seja desenvolvido é necessario primeiramente que sejam bem
compreendidos alguns aspectos do Método dos Elementos Finitos (MEF), da Mecanica
dos Solidos e da Transferéncia de Calor. Para tanto, apresenta-se uma breve revisao

bibliografica sobre esses topicos.

1.1 Método dos Elementos Finitos

Existem alguns problemas em diversas areas do conhecimento como a mecanica,
fisica, matemadtica, etc. em que nao é possivel resolvé-los em qualquer ponto do seu
dominio, somente em alguns pontos (problemas discretos). Em outros casos, é possivel
obter sua solugdo em qualquer ponto pertencente ao seu dominio (problemas continuos)
através de fungoes matematicas que descrevem o seu comportamento, porém estes sao
geralmente limitados por situacoes supersimplificadas. Com o intuito de superar esta
dificuldade de problemas continuos mais realistas, varios métodos de discretizacao foram
criados, por engenheiros e matemaéaticos, como por exemplo os métodos das diferencas
finitas, dos volumes finitos e dos elementos finitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU,
2005)

O MEF é um método numérico de aproximagao para solugao, na grande maioria, de
problemas de engenharia. As areas de aplicagao incluem andlise estrutural (deformagoes
e tensoes em automoéveis, avioes, prédios ou pontes), transferéncia de calor, escoamento
de fluidos, transporte de massa, fluxo magnético entre outros (CHANDRUPATLA et al.,
2002) e (LOGAN, 2012). Brevemente falando no método, a regidao que define o meio
continuo do problema é discretizada em formas geométricas simples (linhas, triangulos,
retangulos, cubos) chamadas de ’elementos finitos’, que estao interconectados entre si
em pontos especificos chamados de 'nds’. Nesses elementos sao considerados adequa-
damente as propriedades do material e as relagoes governantes expressos em termos de
incégnitas nas fronteiras do elemento. Em um processo de montagem, onde é considerado
as condicoes de contorno e iniciais do problema, resulta num conjunto de equacoes que,
posteriormente, deve ser solucionado para obter o comportamento aproximado do meio
continuo (CHANDRUPATLA et al., 2002).

Existem diversas maneiras de encontrar a matriz de rigidez (ou matriz de rigi-
dez térmica, para problemas térmicos) do elemento, isto é, a relacao entre as incégnitas
nodais e as correspondentes forcas ou cargas na forma de equagoes matriciais. Segundo
Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005), para problemas estruturais, onde o foco é conhecer os

deslocamentos nodais, o uso do Principio do Trabalho Virtual é extremamente poderosa
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Figura 1 - Convergéncia da solugao de um

elemento finito.

Solugio exata Numero de
\\ elementos

-

Deslocamento

Formulagao do
deslocamento
compativel

Fonte: (LOGAN, 2012, p. 402)

e conveniente. No caso de problemas térmicos, diversos métodos sao aplicaveis como, por
exemplo, o método de Ritz (balango integral de calor), o método de Rayleigh Ritz (varia-
cional) e o método dos Residuos Ponderados (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU,
2004)

Segundo Rugarli (2010) e Bathe (2014), o resultado da solugdo aproximada deve
convergir para a solugao exata se o modelo matemaético for idealizado corretamente, se o
elemento finito for compativel com o dominio e se a malha for bem refinada, isto é, quanto
mais elementos estiver discretizando o meio continuo, menor sera a diferenca entre a malha
e a superficie real (Figura 1).

Além da escolha do tipo de elemento, a funcao de forma, que limita os infinitos
graus de liberdade do real problema, sao fatores que influenciam significativamente na

convergéncia dos resultados e ficam a critério do responsavel pela andlise (ZIENKIEWICZ;

TAYLOR; ZHU, 2005).

1.2 Mecanica dos Sodlidos

A mecanica dos sélidos, ou também chamado de mecanica dos corpos deforméveis,
¢ um ramo da mecanica do continuo do qual estuda o comportamento deformavel dos
solidos. Ela estuda as relagoes entre cargas externas aplicadas a um corpo deformavel e
a intensidade das forcas internas que atuam dentro do corpo, a sua estabilidade, além de
envolver métodos analiticos para a determinacao da distribuicao das deformacgoes carac-
teristicas e das tensdes (POPOV, 2000), (TIMOSHENKO; GERE, 1983).

A evolucgao histérica na mecanica dos materiais é uma fascinante mistura de teoria e
experiéncia e a importancia da uniao entre os desenvolvimentos tedricos e as propriedades

dos materiais obtidas experimentalmente tornaram-se evidente a medida que se avangava
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no estudo. Conceitos como tensao e deformacao foram introduzidos e discutidos por
Cauchy no inicio do século 19 e o desenvolvimento da cinematica, que segundo Avallone,
Baumeister e Sadegh (2006) é o estudo do movimento dos corpos sem relacionar as forgas
ou a massa que causam o movimento deste, juntamente com as equagoes de campo sao
essencialmente devido aos trabalhos de Euler (CHANDRASEKHARAIAH; DEBNATH,
2014).

De acordo com Reddy (1984) e com Chandrasekharaiah e Debnath (2014), as
equacoes governantes do continuo, que sao validas tanto para a mecanica dos soélidos
quanto para a mecanica dos fluidos, sao derivadas usando quatro principios de con-
servacao, sao eles: de massa; de momento linear; de momento angular e; de energia.
Tais principios nao levam em consideracao variagoes geométricas ou comportamentos
mecanicos do sélido e, por isso, sao insuficientes para determinar a resposta do meio
continuo. Com isso deve-se utilizar relagoes de deformagao-deslocamento (cinematicas) e
equagdes constitutivas (relagoes de tensao-deformagao, por exemplo) que vao variar de-
pendendo do material e das relagoes entre as deformagoes e os deslocamentos dentre do
corpo (POPOV, 2000).

Dentro da mecanica dos solidos existe um ramo chamado elasticidade, no qual
se preocupa em determinar tensoes e deslocamentos em um corpo sob a acao de cargas
mecanicas ou térmicas, sendo que o corpo consegue retornar a sua configuracao inicial
depois que as cargas sao removidas (BARBER, 2004). Especialmente, um corpo eldstico
¢é dito de comportamento linear quando a relagao entre esforco e deformacao é linear e
diversos materiais de engenharia possuem este comportamento quando sujeitos a pequenas
deformagoes (MARSDEN; HUGHES, 1994).

A teoria da elasticidade expande o conceito de mecanica dos sélidos, dando a ele
maior formalismo matematico. O formalismo vem de ferramentas matematicas, como
tensores e equacoes diferenciais parciais. As premissas utilizadas sao matemdticas, nao
fisicas. Uma suposicao tipica é de que, apds flexao, a parte plana permanece plana. Na
teoria da elasticidade, essa suposicao nao é considerada diretamente, mas uma solugao é
proposta com base nos principios basicos da mecanica newtoniana (equilibrio), geometria
cuclidiana (cinematica) e lei de Hooke (constituicao) (BARBER, 2004).

1.3 Transferéncia de Calor

Segundo Kreith e Bohn (2003), a transferéncia de calor pode ser definida como
a transmissao de energia de uma regiao de alta temperatura para outra regiao de baixa
temperatura. Isto é, sempre que houver uma diferenca de temperatura dentro de um
sistema ou que dois sistemas com diferentes temperaturas forem colocados em contato,

havera transferéncia de energia.
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Calor é uma forma de energia em que pode ser transferida de um sistema ao
outro devido a diferenca de temperatura. A termodinamica estuda a quantidade de calor
transferido quando um sistema passa de um estado de equilibrio para outro estado de
equilibrio, sem fazer referéncia em quanto tempo esse processo demora. Ja a ciéncia da
Transferéncia de Calor esta interessada na taza de transferéncia de calor, que é de grande
interesse na engenharia (CENGEL; GHAJAR, 20012). A transferéncia de calor pode

ocorrer de trés modos distintos, como descreve Incropera et al. (2008):

e Condugao: A condugao pode ser interpretada como a transferéncia de energia das
particulas mais energéticas para as menos energéticas de uma substancia por causa
das interagoes entre as particulas. Simplificando, quando houver um gradiente de
temperatura em um meio estacionario (pode ser entre sélidos e sélido-fluido), utiliza-
se o termo conducao para se referir a transferéncia de calor através do meio. A
equagao que quantifica este processo de transferéncia de calor é conhecida como lei

de Fourier. Para um caso unidimensional, a equacao da taxa é apresentada como:

” dT
— _k 1
Acond dr ( )

onde T(z) (K ou °C) é distribui¢do de temperatura na direcio z, q,,,,; (1) ¢ a taxa
de transferéncia de calor na direcao = por unidade de drea perpendicular a direcao de
transferéncia, k (mW—K) ¢ uma propriedade de transporte chamada de condutividade
térmica e é caracteristica do material. O sinal de menos é uma consequéncia da
segunda lei da termodinamica em que o calor deve ser transferido na direcao de

decrescimento da temperatura.

¢ Radiacao: A radiagado, ou mais corretamente radiacao térmica, se dé pela emissao
de energia atribuida a mudangas nas configuracoes eletronicas dos atomos ou moléculas
que constituem a matéria, independente do seu estado, que, por sua vez, se encontra
a uma temperatura nao-nula (acima de 0K). A energia da radiacdo ¢ conduzida
por ondas eletromagnéticas (ou fétons) e, diferentemente dos outros tipos de trans-

feréncia, nao requer um meio material para ocorrer a transferéncia.

A energia emitida pela matéria por unidade de area é conhecida como poder emis-
sivo F. O limite superior para o poder emissivo é determinado pela lei de Stefan-

Boltzmann (Equagao 2)

E,=oT! (2)

W
m2.K4

ratura absoluta (em K) da superficie que é chamada de radiador ideal ou corpo

onde ¢ é a constante de Stefan-Boltzmann (o = 5,67x107% ) e Ty é a tempe-

negro.
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Figura 2 - Troca de calor entre o meio e uma

superficie

Gas
T D h

Vizinhanga
a Tviz qlr"ac\ /qrc:orw

Superficie com emissividade T =T,
c=a, dread, e
temperatura 7,

f>Te

Fonte: (INCROPERA et al., 2008, p. 4)

O fluxo térmico emitido por uma superficie real é menor do que em um corpo negro

a mesma temperatura e é descrito por
E =eoT? (3)

onde € é conhecida por emissividade, uma propriedade radiante da superficie com
valores na faixa de 0 < e < 1. Além de emitir energia, a superficie também sofre
incidéncia de radiacao proveniente de uma fonte e este fenémeno é denominada de
irradiagdo G. A superficie pode absorver, refletir e/ou transmitir, total ou parcial-
mente, a irradiacao que incide nela. Através da propriedade radiante da superficie
conhecida como absorvidade «, é possivel calcular a taxa de energia absorvida por

unidade de area, isto é,
Gabs =aG (4)

Considere o esquema da Figura 2 onde ocorre uma troca de radiacao térmica entre
uma pequena superficie a Ty e uma superficie bem maior a ponto de envolver to-
talmente a superficie menor, com temperatura T,,, # Ts. A taxa de transferéncia
de calor liquida por radiacao térmica saindo da menor superficie, sendo esta uma
superficie cinza (o = €), é

" q

Urad = Vi eB,(T,) — aG = ea(TF — To.) (5)

vz

Esta expressao demonstra a diferenca entre a energia térmica emitida e absorvida

devido a radiagao.
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e Convecgao: Esse modo engloba dois mecanismos de transferéncia de energia, de-
vido ao movimento molecular aleatério (difusao) e através do movimento global, ou
macroscopico, do fluido. Alguns trabalhos como o de Kreith e Bohn (2003) nao
classificam a conveccao como um processo de transferéncia de calor, pois este nao
depende somente da diferenca de temperatura. Porém, o termo ’transmissao de

calor por convecgao’ tornou-se aceito de forma mais abrangente.

A transferéncia de calor por conveccao pode ser classificada segundo a natureza do
escoamento do fluido. Quando o escoamento ¢é induzido pela diferenca de densidade
dentro do fluido (forgas de empuxo) causadas por variagoes da temperatura, chama-
se de convecgao livre (ou natural). Agora, quando existe fatores externos for¢ando
a movimentacao do fluido, como bombas e ventiladores, denomina-se a convec¢ao
forcada. Independentemente da natureza do processo, a taxa de transferéncia de
calor por unidade de area é calculada a partir da lei do resfriamento de Newton

(Equacao 6), onde Ts—T,, é diferenca entre as temperaturas da superficie e do fluido,

w
m2K

respectivamente, e a constante h ( ) é chamada de coeficiente de transferéncia

de calor por convecgao.

17

Geonw = P(Ts — Tix) (6)

Ao invés da obtencao do fluxo de calor, alguns problemas na engenharia exigem a
determinacao da distribuicao de temperatura em um ponto qualquer da matéria, a fim de
calcular alguns valores de interesse, como taxa local de transferéncia de calor, expansao
térmica e tensdo térmica em alguns pontos criticos (CENGEL; GHAJAR, 20012). Para
tal tarefa, deve-se aplicar a conservacao de energia em um volume de controle diferencial,
identificar os processos de transferéncia de calor relevantes na questao e substitui-las nas
equacoes de taxas apropriadas. Depois de aplicar as condicoes de contorno especifica da

questao, resultara numa equagao diferencial tal qual a solucao determina a distribuicao
de temperatura no meio (INCROPERA et al., 2008).
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo serao abordadas as definicoes e os fundamentos tedricos para o
desenvolvimento das equagoes governantes no campo da Mecanica dos Sélidos e da Trans-
feréncia de Calor e, em seguida, serao apresentados alguns fundamentos do MEF e sua

aplicagao na resolucao das equagoes governantes.

2.1 Mecanica dos Sélidos

A condicao estatica da conservacao do momento linear resulta em um equilibrio
de forcas atuantes em um determinado ponto ou volume infinitesimal no corpo. Qualquer
volume do corpo pode ser visto com um corpo livre. Qualquer corpo esta sujeito aos
diversos tipos de cargas (ou forcas) e elas podem ser caracterizadas em for¢a de corpo,
distribuida no volume, ou for¢a de superficie, distribuida na superficie deste. Elas também
podem ser definidas em interna ou externa. Forcas que agem dentro de um mesmo corpo
livre definido em um volume aleatério sao chamadas de internas, ja as forcas externas sao
aquelas provenientes de um volume fora do corpo livre (SLAUGHTER, 2012).

Na superficie, a forca é a integral de area da densidade de forca, denominada vetor
tensao, t. Essa densidade é um vetor definido através do limite no qual um elemento de

area tende a zero.

, T
t=Jimaa o

no qual T é o vetor forca de superficie resultante em uma area.
As tensoes surgem como uma resposta do corpo as solicitagbes de carregamento.

Elas sao o meio pelo qual as forgas externas sao transmitidas de ponto a ponto no interior

Figura 3 - Forga superficial T na drea AA.

~
n

%‘

Fonte: (MALVERN, 1969, p. 69)
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do corpo (HIBBELER, 2010). O estado de tensdes em um ponto no interior de um corpo
pode ser descrito por meio de nove componentes de tensoes arranjadas em um tensor o;;,
onde os indices indicam componente na face ¢ na direcao j. A face é definida pelo vetor
normal a ela, portanto a face ¢ apresenta vetor normal nessa direcao.

A forma completa das tensdes em um ponto material é conhecida como o tensor

de tensao de Cauchy e é expressa por

04 Oij Ok Or Tay Taz
o= |05 055 O | = | Tye Oy Ty (8)
Oki Okj Okk Tzw Tzy Oz

Pelo teorema de Cauchy, t = on, o vetor tensao num ponto pode ser determinado
para qualquer plano definido pelo vetor normal n por meio do tensor tensao de Cauchy.

O equilibrio dos momentos em um elemento infinitesimal gera as seguintes relagoes
Tey = Tyxs Tyz = Tzyy Toz = Tz (9)

e, com isso, o nimero de componentes independentes no tensor de tensoes passa de nove

para seis, podendo ser convenientemente representado por um vetor

t
0 = Ox Oy Oz Tpy Tzz Tyz (10)

Num elemento infinitesimal, o somatorio das forgas agindo nas areas deste gera, no
limite, o equilibrio do ponto. Para o caso bidimensional, o sistema de forcas que atuam
sobre um elemento infinitesimal é mostrado na Figura 4. Ela mostra as tensoes atuando
nas diversas faces de um elemento de volume dx.dy.1 ao longo das coordenadas = e y. A

soma de todas as forcas na direcao x, por exemplo, é dado por

(O-x N 8@% o — o—x> (dyx1)+ (Txy n 8(9% dy — Txy> (dox 1)+ X(dzxdyx1) = 0 (11)
T Y

Simplificando esta equacao e relembrando que 7,, = 7., obtém-se uma equacao
basica do equilibrio na direcao x. Junto com a sua andloga para a direcao y, a equacao

do equilibrio tem a forma

0o, OTyy

X =
ox oy +
O0Tyy  Ooy
YLy = 12
e + 3y + 0 (12)

no qual X e Y sao as componentes do vetor forga de corpo por unidade de volume, b, que
agem distribuidas na massa do corpo. Em muitas aplicagoes praticas, o peso do corpo é

a unica forca de massa. Seguindo a direcao do eixo y e chamando de p a densidade do
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Figura 4 - Elemento sob tensoes e forgas de

Corpo.

Tyx

Fonte: (POPOV, 2000, p. 11)

sélido, pode-se expressar o vetor b = [0 — pg|’. As duas equagoes podem ser expressas,

de forma resumida, pela expressao
V.o+b=0 (13)

As equacoes 12 sao aplicaveis para corpos elasticos, plasticos e viscoeldsticos, ja
que nao sao utilizadas propriedades mecanicas de materiais. Além disso, elas nao sao
o suficiente para determinar os esforcos desconhecidos. Para este caso bidimensional,
existem duas equacgoes para obter os valores de o,,0, e 7,,. Com isso, seria necessario
complementar as equacoes do equilibrio com as relacoes cinemaéticas e com as propriedades
mecanicas do material para a solugao do problema (POPOV, 2000).

As relagoes cinemaéticas, ou relagoes de compatibilidade, constroem a ligacao entre
as deformagoes especificas do corpo e os deslocamentos do ponto material. Para utilizar
essas relagoes, a fim de resolver o problema mecanico, é necessario uma conexao entre
essas variaveis e as variaveis da equacao do equilibrio e isso é feito a partir da constituicao
do material.

A Figura 5 mostra para um elemento bidimensional infinitesimal as componentes
de deslocamento u = [u v]* para os seus vértices. O efeito do campo de deslocamentos nas
deformagoes é admitido ser, aproximadamente, linear. Esta hipotese é vélida considerando
que os deslocamentos e as deformagoes serdo pequenas em relagao a unidade (MALVERN,
1969).

Existem varias medidas de deformacao como o tensor deformagao de Cauchy-Green
e o tensor de deformacao linear, por exemplo. Elas se baseiam nos vetores de desloca-
mento quando os corpos se deformam. Para o presente trabalho, serd utilizado tensor

de deformagao linear descrito para formulacao matematica do problema da elasticidade.
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Figura 5 - Deformacao de um elemento infinitesimal

Ay
'Y

B

X

AX - u(x, y) + u(x+Ax, y)

Fonte: O autor, 2019

Segundo Malvern (1969), a extensao unitaria, ou deformagao linear, é definida como a
razao entre a mudanga no comprimento pelo comprimento inicial. Utilizando a Figura 5,
a deformagao na direcao x é

u(z + Az, y) —u(z,y) Ou

& = lim Ax = % (14)

e as deformagoes na outras diregoes sao andlogas a equagao acima.

Essas deformacoes ocorrem quando um corpo sofre esforcos de tracaoou de com-
pressao, seja por cargas externas ou variagoes na temperatura. Quando o corpo é dis-
torcido, a deformacao cisalhante pode ser entendida como v, = 7, + 7, que, segundo
a Figura 5 , é a diferenga entre os angulos antes e depois de deformado das faces do

elemento. Matematicamente, a deformacao cisalhante sera

u(z + Az, y) — u(x,y) N v(z,y+ Ay) —v(x,y)  Ou N ov

= 1
Az, Ay—0 Ay Ax Jdy Ox (15)

Essa notacao, utilizando a letra grega gama, é conhecida como deformacao cisa-
lhante de engenharia e ela se relaciona com a deformagao cisalhante com ¢;; = 1/2y;;. O
fator 1/2 surge da definigdo de tensor deformagao infinitesimal que, por sua vez, surge

quando os termos de alta ordem sao desprezados do tensor de deformacao de Green-St.
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Venant. Dito isso, o tensor deformacao linear pode ser definido por

A .
%Vy:c €y %Vyz 9 [Vu + (Vu>t] (16)

1 1
3Vzx 3702y €2

o™
|

O tensor deformagao possui seis componentes independentes e o vetor deslocamento
apenas trés componentes. Devido a isso, existem apenas trés equacoes independentes que
conectam as deformagbes com os deslocamentos (relagoes de compatibilidade) para o caso
tridimensional. Reddy (1984) mostra como obter esta relacao para o caso bidimensional,
que ¢é da forma
0%€1n n 82826yy a%zy

=9 1
0y? ox? 0xdy (17)

Até aqui, foram obtidas as equagoes do equilibrio de um corpo deformavel e as
relacoes de deformacao-deslocamento do mesmo. Sé que ainda nao foram relacionadas
as tensoes internas com as deformacoes sofridas, esta ligacao é realizada através das
equacoes constitutivas que caracterizam o comportamento de um material devido as cargas
aplicadas.

Para o trabalho em questao, sera considerado que o material utilizado na analise
serd homogéneo (mesmas propriedades em qualquer ponto do corpo), isotrépico (mesmas
propriedades em qualquer dire¢do) e perfeitamente eldstico, isto é, que eles retomam a
sua forma inicial quando as forcas deixam de atuar.

Em um corpo idealmente elastico, assume-se de que obedece a lei de Hooke, no
qual expressa uma relacao linear entre tensao e deformacao. Quando este estd sob a agao
do tensor tensao de Cauchy (equagao 8), pode-se relacionar com o tensor de deformagao

linear através da relagao conhecido como lei de Hooke generalizada

E Ev Ev

T T 1 a.m 0 00 €
%y o o o 0 00 €
G=Ce—| % | = (122) (122) (1—Eu2) 0 00 € (18)
Tay 0 0 0 G 0 0 Yoy
Tax 0 0 0 0 G 0 Yoz
| |0 0 0 0 0 G| [ 7]

onde C é o tensor de rigidez de segunda ordem possuindo apenas, para materiais isotrépicos,
dois coeficientes eldsticos independentes. Da equagao acima, o médulo de elasticidade (E e
() ¢é a razao entre o incremento da tensao unitédria e o incremento da deformacao unitéria
dentro do limite eldstico e o coeficiente de Poisson (v) é a razao entre as deformagoes

longitudinais e transversais do material.
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As equagoes do equilibrio (Equagao 12), a condigdo de compatibilidade das de-
formagoes (Equagao 16) e as relagoes entre tensoes e deformagoes (Equagao 18), jun-
tamente com as condi¢oes de contorno do problema, fornecem um sistema de equacoes
suficientes para a determinacao do campo de tensoes para um problema bidimensional.

As condigoes de contorno sao restricoes impostas as varidveis do problema no
contorno do dominio de interesse. Em problemas mecanicos, as condi¢oes de contorno
podem ser de deslocamentos especificados (condigao de Dirichlet) e de tensoes aplicadas

(condigdo de Neumann) em alguma regiao do contorno, como apresentado a seguir:

w(zi,yi) =uw; ,  x;,y; €Iy (condi¢ao de Dirichlet)

sigmagin; =t; , x;,y; €'y (condicdo de Neumann)

no qual n; é o vetor unitdrio normal a superficie do corpo, I';, e I'; representam a parte no

contorno do dominio onde, respectivamente, os deslocamentos e as tensoes sao impostas.

2.2 Transferéncia de Calor

Como foi dito anteriormente na Secao 1.3, a termodinamica nao consegue sozinha
prever a taxa na qual a transferéncia de calor ira ocorrer em termos do grau de dese-
quilibrio térmico. Para isso, utiliza-se as equagoes de transferéncia (Equagoes 1, 2, 5)
juntamente com a primeira lei da termodinamica para analisar um sistema. A primeira
lei da termodinamica, também conhecida como o principio de conservagao de energia, diz
que durante um processo a energia nao pode ser criada e nem destruida, porém pode ser
transformada de uma forma para outra.

Resumidamente, este principio demonstra que a energia total de um sistema é
conservada e a energia deste sé ird variar se houver saida ou entrada de energia. As
unicas maneiras da energia atravessar os limites de um sistema fechado (sistema onde
a massa ¢ constante) é pela transferéncia de calor e pelo trabalho realizado no ou pelo

sistema. Matematicamente, a 1¢ lei pode ser representada como:
AEY —Q—W (19)

onde AE™ é a variacao da energia total acumulada (energia térmica mais a energia
mecanica) no sistema, @) é a quantidade liquida de calor transferido para o sistema e W
¢ a quantidade liquida de trabalho efetuado pelo sistema.

O termo quantidade liquida refere-se a variacao de uma propriedade entre os seus
estados inicial e final no sistema. A conservacao de energia também pode ser utilizada em
um volume de controle VC (ou sistema aberto), que é uma regiao onde ocorre a passagem

de massa, consequentemente ocorre uma passagem de energia, demonstrando assim uma
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Figura 6 - Conservagao de energia em um VC

——————————— -
/, =~
N
R / PR \
——-
Eeﬂt \ Eg’Eacu \‘
\ ————'_____+ +
\\ ! Esai
S————- = /
\\ - ’,

Fonte: (INCROPERA et al., 2008, p. 13)

outra forma da energia total do sistema variar.

Foi explicado no ultimo paragrafo da Secao 1.3 que a determinacao da distribuicao
de temperatura é um dos principais focos em problemas de engenharia e que é através da
manipulacao da conservacao de energia que se chega numa equagao onde é possivel deter-
minar as temperaturas em um dominio, chamada de equacao da temperatura. Imagine
um pequeno elemento de volume estacionario, fixo no espaco, por onde escoa um fluido

(liquido ou gasoso). A taxa da variagdo de energia total (E,.,) dentro de um VC deve ser
igual a taxa das energias que entram no VC (Eem) menos a taxa das energias que saem
do VC (Ey), mais a taxa da energia gerada dentro do VC (E,) , como mostra a Figura
6.

Calor devido a conducao e convecgao podem estar entrando e saindo do elemento,
trabalho pode ser realizado no fluido devido as forcas viscosas e de pressao, além das
forcas externas como a da gravidade. Energia cinética devido ao movimento do fluido e
energia interna, que constitui do somatorio da energia cinética das moléculas mediante a
translagao, vibracao e rotacao destas (componente sensivel) mais as energias de interagao
entre todas as moléculas (componentes latente, quimico e nuclear), também podem ser
levadas em consideracao. A equacao seguinte é a equacao do balanco da energia total, em
termos de taxa, considerando as variaveis descritas anteriormente:

2 2 )

% (u+ %) =—V.pv(u+ %) ~V.q +p(v.g) - V.Pv+V.(r.v) +Q (20)

onde u é a energia interna por unidade de massa (ou especifica), p é a densidade do
fluido, v é o vetor de velocidade, q ¢ o vetor do fluxo de calor, g é vetor da aceleracio
gravitacional, P e 7 é a pressao e a tensao cisalhante atuante no fluido, respectivamente,
e  ¢é a taxa de geracao de calor. O lado esquerdo desta equagao representa a taxa de
armazenamento de energia cinética e interna no VC, o termo referente a energia potencial
do fluido esta no lado direito em termos de trabalho.

Além da conservacao de energia, outra equacao muito importante é utilizada para

se chegar na equacao da temperatura. A equacao da energia cinética provém do produto
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entre a equagao de conservagao da quantidade de movimento (Equagao 21) escalarmente

pela velocidade,

Dv

Por = —VP +V.7+pg (21)

onde o termo D/Dt é um operador chamado derivada material que, quando aplicado a
um campo escalar ou vetorial em movimento com velocidade v, fornece a taxa de variagao

deste campo como fungao do tempo e do espago. No caso da Equacao 21, temos que:

D 0
F‘tf = 8_‘15, +v.Vv, sendo v=v, +v, + v, (22)

Depois da devida multiplicagao e de uma série de manipulagoes matematicas,

chega-se a equacao da energia cinética na forma:

D (v YvP+I(vor)+ (23)
— =) =—-. —.(V. V.

Dt \ 2 p p g 8

Da diferenca entre as equacoes da energia total e cinética, obtém-se a equacao da
energia interna. Porém antes, deve-se fazer algumas modificacoes na Equagao 20 para
facilitar a visualizagao do resultado. Colocando o primeiro termo do lado direito para o

lado esquerdo e desmembrando os termos V.Pv e V.(7.v), temos a seguinte expressao:

p%(u + V;) = -V.q +p(v.g)—[P(VVv)+v(VP)+[r: Vv+v.V1]+Q (24)

A Equagao 24 subtraida da Equagao 23 gera a equagao da energia interna (Equagao 25)

p— =-V.q —P(VV)+Vv:7+Q (25)

Supondo que pode-se considerar que as férmulas da termodinamica podem ser
aplicadas em sistemas nao equilibrados, obtém-se uma relacao da energia interna com a

temperatura e o volume especifico como é mostrado abaixo:

ou ou opP
du = (%L dv + (8_T) dT = [—P +T (a_TH dv + ¢,dT, (26)

onde v é o volume especifico e ¢, é o calor especifico a volume constante. Com isso,

pode-se reescrever a derivada material da energia interna na forma:

Du oP Dv DT

O termo Dv/Dt da equagao acima pode ser reescrito na forma ¥, V.v, com a
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utilizagdo da equagao da continuidade (Equagao 28).

Dp

0~ (V) (28)

Substituindo a Equacao 27 na Equacao 25 e rearranjando os termos, finalmente

obtém-se a equagao da temperatura (Equagao 29)

pr  1_ . T (0P 1 Q
\% <8T>U (V.v) + pCvT Vv + (29)

Dt PCy .q PCy pPCy

Perceba que ainda é necessario obter as expressoes para os fluxos, que vao depender
do tipo de fluido que é levado em consideracao. Em fluidos newtonianos incompressiveis
com viscosidade e condutividade térmica constante, levando em consideracao a lei de
Fourier, a equacao da temperatura pode ser escrita como a Equacao 30, onde u é a
viscosidade dinamica, ¢ é a funcao dissipacao e ¢ é o calor especifico do fluido. No caso
dos liquidos e solidos, ¢, = ¢, = c.

DT

1 P
— = —V . kVT
Dt pc, * pPCy

(30)

Se o escoamento for incompressivel e o aquecimento viscoso for desprezivel, o iltimo
termo do lado direito da Equacao 30 sera nulo. Para o caso nos sélidos, onde v =0 e a
densidade geralmente é considerada constante, a Equacao 29 se reduz a
oT 1

Q
= —V.kVT
ot pey * PCy

(31)

A Equacao 31 é a equacao geral da conducao de calor, um ponto de partida para
a maioria dos problemas de transferéncia de calor em sélidos e, dependendo do caso, ela
pode ser simplificada. Se o material for homogéneo, a condutividade térmica serd igual
em todas as diregoes, com isso temos que:
or _ aV2T + @ (32)
ot PCy
onde a é uma propriedade do material chamada difusividade térmica, em que mede a
capacidade do material de conduzir energia térmica com relacao a sua capacidade de
armazenar energia. Em condigbes de regime estacionério (independentes do tempo t),
nao ocorre uma variacao na quantidade de energia armazenada no material, com isso a

Equacao 31 se reduz a

V.-kVT = -0
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ou

0 oT 0 aT 0 oT 0 T :

— | kpe— — | kyo— — | kpy— — | kyy— | = — 33

330( 5!E)+3y(y3w>+5‘$( yé‘y)+3y(yy0y> “ (33)
Se, além do regime estacionario, o material for homogéneo e isotrépico, sabe-se

que kyy = ky, = 0 ek = kyy = k, a Equacao 33 se torna a equacao de Poisson para

conducao de calor (Equagao 34).

o*T  0*T .
(G ) =0 e

e em casos onde nao ocorre geragao de energia interna, () = 0, a Equacao 34 fica

o*T  9*T

) + 8_3/2 =0 ou simplesmente V*T =0 (35)

na qual é conhecida como a equacao de Laplace para conducao de calor.

2.3 Método dos Elementos Finitos

Quando se deseja resolver algum problema de fisica ou de engenharia, se idealiza o
real problema em um modelo fisico para, posteriormente, formular um modelo matematico
de forma que possa ser resolvido. Segundo Felippa (2003a), este modelo pode assumir
trés diferentes configuragoes: forma forte, forma fraca e forma variacional. Mesmo sendo
distintas entre si, elas sao equivalentes, isto é, a solucao para uma delas representa a
solugao para outra. Outros autores, como (STASA, 1985), consideram as formas fraca e

variacional como se fossem uma tnica forma, sendo obtidas através de métodos integrais.

2.3.1 Forma Forte

A forma forte (forma classica ou diferencial) se d& pela representagao do problema
através do sistema de equagoes diferenciais, parciais ou ordinérias, no tempo e/ou no
espaco, além da especificagao das condigoes de contorno do problema.

Um exemplo disso é mostrado abaixo, onde sao especificados valores da variavel u
no contorno do problema (problema de valor de contorno),

4 (qd) = —f 2€Q=]0,1]

u(1) = uy, condigao de contorno essencial (36)

du

T |x:0 = —(@,, condicao de contorno natural
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onde u; e @, sdo constantes dadas, a e f sdo fungoes conhecidas de x suave (diferencidvel)
no dominio [0,1]. A fungao u é a varidvel dependente deste problema, onde ela poderia
representar a temperatura (u = T') ou o deslocamento longitudinal (u = d) ao longo de

uma barra.

2.3.2 Forma Fraca

A forma fraca se baseia na representacao de um problema por meio de uma equacao
de integral ponderada (do inglés, weighted integral equation). Nesta expressao estao pre-
sentes a equacao diferencial e uma funcao peso, w, que é uma funcao arbitraria, con-
tudo deve obedecer alguns requisitos, como ser pelo menos diferenciavel tantas vezes for a
variavel dependente e satisfazer as condicoes de contorno essenciais do problema na forma
homogeénea, isto é, w(1) = 0.

Segundo Reddy (1993), existem trés passos para desenvolver a forma fraca de
qualquer equacao diferencial. Utilizando a mesma equacao mostrada na forma forte,

pode-se descrever os passos da seguinte forma:

Passo 1 - Deve-se mover todos os termos da equacao para um lado, multiplica-la pela

fungao peso w, e integrar ao longo do dominio do problema 2 = [0, 1].

/Olw[% (aj—Z) +f] dz — 0 (37)

Esta expressao é a integral ponderada equivalente a equacgao diferencial original
(Equacao 36).

Passo 2 - Distribuir a diferenciacao entre a funcao aproximada e a funcao peso. No caso
presente, a funcao u precisa ser diferenciavel duas vezes, no minimo, e quando houver
esta distribuicao a funcao de aproximacao s6 precisara ser diferenciavel uma vez.
Com isso, a expressao da integral ponderada se tornard a forma fraca da equagao

diferencial.

Para tal processo, integra-se por partes o primeiro termo da Equacao 37 para obter

0 seguinte:

Y /dw du dul’
_ de — lw.a—| =0 38
/0 (dx ‘Az wf) v [w adx] (38)

Além do ”enfraquecimento”’na condicao de continuidade em u, a formulacao fraca
leva consigo as condicoes de contorno naturais do problema e, portanto, u neces-

sita satisfazer apenas as condi¢oes de contorno essenciais. Essas caracteristicas da
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forma fraca desempenham um importante papel no desenvolvimento dos modelos

de elemento finito de um problema.

Um importante ponto a ser destacado neste passo é a necessidade de identificar
as condigoes de contorno (natural e essencial) associada com a equagao diferencial.
Depois de realizado a distribuicao de diferenciacao, explore todos os termos de con-
torno (onde é definido o valor da varidvel independente) na expressao da forma fraca,
que envolvem tanto a varidavel dependente (u) quanto a fun¢ao peso (w). Os coefi-
cientes da funcao peso e das suas derivadas sao denominadas varidveis secundarias
que, no exemplo utilizado, torna a forma a% a variavel secundéria e a especificagao
da varidavel secundaria no contorno do problema constitui a condi¢ao de contorno

natural.

As variaveis secundarias sempre possuem um significado fisico e, geralmente, também
sao quantidades de interesse do problema. Em problemas de deformacao axial de
uma barra, a variavel secundaria ¢ a forca axial F', ja em problemas de transferéncia
de calor ela é representada pelo calor, (). J4 a variavel priméaria, expressa da mesma
forma que a funcao peso aparecendo no termo de contorno, é a variavel dependente
do problema, no caso u, e a sua especificacao no contorno representa a condicao de

contorno essencial.

A partir do que foi explanado até aqui e considerando um problema de transferéncia

de calor, a expressao da Equacao 38 pode ser escrita da seguinte maneira:

V/7dw du dul’
etk B dr — —_— = 0
[ (o —ur) e [ogg],
V/dw du du du
—a— — dr — — n, — — Ny =0
/O(dxadx wf) ! <wadxn)xzo (wadxn>x21

/01 (i—fai—i —wf ) dz — (WQ)a=o — (WQ)z=1 = 0 (39)

Passo 3 - Neste ultimo passo, é necessario impor as condigoes de contorno reais do pro-
blema. Como consequéncia, a funcao peso w deve desaparecer nos pontos onde as
condigbes de contorno essenciais sdo especificadas, isto é, w(a) = 0 se u(a) = u,,
para qualquer valor de u,. No exemplo em questao, a condi¢ao de contorno essencial

é u(l) = g, entdo w(1l) = 0. Levando isto em consideragao e que

Q) = (af ) - (~a) - (40)
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a Fq.b se reduz a

/01 (i—:aj—z - wf) der —w(0)Q, =0 (41)

que ¢é a forma fraca equivalente a equacao diferencial original e a condi¢ao de con-

torno natural (Equagao 36).

Em alguns problemas mais complexos, dos quais nao sao passiveis de solucao por
técnicas de integragao, sao necessarios procedimentos aproximados de solucao. O método
dos residuos ponderados é uma maneira de escrever a equacao diferencial do problema
numa equacao de integral ponderada e resolvé-la no dominio da integral.

Neste método, a solucao exata do problema é substituida pela sua aproximacao

que é expressa como

ur =Y ¢ .Nj+ Ny (42)

J=1

onde Ny e N; é a fungao de forma (ou de aproximacao) determinada em termos de variaveis
independentes e os coeficientes ¢; sao os parametros desconhecidos. Quando colocado na
equacao diferencial, esta deixa de ser igual a zero e gera um valor residual. Usando a

Equagao 36 como exemplo, temos:

%(a%)+f # 0
— R (43)

O método busca valores dos coeficientes c; para que a integral ponderada do residuo

seja zero no dominio do problema,
/ij dr =0, paraj=1,2,...,n (44)
Q

onde w; sao as fungoes de peso que, geralmente, sao diferentes das funcoes de aproximagao
u. Certas escolhas para a funcao peso dao diferentes nomes para o método. Por exemplo,
no Método da Colocagao a funcao peso é arbitrada como sendo a funcao 6(z—27), onde
d(z) é a funcdo delta de Dirac. Neste método, o residuo R é igual a zero em diferentes
pontos 2/ do dominio da solucao para obter n equacoes simultaneas para os parametros

c¢;. Com esta escolha, a integral fica na forma:

/ 5(z — ) R do (45)

No Método do Subdominio, a fungao peso leva um valor unitario, além disso o

dominio do problema ¢é dividido em n subdominios e a integral do residuo R sobre cada
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subdominio é igualada a zero, isto é,

/ R dx =0, sendo 2 = Z Q; (46)
Q

i j=1

Como foi dito anteriormente, a escolha da fungao peso w; geralmente ¢ diferente
da escolha da funcao de aproximacao. Contudo, no Método de Galerkin ambas as
fungoes sao semelhantes, isto é, se @ for uma funcao polinomial, w; também sera.

Outro método bem conhecido é 0 Método dos Minimos Quadrados, onde os

coeficientes sao determinados pela minimizacao da integral do quadrado do residuo,

0
— / R* dxr =0 (47)
de; Jo

que também pode ser escrito como

Q 8cj
onde percebe-se que w; = 3—5.

Todos estes métodos geram um sistema de n equagoes algébricas que deve ser
resolvido ou por um método analitico, como a eliminacao de Gauss, ou de maneira com-
putacional, dependendo da quantidade de coeficientes a serem calculados.

Um ponto bem importante de ser falado é a escolha da funcao de forma. A ex-
pressao base do método dos residuos ponderados é da forma da Equagao 44, entao a
fungao de forma NV;, e consequentemente %, deve possuir derivadas nao nulas de mesma
ordem que a equacao diferencial do problema. Além disso, em nenhum momento é levado
em consideragao as condigoes de contorno do problema, entao u também deve satisfazer
todas as condigoes do problema, isto é, Ny deve atender todas as condicoes de contorno e

N; deve atender a forma homogénea de todas as condicoes de contorno do problema.

2.3.3 Forma Variacional

A representagao do problema através da forma variacional se d4 por um funcional
no qual a sua minimizacdo restabelece a forma forte (diferencial). O termo variacional
se origina do ramo da matemética denominado cdlculo variacional (ver apéndice B) que
lida com a determinagao de valores extremos ou estacionarios de funcionais na forma de

integrais (RAO, 2004). A base do problema variacional é encontrar uma fungao ¢(x) tal
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que faca o valor do funcional I estacionario.

1:/ P26, b, Gues ) (49)

1

Na Equacao 49, F' e I sao funcionais, ¢, = % € Qpp = %. Em problemas de
equilibrio estatico, a energia potencial II desempenha o papel do funcional onde a variavel
dependente é o vetor deslocamento (u = [u v wl]’), e suas componentes sdo fungoes das
coordenadas x, y e z. Sendo ¢ definido no contorno do problema, isto é, ¢(z1) = ¢1 e
@(x9) = ¢o sao as condigoes de contorno do problema.

Alguns principios de energia, como o Principio do Trabalho Virtual e o Principio
da Energia Potencial Minima, sao utilizados juntamente com o calculo variacional com o
intuito de gerar a equacoes de equilibrio de corpos deformaveis, tendo assim uma segunda
maneira de enfraquecer as equagoes governantes do problema. Por esta razao que, as
vezes, ocorre essa confusao entre os termos forma fraca e forma variacional, como muitos
autores o fazem.

Uma importante decisao a ser tomada a fim de melhorar a precisao da solucao
aproximada, além da escolha na quantidade de coeficientes n, é a escolha do tipo da funcao
de forma. Geralmente, elas sao fungoes polinomiais ou trigonométricas, porém nao existe
um procedimento padrao para a sua construgao, além da necessidade de continuidade, da
independéncia linear e das condigoes de contorno. O processo de selecao se torna ainda
mais dificil, ou até impossivel, quando o dominio é geometricamente complexo e/ou as
condigbes de contorno sdao complicadas (REDDY, 1993).

Com o objetivo de superar estes obstaculos é que o MEF foi criado. Nele, o
dominio é dividido em subdominios que possuem formas geométricas simples pela qual a
construcao das funcoes de aproximacao se tornem mais simples. A partir daqui, o Método
dos Elementos Finitos serd finalmente introduzido, descrevendo o procedimento geral para
a geragao do conjunto de equagoes, citando suas principais caracteristicas, entre outros

pontos de interesse.

2.3.4 MEF propriamente dito

O Método dos Elementos Finitos é uma técnica na qual o dominio do problema é
representado como um conjunto de pequenos dominios, chamados de elementos finitos, tal
que seja possivel construir sistematicamente as fungoes de aproximacao necessarias, ou na
solugao de aproximacao variacional ou solucao de aproximagao de residuais ponderados,
sobre cada elemento.

Este método ¢é aplicavel em dominios com geometrias irregulares e em problemas

com materiais nao homogéneos e anisotrépicos. Além disso, o espacamento das variaveis
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na malha é facilmente manipulavel, possibilitando o aumento da quantidade de nds em
regioes onde o gradiente da varidvel priméria ¢ maior. Com isso, o MEF se difere dos
outros métodos de solucao aproximada, como o método das diferencas finitas.

Segundo Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005), a resolu¢do de problemas através do

MEF segue um passo a passo padrao, como ¢ descrito abaixo:

Passo 1 - Defina o problema em termos de equacao diferencial, depois construa a forma

integral do problema (forma fraca, variacional ou trabalho virtual);

Passo 2 - Defina a malha do problema (discretizacao). Isto envolve a descrigao das
posicoes dos nés e dos elementos no dominio, tal como a especificacao das condicoes

de contorno e dos parametros a serem usados na formulacao;

Passo 3 - Selecione o tipo e a ordem do elemento finito a ser usado na andlise (esta
escolha depende de uma série de fatores, como a dimensao do dominio, niimero e

posigao dos pontos nodais, e este passo influencia diretamente o passo posterior);

Passo 4 - Calcule e monte as matrizes dos elementos. Aqui o procedimento, para obter
as relagoes algébricas entre os coeficientes desconhecidos, é exatamente o mesmo
que aqueles apresentados no método dos residuos ponderados, so que aplicados em

cada elemento;

Passo 5 - Resolva o conjunto resultante de equacgoes algébricas lineares para os coefici-

entes;

Passo 6 - Por tultimo, produza os resultados para as varidaveis nodais e dos elementos,

ou de forma grafica ou por uso de tabelas;

Com este passo a passo, pode-se dizer também que a possibilidade de dividir o
dominio, com o objetivo de derivar sistematicamente as funcoes de aproximacao, e a
montagem dos elementos, que se baseia na continuidade da solugao e no balanco do
fluxo interno, sao as caracteristicas que fazem o MEF uma excelente ferramenta para ser

implementada computacionalmente.

2.3.4.1 Discretizacao

Como ja foi dito anteriormente, os subdominios criados a fim de representar o
dominio €2 do problema sao chamados de elementos finitos. O conjunto destes elementos
é denominado de malha ou discretizacdo e sera representado por 2. Cada elemento finito
possui uma determinada quantidade de pontos no seu contorno, e as vezes no seu interior

dependendo do grau do polinomio de aproximacao, que sao chamados de pontos nodais ou
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Figura 7 - Malha genérica definindo elemento,

no e contorno

Contorno
Elemento

No

Fonte: (LEWIS; NITHIARASU;
SEETHARAMU, 2004, p. 40)

simplesmente de nos. Além disso, qualquer elemento deve estar conectado com os outros
através dos nds e dos contornos em comum (Figura 7). Os nds possuem um importante
papel na construcao das fungoes de aproximacao sobre um elemento, como sera visto mais
a frente.

Nos problemas de valores de contorno, que foram utilizados como exemplos até
agora, o formato dos elementos da malha vai depender do ntimero de variaveis indepen-
dentes no problema. Resumidamente, para problemas unidimensionais o dominio é um
segmento de linha, reta ou nao, consequentemente os seus elementos serao linhas interco-
nectadas entre si com dois nés nas extremidades ( 8a). J& em problemas 2D, o dominio
é um plano, e por isso, existem mais opcoes de escolha da forma do elemento, podem
ser: triangular ou quadrangular com contornos retos; triangular ou quadrangular com
contornos curvos e outros ( 8b). Da mesma maneira para problemas com dominio tridi-
mensional, onde sao utilizados corpos geométricos como o tetraedro e o hexaedro, com as
faces e arestas distorcidas ou nao ( 8c).

Nos casos onde se pode escolher o tipo de elemento finito a ser utilizado na anaélise,
deve-se levar em consideracao na composicao fisica do corpo sob as condigoes de contorno
e no quao préximo do comportamento real se deseja obter no resultado final. Além disso,
o tamanho do elemento também influenciara na precisao do resultado aproximado. Em
outras palavras, quanto menores forem os elementos, mais destes existirao na malha,

fazendo com que o erro de aproximacao diminua. Por outro lado, quanto mais elementos
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Figura 8 - Elementos finitos 1D, 2D e 3D

(a) Elementos de linha com dois e trés nds

A 2 FT00

) Elementos bidimensionais tipicos

MMNﬁﬁﬁT

(c) Elementos tridimensionais tipicos

Fonte: (LOGAN, 2012, p. 10)

tiverem, mais equagoes serao utilizadas e, naturalmente, mais esforco computacional sera
exigido.

Com o intuito de facilitar o desenvolvimento das fungoes de aproximagao que sera
apresentado mais a frente, serd definido que Q7 = U"Q° é o dominio fechado da malha
inteira, onde Q¢ = Q°UT® é o dominio do elemento e, I'® é o contorno fechado do elemento

e e n é o nimero total de elementos na discretizacao Q7.

2.3.4.2 Funcoes de aproximagao local

Para cada elemento finito no dominio Q7 deve-se definir o comportamento das
varidveis dependentes e isto é alcangado através das fungoes de aproximacao local (fungoes
bases ou até de fungoes de interpolagao) e das variaveis dependentes e, possivelmente, dos
valores das suas derivadas nos nés dos elementos, geralmente denominados de graus de
liberdade. A solucao de aproximacao do problema é construida pela combinacao linear
das funcgoes de aproximacao local, que sao conhecidas, e dos graus de liberdade nodais,
desconhecidos. Portanto, para cada variavel dependente existe uma aproximacao local
sobre cada elemento da discretizagao com a sua prépria fungao base e seu préprio grau
de liberdade nodal.

As fungoes de aproximacgao podem ser funcoes polinomiais ou trigonométricas. As
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do tipo polinomial sao as mais usadas na andlise de elemento finito, pois estas sao mais
faceis de formular e calcular as equacoes nos elementos e também porque é possivel me-
lhorar a precisao dos resultados através do aumento da ordem do polinémio. A seguir sao

mostradas as funcoes de aproximagao para os elementos finitos mais comuns. Problemas

unidimensionais: Nos casos onde pode-se representar o dominio do problema real como
a uniao de segmentos de linhas, onde existe apenas uma variavel dependente (temperatura
ou forga axial, por exemplo) e pode-se considerar que seu valor varie linearmente dentro
do elemento, utiliza-se uma funcdo linear para representé-lo no dominio do elemento Q€.

Sendo ¢°¢ a variavel do problema no elemento e, tem-se que:
¢°(x) = aq + (50)

onde a; e ay sao constantes a serem determinadas. Uma melhor aproximacao para ¢°

pode ser encontrada utilizando uma fungao quadratica, isto é:
¢°(2) = ay + avx + aza’ (51)

Na Equagcao 50 sao necessarios dois pontos (nds) para encontrar os valores dos coeficientes,
entao sao utilizados os valores da variavel dependente nos nés do elemento. Supondo que

os valores de ¢ nos nds i e j sao ¢f e ¢f, respectivamente, e substituindo-os na Equagao 50

tem-se:
QZS,? = + AoT; (52)
P; = 1+ (53)

Da equagao acima, encontra os seguintes resultados para os coeficientes

i — P
Ij — T;
Gy — ¢ =9 (55)
Tj — Xy
e substituindo os valores de a; e as na Equacao 50, obtém-se a funcao de aproximacao

para um elemento linear unidimensional da forma:

oy =B (G, (mma) gy (amm) -

Ij—l’i xj—xz- I‘j—l'i a:j—:z:,;

ou

¢ = Nig§ + N;¢§ = [N; NyJ[¢5 5] (57)
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onde N; e N, sao as funcoes de forma local (também chamadas de fungoes bases ou até
fungoes de interpolacao), para este caso. O simbolo de [ ]* significa a transposta da matriz

[]. A Equagao 57 pode ser reescrita de forma mais compacta como

¢ = [N]ix2[0%]2x1 (58)
onde
N =[N N | =2 o] (59)

¢ a matriz linha da funcao de interpolacao e

o _ | ¥
[¢]—[¢§] (60)

¢ a matriz coluna das variaveis dependentes.

Da mesma forma, podem ser obtidos os coeficientes da Equacao 51. Neste caso,
¢ adicionado mais um né no elemento unidimensional, comumente localizado no ponto
médio deste. Seguindo o procedimento realizado para a fungao linear, e considerando que

o elemento possui comprimento genérico [, os coeficientes obtidos sao:

o = o (61)
Qs = %(—3¢§+4¢;—¢z) (62)
as = 5 (61— 205+ 60) (63)

(69

Substituindo-os na Equagao 51 e colocando em evidéncia os valores da varidvel

dependente nos nés, obtém-se:

. . 3x  2a? e . T z? oot
¢ = l.<1—7+l—2>+¢j(47—4l—2>+¢k<2l—2—7> (65)
ou
¢ = Nig; + N;oj + Ny, (66)

e escrevendo numa notagao matricial, a Equacao 66 se torna em

o5
6= NJioldsa = | Ni N Ni || o (67)
P
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Algumas observacoes podem ser tomadas, com relacao a funcao de aproximacao, a
partir do que foi explicado até agora. O grau da funcao pode variar dentro do elemento,
dependendo da quantidade de nés que for desejado. Além disso, o valor de cada funcao
N vale 1 (um) no seu respectivo né e 0 (zero) nos demais ndés. Outro importante ponto é
que as funcoes apresentam continuidade no interior do elemento, porém nao nos nés do

contorno. Isto é, possuem derivadas definidas nos limites do dominio.

Problemas bidimensionais: Quando as aproximacoes unidimensionais nao sao
mais eficientes, elementos geométricos bidimensionais sao necessarios. O mais simples
deles do qual pode ser empregado para representar superficies irregulares é o triangulo,
que é um dos elementos mais usados atualmente no MEF.

Considerando um elemento triangular simples, com nds apenas nos seus vértices,

pode ser representado da seguinte maneira:
¢ = a1 + asr + azy (68)

onde o polinomio ¢ linear em x e y e possui trés coeficientes. J& que o elemento possui trés
nos, os coeficientes sao determinados pelo sistema linear gerado pela Equacao 68, onde
sao colocadas as coordenadas dos nos e o respectivo valor da varidavel dependente. Depois

de uma série de manipulagoes matematicas, encontra-se os seguintes valores:

ap = i (w23 — 23y2) 97 + (31 — 21Y3) 95 + (192 — T2y1) ¢S]
1
ar = 5 (v = )1 + (s — y1)65 + (1 — 1))
a3 = i (x5 — 22)@] + (21 — 23)P5 + (22 — 1)) (69)

onde A é a area do elemento triangular.

Iz
2A =det(A) =det | 1 x5 yo | = (v2ys — x3y2) + (x3y1 — 21y3) + (T1Y2 — T2y1)
I x3 y3

Substituindo estes coeficientes na Equacao 68 e rearranjando os termos a fim de

salientar as variaveis dependentes, obtém-se:

o5
¢° = N1¢] + Nogy + N3gg = [ N1 Ny N3 ] o5 (70)
o3
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onde

1
Nq:ﬂ( g +tbx+cy), ¢=1,2,3

parai=1,j=2e¢e k=3
a; = TjYp — TkY;, bi = Y; — Yr, € = T — T, parat=2,7=3e k=1

parat=3,j=1ek =2

Outro elemento finito bidimensional utilizado como alternativa de subdivisao do
dominio é o quadrilatero, que na sua forma mais simples possui quatro nds nos seus
vértices. Consequentemente, o polindomio que o representa deve possuir quatro coeficientes
(Equacao 71). Os lados do elementos nao precisam ser ortogonais, cada elemento pode

ser unico em formato e cada lado pode ter diferentes inclinagoes.
¢° = a1 + ap + agy + aury (71)

Repare que, neste elemento, as derivadas da funcao de interpolacao variam linear-

mente dentro do elemento, em contraste com o que acontece com o elemento triangular.

a¢e—a + e 0¢°
or 4Y By

= (3 + oux

O procedimento de obtencao dos coeficientes e, posteriormente, da forma matricial
da Equagao 71 é semelhante ao aplicado nos outros elementos finitos. Neste caso, terao

quatro fungoes de interpola¢ao no qual variam entre um (no seu devido néd) e zero (nos

demais).
¢
¢° = Ni¢] + Nags + N33 + Nady == [ N1 Ny N3 Ny zz = [N]ixa[@®]ax1 (72)
3
4

Tanto nos elementos triangulares quanto no quadrilateros, pode-se adicionar nés
nas laterais dos elementos (geralmente no ponto médio) e no centro destes.
2.3.4.3 Equagoes do elemento (Matriz de rigidez K)

Nos métodos classicos de aproximagao descritos neste trabalho, o objetivo era

encontrar uma funcao aproximada u para a variavel u sobre o dominio {2 do problema nao
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discretizado. No caso do MEF, estes métodos sao aplicados sobre o dominio discretizado
QT com as funcoes de aproximacao ¢¢ sendo vélidas no dominio Q¢ do elemento e.
Sobre o elemento, é construida a forma integral do problema que antes era apenas
sobre o dominio ) e esta resulta em um sistema de equacoes algébricas para o elemento.
Neste sistema, as incognitas sao os graus de liberdade nodais que sao os valores das
variaveis de interesse do problema. Com isso, pode-se escrever este sistema de forma

matricial como:
K} = {F} (73)

onde K| é chamado de matriz dos coeficientes (ou matriz de rigidez para problemas da
area estrutural, ou matriz de rigidez térmica para a area térmica), {a°} é o vetor dos
graus de liberdade, {F°} é vetor "fonte” (ou vetor das forgas nodais nos problemas de
mecanica estrutural), ambos no elemento e.

Levando em consideracio de que a forma integral sobre o dominio discretizado QT
pode ser escrito como a soma das integrais sobre cada elemento individualmente, pode-se

obter a relacao matricial valida para o dominio discretizado da seguinte forma

[Ki{a} = {F} (74)

com

n

n
K= D (K] e (F} = Y (F)
1 1

Esta relacao nao é o suficiente para resolver a Equagao 74, pois deve-se ainda impor
as condigoes de contorno do problema. Isto significa que deve ser levado em consideragao
um outro vetor {Q} no lado direito da equagao, chamado de graus de liberdade nodais
secunddrios, onde alguns dos seus termos podem ser obtidos através das condicoes de
contorno e o restante pelo balango das varidveis secundarias nos nés em comum de varios

elementos. Este balanco serda mostrado mais a frente.

[Kl{a} = {F} +{Q} (75)

A partir deste ponto, pode-se calcular o vetor {a} através da inversao da matriz
de rigidez [K] que, por consequéncia, deve ser quadrada (mesmo numero de linhas e de
colunas) e inversivel. Além disso, a quantidade de linhas e colunas é igual a quantidade

de nds no elemento.
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Figura 9 - Barra axialmente carregada e sua

discretizagao.
3 A
1  EA E, A, EjA,
" __
= o,
e
y
A
b by e by -+ —

(a) Sistema fisico

no 1 no 2 nd 3 né 4

& s 8

" elemento 1 elemento 2 v;elemento 3
(’1 -A1vE1) ('.2'A21E2) ("'3’A3’ ES)

(b) Discretizacdo do dominio

Fonte: (RAO, 2004, p. 168)

2.3.4.4 Conectividade dos elementos

Nesta secao serd detalhada o processo de montagem, ou soma, da matriz de rigidez
[K] e dos vetores {F} e {Q} para o dominio discretizado Q7 (global). Para isso, considere
o problema de uma barra carregada axialmente ( 9a), onde cada trecho da barra possui
propriedades distintas entre si. A Figura 9b mostra a barra discretizada, evidenciando os
seus nos.

A partir do sistema de equacoes geradas para o elemento e, através dos métodos

tradicionais de aproximacao, pode-se escrever o sistema de modo matricial como:

Ko {u} = {F°} + {Q7} (76)
onde

a_[mme ] o Tu] e (5] on [ @

(K] = e ke , {u’} s , {F} fe {Q°} 0 (77)

Os coeficientes da matriz de rigidez do elemento [K°] possuem um significado
fisico na mecanica estrutural. k;; ¢ definido como a forca aplicada no né ¢ necesséria para
gerar um deslocamento unitario no né j, enquanto que os outros nés estao fixos (RAO,
2004). Cada elemento da Figura 9b terd sua matriz [K°] diferente da outra, porém os
elementos sao originalmente conectados entre si. Consequentemente, quando uma forca
ou deslocamento ¢ aplicado sobre um né, deve-se considera-lo nos elementos que possuem

o n6 em comum. Com isso, pode-se considerar as seguintes condigoes no momento da
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Tabela 1 - Dados das varidveis primaria e

secundaria nos nos.

no 1 ‘ no 2 ‘ no 3 ‘ no 4
ui=U |u=ui=U |uj=u; =Us | us =U,
=" | Qirai=0| Girai=0|ai=n

Fonte: O autor, 2019.

montagem dos elementos:

1. Continuidade das vardveis primdrias nos nés em comum: u¢ = u$*!

Isto é, o ultimo valor nodal do elemento e é igual ao primeiro valor nodal do elemento

adjacente e + 1. Por exemplo,

2. Balanco das variaveis secundarias nos nés em comum:

0, se nenhuma fonte pontual externa for aplicada.
Qe =
(o, se alguma fonte pontual externa de magnetude @)y for aplicada.

Tendo estas consideracoes em mente e visualizando os elementos da 9b, pode-se
encontrar as relacoes das variaveis primaria e secundéria nos nés do dominio discretizado
QT (ver Tabela 1). Os termos U’s nesta tabela sdo as varidveis primarias globais do sistema
que, neste caso, sdo os deslocamentos dos nés na dire¢ao z e Q1 =? é a reacao produzida
pela for¢a Py, que também é uma varidvel de interesse do problema. Para colocar em
pratica estas relagdes, deve-se adicionar a n-ésima (tltima) equacao do elemento e com a

primeira equacao do elemento e + 1, resumindo:

D (K 1{us)) = {Fo} +{Qs} (78)

n

> (K Hus™)) = (B} +{Qf) (79)

j=1

gerando a expressao

n

> (K Hush + K H{ug ™)) = {Fr )+ (B + ({Qo) + {Qi')) (80)

Jj=1

onde n = 2 ¢é a quantidade de nés no elemento. Expandindo a expressao acima, substi-

tuindo os devidos termos pelos da Tabela 1 e sabendo que e = 3, sao obtidas as equagoes
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do dominio QT (Equacao 81).

el
S
_l’_
o
i
&
I
oy
_l_
O
[y
=
O~

k§1U2 + (kgz + ki)Uii + k%2U4 - f22 + ff

(

k%lUl + (/{552 + k%l)UZ + k%2U3 = f21 + f12 (nd
(

ks Us + k3 Uy = f3 + Py (

(81)

Estas sao as equagoes dos elementos montados (conectados), onde possui a soma dos
termos da matriz [K¢] e dos vetores {F°} e {Q°} para dois elementos com um né em

comum. Reescrevendo a Equacao 81 na forma matricial:

ki, ki 0 0|t fi Q1
B Gbi) ke o |w| _ |des| o]
0 k3, (k3y + k31) k3| |Us B+ 0
0 0 k3, k3, | |Us f3 P,
Kin Kp K Ku| [U7] b2
K21 K22 KQS K24 U2 _ F2 (82)
K31 K32 K33 K34 US F3
K41 K42 K43 K44_ _U4_ _F4

Perceba que as condicoes de continuidade das variaveis primarias e o balanco das
variaveis secundarias sao nitidas na Equacao 82. Além disso, nota-se uma simetria na
matriz [K] que é herdada pelas matrizes de rigidez dos elementos.

Neste exemplo, tanto elementos quanto os nds foram numerados em sequéncia, mas
nao seria um problema se forem enumerados aleatoriamente, o procedimento executado
seria o mesmo. Em algumas situacoes, diversos elementos sao conectados em um mesmo
no e, nestes casos, deve-se somar os coeficientes de todos os ndés que estao conectados
a ele. Por exemplo, em um problema de treli¢a plana (Figura 10), os elementos finitos
sao segmentos de retas lineares (dois nés). A equagao referente ao né 2, que leva em

consideracao as contribuicoes dos noés 1, 3 e 7, é da forma:
Fy U + (Kgg + kiy + k{1)Us + ki Us + K, Ur = fo + 1+ f1 (83)

Pode ter sido complicado de ver a validade da Equagao 83 apenas visualizando
a trelica discretizada, mas existe uma correspondéncia entre os numeros dos nés dos
elementos com os numeros dos nods globais. A relacao pode ser expressa pela matriz
[[EN], que é chamada de matriz de conectividade, onde os seus coeficientes possuem o

seguinte significado:

B;; ¢ o nimero do né6 global referente ao né j do elemento <.
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Figura 10 - Treliga plana.

Fonte: (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU,
2005, p. 14)

Por exemplo, as matrizes [ EN| para as Figuras 9b e 10 sdo, respectivamente:

1 2
[[EN]3><2 = |2 3|e [IEN]18><2 =
3 4

N = Ot s W N
N 3 O Ot = W N

8 9
9 10]

Esta matriz é muito importante em programas de célculos de elementos finitos,
principalmente quando o dominio discretizado possui diversos elementos. Nos programas,
a matriz [ EN] segue o esquema da Figura 11. A cada linha da matriz (cada elemento),
i se mantém constante (i = e) e o valor de j varia com relagdo a quantidade de colunas
(quantidade de nds por elemento), gerando assim os nds globais I e J da matriz [K].
A relagao entre ij da matriz [ITEN] e ij e e da matriz [K° é realizada como mostra a
figura, dando, por conseguinte, a relagao entre os coeficientes da matriz local [K°] e os
coeficientes da matriz global [K].

A exemplo de verificagao, utiliza-se a matriz de conectividade do exemplo da Figura
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Figura 11 - Esquema de funcionamento da

matriz de conectividade.

t

Fonte: O autor, 2019

9b. A primeira linha demonstra que:

Kp,.,p, =K, sendoi=e=1e01°j=1e2%j=1— Ky =k,
Kp.p, =Kz, sendoi=e=1e01°j=1e2°j =2 Ky = ki,
Kp,p, = Ko, sendoi=e=1e01°j=2e2%j =1 Ky = ki,

Kp,p, = Ky, sendoi=e=1e01%j=2e2%j =2 — Ky = ky, (84)
De modo semelhante, a segunda linha da matriz [ EN]s.s demonstra que:

Kpy gy = Koy, sendoi=e=2e¢012j=1e2%j =1 = Ky = k?
KBy By = Koz, sendoi=e=2e01°j=1e2°j =2 — Ky =k,
Kpyp,, = K3z, sendoi=e=2e01°j=2e2%j =1 Ky = ki,
Kpyypy, = K33, sendoi=e=2e01°j=2e2°) =2 Kj3 = k3, (85)

e é por isso que, na Equacao 82, Koy = ki, + k2.

2.3.4.5 Solugao das equacoes

Depois de aplicada as condicoes de contorno , deve-se resolver o sistema de equagoes.
Existem diversos métodos de solucao de sistemas lineares e eles sao, geralmente, classi-
ficados em: métodos diretos - a solucao é obtida através de um determinado nimero
de operagoes aritméticas, modificando-se os coeficientes da matriz; e métodos iterativos
- comega com uma aproximacao inicial e que aplicando um algoritmo adequadamente
escolhido leva a sucessivas aproximacoes da solugao, terminando a iteracao quando esta
tender para um valor.

Dos métodos diretos, alguns sao mais adequados para a solucao de sistema linear

a mao, como a regra de Cramer ou o método da substituicao. Neste caso, a quantidade
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de equacoes a serem resolvidas deve ser pequena a ponto de nao dificultar a sua execucao.
Na solucao de problemas praticos, as matrizes podem ser da ordem de 10.000 ou mais e,
neste caso, outros métodos devem ser aplicados. Alguns destes métodos sao: Eliminagao
Gaussiana, inversao da matriz dos coeficientes, método de Choleski, entre outros. O fun-
cionamento destes métodos podem ser encontrados em livros de engenharia, matematica
e fisica.

O procedimento utilizado para solucao dos sistemas lineares deste trabalho sera
baseado no método 3 do trabalho do Rao (2004), na pagina 220. Chandrupatla et al.
(2002) também explica este método e o denomina de Penalty Approach, disponivel na
pagina 69 do livro.

Para explicar o método, suponha que o sistema de equacoes seja da forma

[K]nxn{u}nxl - {F}nxl
e as condigoes de contorno conhecidas sejam
Ukl = Q1 € Upz = Q2

Entao, o método sugere que multiplique os termos na diagonal da matriz de rigidez global

referente as linhas k1 e k2 por um nimero grande, por exemplo,
Kt 11 = Kiy k1 x 10" ¢ K g2 = Kpg g2 x 10

Em seguida, faca com que os coeficientes do vetor de forca global referente as linhas k1
e k2 sejam iguais ao produto entre o novo coeficiente da matriz de rigidez global e a

condicao de contorno conhecida.
Fri = K111 X a1 € Fro = Kia 2 X a2

Por fim, inverta a matriz [K| e multiplique pelo vetor {F} para encontrar os valores
restantes de {u}. Segundo Chandrupatla et al. (2002), o nimero a ser utilizado na
multiplicacao deve ser, no minimo, da ordem de 10* do valor méximo presente na diagonal.
Para o cdlculo das varidveis secunddrias (F') desconhecidas, operacao do qual é realizada
no pés-processamento, ¢ realizada o produto entre a matriz de rigidez original [K] pelo

vetor das variaveis primarias adquirido na etapa anterior.
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2.3.4.6 Pobs-processamento

Como foi dito anteriormente, apos o calculo dos valores das varidveis primarias nos
noés (temperatura, deslocamento, por exemplo), pode-se calcular as varidveis secundarias.
Estas podem ser obtidas através da relacao resultante do calculo da variavel primaria, pro-
veniente do equilibrio das for¢as internas, ou pela propria defini¢ao da variavel secundaria
(por exemplo, Q, = AE »,» Substituindo u por U )

Além disto, se apresenta os resultados obtidos por meio de graficos e/ou tabelas,
apresentacao da malha incluindo a numeracao dos nos e elementos, condigoes de contorno
e fontes externas aplicadas. Nas proximas secoes sera aplicada o método dos elementos

finitos para problemas da mecanica estrutural e transferéncia de calor.

2.4 MEF em problemas da mecanica dos sélidos

Independente do tipo de problema a ser analisado, a solucao deste busca encontrar
a distribuicao das tensoes e as deformacoes dentro do corpo em estudo. Contudo, nao
existe uma unica equagao para a resolucao de todos os casos, algumas suposicoes devem
ser realizadas dependendo da espécie do problema. Neste trabalho, sera feita a andlise em
corpos bidimensionais estaticamente equilibrados, sujeitos a um estado plano de tensoes
de diversas fontes.

A forma forte do problema em questao é a Equacao 12, juntamente com a condic¢ao

de tensao no contorno do dominio, isto é,

Vo+b=0,emV
(86)
on=t emS

e a obtencao da forma fraca é realizada segundo o procedimento mostrado na Secao 2.3.2

e é apresentada como

—/ Vw.o dV —i—/ w.b dV +/ w.on dS =0 (87)
v v St

A funcao peso, w, pode ser assumida como sendo a variacao do campo de desloca-
mentos , ou e essa escolha serd justificada mais a frente. Com isso, o divergente da funcao
peso na primeira integracao da Equacgao 87 se torna a variagao do campo de deformagoes,
V(du) = §(Vu) = de. Adicionalmente, substituindo o valor do campo de tensées no

contorno, a forma fraca da Equacao 86 chega-se a

/ Je.o dV — / du.b dV —/ jut dS=0 (88)
% 1% St
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que também poderia ser obtida utilizando o principio dos trabalhos virtuais.
Relembrando o conceito apresentado na Secao 2.3.4.1, a discretizacao do corpo de

volume V serd Q7 tal que Q7 = UQ®, no qual Q¢ = Q° UT* é o dominio do elemento e

fechado por I'® (sendo uma linha gu superficie). A superficie S do corpo de volume V' é

discretizada como ST = UI'® e, consequentemente, pode-se dizer que:
OF =07+ 87 = (uar) + (ur)

Escrevendo a Equacdo 88 no dominio de Q7

/ de.o dV —/ du.b dV —/ ut dS =0 (89)
Q Q ST

ou entao
Z[ bec.o dV — Z[ sub dV — Z/ sut dS =0 (90)

onde 1, € sdo as aproximacoes de u, € sobre o dominio Q7 e 0°, € é a aproximacao local
de u, € no dominio do elemento e.

Em seguida, escolhe-se o tipo e a ordem do elemento finito a ser utilizado. Sera
selecionado, entre aqueles citados na Secao 2.3.4.1, o elemento finito triangular linear
(com nés nos vértices). Dito isso, pode-se definir a func¢ao de aproximagao local u°.

Na Secao 2.3.4.2, onde foi apresentada as fungoes de aproximagao para os elementos
finitos mais utilizados no MEF, a varidvel dependente utilizada de exemplo possuia apenas
um grau de liberdade por né. Porém, no problema presente, o deslocamento dos ndés no
elemento é representado por duas fungoes (u(z,y) e v(z,y)) referentes ao deslocamento
do ponto nas direcoes = e y, respectivamente. Ja que foi escolhido um elemento finito

linear, as fungoes escolhidas para as componentes também deverao ser, isto é:

u(r,y) = Ci+ Cor + Cay
y(z,y) = Cy+ Csy+ Coy

Com isso, o elemento possuird seis graus de liberdade (dois em cada né) e a fungao de

aproximacao local sera da forma:

Cy
Co
e [{u(:c,y)}] _ [1 xy 00 0] Cs

on
Cs
Co

= [H(z,y){C} (91)
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Tendo conhecimento dos deslocamentos nodais do elemento finito e as coordenadas dos

seus noés, pode-se dizer que:

[0y | (1 2w 0 0 0] [y
U1 00 0 1 x wyf Gy
ug| |1 @ y2 0 0 O Cs
vl {00 0 1 x| |Gy
Us3 1 23 y3 0 0 O Cs
| s | _O 0 0 1 x5 Ys _C’6_
U} = [A{C} —{C} = [A{U} (92)

onde os coeficientes da matriz [A] s@o as coordenadas dos nés do elemento e o sobrescrito
e nos coeficientes de {U°} foram omitidos a fins de simplicidade. Substituindo o resultado
da Equacao 92 na Equacao 91, obtém-se a funcao de aproximagao para o elemento e em
funcao dos deslocamentos conhecidos dos nés. Isto é, se sabe-se como os nés do elemento

se movem, qualquer ponto dentro dele pode ter seu deslocamento calculado. Entao,
a° = [H(z,y)][A]"{U} — 0 = [N(z,y) {U"} (93)

onde {U°} é o vetor dos graus de liberdade nodais para o elemento e (deslocamento dos

nos) e [N(z,y)] é a matriz de forma local sendo

Nl(w7y) 0 Ng(f,y) 0 Ng(ﬂf,y) 0

Nl =| Ni(z,y) 0 No(zy) 0 Ny(z,y)

(94)

com as suas COIIlpOIlGIlteS

1

Ni(z,y) = 24 [Yas(@ — 22) — Ta3(y — y2)]
1 1

No(z,y) = 54 [ys1(z — 23) —231(y —y3)] Ae = §($32y12 — T21%23)
1

N3($»y) = oA [?/12@ - Il) - $12(y - yl)]

, Ae € a drea do elemento finito e, z;; = z; —z; e y;; = ¥; —y;. O termo du® na Equagao 90
representa o vetor dos deslocamentos virtuais no elemento e e, baseado na definicao de

u° na Equacao 93, pode ser definido como:
ou’ = [N(z,y)] 6{U} (95)

O tensor deformagao (Equagao 16) é uma matriz simétrica. Com isso, o nimero de

termos independentes passa de nove para seis, para problemas tridimensionais (e, €, €2, Vay, Vy=
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e ¥.z). No caso bidimensional, passam a ser apenas trés componentes, das quais sao

ou

ol
€r or Dz 0
e=|el=| 2 [=]0 2||"Y| —pw (96)
! P % ) ) %y v(w,y)
ay a_Z + 5% oy oz

, com isso, pode-se escrever o vetor das deformagoes em fungao dos deslocamentos nodais

do elemento finito (Equagao 93)

€ = [0][N(z,y) {U"} = [B{U*} (97)
e a sua deformacao virtual como

o€ = [Blo{U*} (98)
do qual a matriz [B] é

Y23 0 Y31 0 Y12 0
0 —x23 0 —XI31 0 —T12 (99)

—T23 Y23 —T3a1 Y1 —Ti2 Y12

1

1Bl = 51

O tensor tensao (Equacdo 8) pode ser reduzido da mesma forma que o tensor
deformacao, tendo as trés componentes o, 0, € 7,,. A partir da relacao constitutiva entre

a tensao e a deformacao (lei de Hooke) discutida na Segao 2.1, pode-se expressar o vetor

das tensoes como:

Oy 1 v O €x
E
o= \oy| =72 |V 1 0 e, | = [Dle (100)
Try 0 0 —1;” Vay

A mudanca de temperatura em um corpo deformavel causam deformagcoes que, se
este nao estiver livre para se deformar, pode gerar tensoes internas. Se a distribuicao
da variacao de temperatura AT for conhecida, uma deformacao inicial €, pode ser con-
sidera. Para o caso de estado plano de tensoes em um material isotrépico, ela pode ser

representada como:

t

er = |aAT aAT 0 (101)

do qual « é o coeficiente de dilatacao térmica linear. Nenhuma deformagao de cisalha-
mento é gerada pela variagao de temperatura em materiais isotrépicos, apenas dilatagao e

contracao. Adicionando este termo na Equacao 100, obtém-se o campo de tensoes internas
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como

v 0 €

Lo EaAT
“ 1— 20

0

1 ay 0

E

o= [D](e—er) = —

1
v (102)
0

A partir da equagao acima, pode-se representar o vetor tensao em funcao dos desloca-

mentos nodais, utilizando a Equacao 97, na forma:
o = [D]([B{U"} — €7) (103)

Por fim, faltam definir as expressoes para a forca de corpo b, que para o trabalho
presente sera considerado apenas a forca peso do objeto, e para a forca de superficie t.
Utilizando o segundo termo da Equacao 90 aplicado no dominio de um elemento qualquer

e, tem-se:

/ suc'b dV = / ({b.}0{u} + {b,}0{v}) dV (104)
Q Qe
Usando a interpolacao da Equacao 95 e expandindo a integral acima, obtém-se:
/ (5li€t.b dV = / (bx N15U1 + by N15v1 + ...+ bx N35U3 + by N3(5U3) dVv (105)
Qe Qe

Ja que as forgas e os deslocamentos virtuais sao constantes, eles podem ser colo-
cados para fora da integral. Além disso, pode-se escrever que dV = t. dA, onde t. é a

espessura do elemento.

/ suc'b dV =t, (bxm N, dA + ... + bydus
Q Te r

Ng dA + by5v3/ N3 dA) (106)

Te
Sabendo que a funcao de forma N; é definida como um plano sobre o elemento e,
de valor unitario no no ¢ e nulo nos demais, a integral de area corresponde ao volume do

tetraedro que é formado por este plano, isto é,

1 1
N;dA = §A6.1 ( 3 X area da base x altura)
Te

e a Equacao 106 pode ser reescrita como

/ su'.b dV = 5{U°}Fy (107)
Q
sendo
A
Fo = 21, by by by b by (108)

3



53

Figura 12 - Elemento finito sujeito & forga de

superficie.

Fonte: O autor, 2019

Posteriormente, o vetor F,° serd adicionada no vetor de forca global F através
da matriz de conectividade [ EN], apresentado na Segao 2.3.4.3. J& que no trabalho
presente é realizada a andlise em equilibrio estatico, a origem desta forca se da apenas
pela gravidade e, portanto, b, = 0 e b, = —pg. Além disso, ela serd aplicada em todos os
nés da malha, ja que a forca devido a gravidade age em cada parte do corpo.

Por outro lado, a forca de superficie, como o nome ja diz, ocorre no contorno do
corpo e nao no seu interior. Por este motivo, esta ird atuar apenas nos elementos que
beiram o contorno do corpo.

Considere a Figura 12 onde o elemento e da malha sofre uma compressao t =
[p2 p1]" (forca por unidade de drea). O termo referente a forca de superficie pode ser

escrito como:
/ suc't dS = / sucl t ds (109)
e | )

no qual

51]1
- N, 0 N, 0 0O
H oo e, = [NJs{Ue) = | ? : (110)
0O Ny 0 Ny 00

onde [Ng] é a matriz de forma local para o dominio I'y_s, com isso o valor de N3 nessa

matriz é zero. As componentes de {p} devem conter os valores de p; e py variando



Figura 13 - Decomposicao das forcas de

superficie.
T\,Q
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Fonte: O autor, 2019

linearmente entre ambos valores, com isso, deve-se fazer a decomposicao destas forgas
(Figura 13). Fazendo T,; = —r p; e Ty; =

—s p; como sendo as componentes nas direcoes
x ey, respectivamente, no no i, onde

T_?J2—y1 _T1— 22

)

e

lio= \/(951 —12)% + (Y1 + 12)?
lig li—s

com o sinal negativo indicando que a pressao estd comprimindo o elemento. Portanto,
pode-se representar as componentes de {p} como

{pz} = NiTo1 + NoToo
{py} = NiT + NoTyp (111)

Substituindo os termos encontrados para t e Ju¢, na integral, obtém a expressao:

t
/ N15U1 + NQ(S'UQ
I'i_o N15121 + NQ(SUQ

o desenvolvimento desta integral gerard, resumidamente, trés integrais distintas, que sao

Nchcl + NQTCCQ

t.dl
NlTyl + NQTyQ

(112)

1 1
NEdl = Nidl==l_5 e NNy dl = =1y,
I'i 2 | ) 3 6

| )

(113)

o4
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e realizando todas as operagoes, encontra-se a expressao na forma matricial como
/ sucl .t dS = S{U}F,* (114)
Ti-2

do qual F4°¢ é definido como

t

te 1y
1-2 [QTxl + T 200 +Tya T +2Twe Ty +2T 0 0 (115)

6

F,° =

Se houvessem forcas de superficie sendo aplicadas em mais de um contorno do
elemento, I'* =1';_o UT'y_3 por exemplo, deveria ser calculado as integrais para ambas as
regioes e somar as contribuigoes sobre cada né.

Além das forgas superficial e peso representadas na Equagao 88, pode-se levar em
consideracao também cargas pontuais, que é um caso particular da forca de superficie
onde, idealmente, uma forca é aplicada sobre um ponto. O termo da carga pontual pode
ser considerado simplesmente como o vetor P; = [Py, Pyi]t, sendo aplicado no né 7. Com

isso, o somatorio dos trabalhos virtuais externos realizado por cargas pontuais é da forma

(&
P$ (2

" (116)

SO{UYPE = [sur G }

Reescrevendo a Equacao 90, utilizando as formas matriciais desenvolvidas até aqui

e acrescentando o termo de carga pontual, no dominio do elemento Q¢ tem-se:
Z/Q O{UY(B]") [DI[BH{U*} — €7) tedA— (Z o{U} Fp© + ZﬁUe}tF
+Z§{U€}tpf> =0 (117)

O vetor d{U°} é um campo de deslocamentos arbitrario e independente das coor-
denadas x e y. Considerando que as suas componentes possuam valores unitarios, pode-se

escrever a expressao acima da forma

Z/ B{U} — €7) tedA - (ZFb +ZF€+ZP ):0 (118)

e a integral da Equacao 118 pode ser desmembrada em duas, elas sao:

2/ B{U} t.dA e 2/5 Dlet. t.dA (119)

O integrando de ambas as integrais acima nao estao em funcao das coordenadas,
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portanto podem ser colocadas para fora da integral resultando em
> (tA. [BIDIB){U} = Y KUY
> tAJB|'[Dles = > Fr°

onde [K°] é a matriz de rigidez do elemento. Substituindo estes termos na Equacao 118

e passando os termos referente as forcas para o lado direito, tem-se a seguinte expressao:

Y KNUG =) (P +F + P + Fr) — [K|{U} = {F} (120)

e

do qual

K] =) KT, {U} =) {U} e {F}=) {F}=> (F +FS+P+Fr)
que é o sistema de equacoes algébricas, na forma matricial, das matrizes dos elemen-
tos montados, onde [K] é a matriz de rigidez global do problema, {U} é o vetor dos
deslocamento nodais global e {F} é o vetor das forgas externas aplicadas.

Antes de realizar o passo seguinte de solucionar a Equacao 120, deve-se considerar
as condigoes de contorno do problema. Os graus de liberdade nodais primarios (desloca-
mentos) sdo impostos onde se sabe a posigdo dos apoios no corpo (U; = 0) ou quando
o problema fornece um deslocamento especifico U,. Ja os graus de liberdade nodais se-
cundarios sao levado em consideracao no momento da montagem do vetor forca global

{F}. Feito isso, segue o procedimento de solu¢ao descrito na Secao 2.3.4.5.

2.5 MEF em problemas de transferéncia de calor

Da mesma maneira que foi desenvolvida as equagoes matriciais para problemas de
analise de tensoes e deformacoes em objetos bidimensionais, nesta se¢ao sera aplicada o
MEF para problemas de transferéncia de calor. Mais especificamente, sera realizada a
analise da distribuicao de temperatura e do fluxo de calor "no plano”.

A forma forte do problema é representada pela Equacao 34 conhecida como a
equacao de Poisson e, para chegar nela, foi realizada uma série de suposicoes, simplifi-
cando até obter a equacao da temperatura (Equacao 29). A primeira delas é de que a
transferéncia de calor ocorre apenas em sélidos. Outra suposicao aplicada é de considerar
o material homogéneo e isétropo, porém os parametros do material serao dependentes
da temperatura. Por fim, foi considerado que a andlise sera realizada no regime esta-
ciondrio, além de nao considerar fluxo de calor na diregao z (caracterizando um problema

bidimensional).
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Figura 14 - Condigoes de contorno para o

problema térmico.

isolado isolado

Tsolado
termicamente I

Exposto a condigdes
de contorno

Fonte: O autor, 2019

Além da equacao, condigoes de contorno devem ser dadas para definir um problema
de valor de contorno. Ja que a equacao diferencial do problema é de segunda ordem, pelo

menos duas condigoes de contorno precisam ser especificadas, elas podem ser:

T(x,y) = Tpem I'y (temperatura especificada)
g = qoem I'y (fluxo de calor especificado)
g = hT(z,y) —Tx) em I's (fluxo de calor por convecgao especificado) (121)

em que k, h e T, sao coeficientes ja definidos na Secao 1.3. A partir deste ponto, pode-se
iniciar o passo a passo para a obtencao da solucao aproximada do campo de temperatura.

A forma fraca para este problema sera obtida utilizando o método de Galerkin,
descrito na Segao 2.3.2. Seja T'(z,y) a solucdo da Equacdo 34 e a sua aproximacao Te

para um elemento e da malha seja da forma

nos

Te(x’y) = ZNj(x7y)‘9]e'7 (122)

a integral ponderada do residuo no dominio do elemento sera:

O*Te  9*T* :
/ew(x,y) [k ( 52 + 3y ) +Q

onde w(zx,y) sao as fungodes peso que devem obedecer as condigoes descritas na Segao 2.3.1.

AV =0 (123)

Utilizando o teorema do gradiente, o primeiro termo da Equacao 123 pode ser escrito
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CO1mo:

0*T° ow OT* ore
= — — r 124
/ew(m,y)k(ax2>dv . 8:ck8x dV—i—?gewkaJ:nxd (124)

do qual n, é a componente do vetor unitario n na direcao x. Realizando o mesmo

procedimento no segundo termo e sabendo que ¢, = —kg—g, a Equacao 123 fica na forma

B / 8wk8T awkE?T

5 gy | O vkl dn) 4+ [ wQav <o
[ow oT¢  ow, oT¢] -
_ K —k dv — ¢ dr AV = 12
/e ox 8x+8y oy v I‘ewq +/er 0 (125)

Dado que I' = I'y UT'y U T'3, entao pode-se decompor o contorno do elemento I
da mesma maneira. Com isso, a integral no dominio I'{ deve ser zero, ja que a tempera-
tura nesta regiao é dada. Nas superficies I'§ e I'§, as condicoes de contorno dadas pela

Equagao 121 devem ser satisfeitas, isto é:

%wqdl“:/
e r

Com isso, a forma fraca referente & Equagao 34 e as condigoes de contorno (Equacao 121)

dV—/ wq; dF—/
r r

O passo relativo a discretizacao foi parcialmente realizado quando foi desenvolvida

wqy dI' +/ w h(T(x,y) — Ts) dI’ (126)

e e
2 3

pode ser representada como

or" Ox +8_yk8y

w h(T(z,y)—Tx) dF+/ wQ dV =0

e e
2 3

_/ [awkafe ow , 9T
Qe

(127)

a forma fraca. Nao se tem um corpo geométrico definido do problema, portanto considere
que o dominio do problema seja, de modo geral, QT = QF + I'", onde QT = UQ° e
e

T =ure.

e

O tipo de elemento e a sua ordem serao os mesmos que os aplicados na secao
anterior, porém a variavel do problema é um escalar (temperatura) e na se¢do anterior
era um vetor (vetor deslocamento u). Portanto, a aproximagao da temperatura serd uma

funcao linear da forma
T¢(z,y) = Cy + Cox + Csy (128)

Depois que se descobre os valores dos coeficientes C, tendo as temperaturas e as

coordenadas em cada né do elemento, posiciona-se os termos com o intuito de evidenciar
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as variaveis dependentes e obtém-se a seguinte expressao:
T = N16) + Nafy + N3by (129)

ou na forma matricial
th

T =[N Ny N |6a] = [N(@,y)){0%} (130)
03

onde {6} é o vetor das temperaturas nos nés do elemento e e [N(z,y)] é o vetor de forma

local sendo sua componente igual a

1
Nq:ﬂ(aq—i—qu—l—cqy), ¢=12,3 (131)

parai=1, j=2ek =3
a1 =Ty — Y, b =y —yp e, =xp — ;% parai =2, j=3ek=1 (132)
parai =3, j=1lek =2

Outra variavel de interesse é o gradiente de temperatura, que sera representa como

um vetor.
th
aT
ar 1 by by by
{9} = [;?T =51 ] 0, = [B{0} (133)
3_y Ci Co C3 93

Da mesma maneira que foi determinado a variavel T', a fungao peso w(x,y) serd

aproximada como

w(z,y) = bz, y) =Y Niz,y)wf (134)
i=1
Substituindo as Equagoes 122 e 134 na forma fraca do problema ( Equacao 127),

tem-se o seguinte:

no

_ii/ L‘JzaNi/{: Q-aNj—l—waNik @jaN]} o Z Nicor qo dl' =

= o or 7 Ox " Oy dy — Jre
>3 / Niw; h(N;0;) dT + > | Nw; T dl +
i=1 j=1 Y13 i=1 Y I§

+Y [ Nw; QdvV = 0 (135)
i=1 /8
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Passando as integrais contendo apenas a funcao de forma N; para o lado direito da

equacao e sabendo que w; e 0; sao constantes, pode-se reescrever a Equagao 135 na forma
AR ON; ON; ON; ON;

[ — L ‘k—2L| dV /
ZZ(/WL% x 0y ay} ke

=> <_/ N QdV — | N, hTs dU + [ N; qo dP) wi (136)
i=1 ©

I rs

h NZNJ dF) wzﬂj =

e
3

Avaliando a primeira integral da Equacao 136, tem-se que:

ON; ON; . ON; ON; / k kt.
= | ——(b:b: + cics A= "%(b:b: + cics 1
/ge [&c SETI T } = (2A)2(b’b’ aiey) fedA = by +eiy) (187)

Realizando o somatério da integral, obtém-se uma matriz 3x3 denominada por [K¥].

I b% + C% ble + ci1Co b1b3 + cic3
[Kle] = 4Ae bgbl + CoCy bg + Cg b2b3 + CaC3 (138)
bgbl + ¢3¢ b3b2 + c3Co bg + C%

onde t, e A sao a espessura e a area do elemento e. A segunda integral da Equacao 136
é referente a convec¢ao, portanto ela s6 ocorrerd no contorno do elemento que pertenca a
fronteira do dominio €2, semelhante & forca de superficie na secdo anterior.

Supondo que um elemento e com nés 1,2 e 3, numerados no sentido anti-horario,
esteja sujeito a um fluxo de calor por convecgao no lado 2 — 3 (no lado dos nés 2 e 3).

Com isso, tem-se que
/ h N;N; dI' = / h N;Nj t.dl = ht, N;N; dl (139)
I la_3 la—3

Esta integral é semelhante aquela da Equacao 113, contudo o somatério da integral ira

gerar uma matriz 3x3 onde os coeficientes referentes ao né 1 sera nula, portanto:

no no ht l O 0 0
>SN NiNjdl === 62*3 02 1| =[K$ (140)
i=1 j=1 la—3 01 2

onde ly_3 é a distancia entre os nés 2 e 3.
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Passando para os termos a direita da Equacgao 136, verifica-se que:

) ) ot A
N, QdvV = Ot. | N, dA= @l
Qe Qe 3
ht Tl
N; hTy, dU = hT.t. N, dl = —¢-2278
re lo—s 2
toly
Ni qo dl' = C]ote NZ dl = dote’1—2 (141)
rg lia 2

onde o dominio I'§ pertence ao lado l;_5 do elemento e. Assim, a contribuicao das integrais

acima em cada no geram vetores que sao representados como

Qt.A
3

hteTool2—3
2

0
tol;_
1], {F} = % 1 (142)
1 0

1
{Fo} = 1, {F} =
1

Substituindo os vetores e matrizes obtidos até aqui na Equacao 136, obtém-se a

seguinte relacao:

no

([KT]+ [K5)) Y 6y = {EQy + { B} — {Fy} — [K){6°} = {F°} (143)

J=1

que é a forma matricial local das equages do elemento finito e, onde {6°} é o vetor das
temperaturas nos nos, [K¢] é a matriz de rigidez térmica e {F°} é o vetor das "forcas”.
Para obter a forma global, deve-se utilizar a matriz de conectividade [[EN]| para levar
em consideracao a contribuicao dos outros elementos para um mesmo no.

Depois de obtida a matriz de rigidez térmica global, os passos a serem seguidos

sao os mesmos explanados para o problema estrutural da se¢ao anterior.
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3 ALGORITMO E METODOLOGIA

Existem trés etapas que envolvem uma anélise de elemento finito. A primeira delas
¢ o pré-processamento que abrange a preparacao dos dados como as condic¢oes de contorno,
geracao da malha e, consequentemente, a matriz de conectividade, as coordenadas dos
nos e as informacgoes do material. Em seguida, a etapa de processamento é onde ocorre
a geragao da matriz de rigidez (local e global) e dos vetores de forca, a sua modificagao
e a obtencao dos valores das variaveis primarias nodais, além das varidveis secundarias
como gradientes e tensoes. A 1ltima etapa é a de pds-processamento, que consiste na
apresentacao dos resultados na forma de gréaficos e tabelas demonstrando a distribuicao
da varidvel primadria, até a disposigao destas no préprio no dominio (CHANDRUPATLA
et al., 2002).

Para a realizacao da analise de elemento finito dos problemas apresentados neste
trabalho, foram criados dois codigos separadamente para a soluc¢ao de problemas estrutu-
rais e térmicos utilizando a linguagem de programacao Python (estrutural.py e termico.py,
respectivamente). Depois de serem validados, ambos foram devidamente unidos gerando
um terceiro codigo (hibrido.py) que leva em consideracao deformagoes e tensoes térmicas.
Python é uma linguagem de programacao de alto nivel (longe do cdédigo de maquina e
mais proxima a linguagem humana), interpretada (o cédigo fonte é interpretada por um
programa "interpretador”, que em seguida é executado pelo sistema operacional) e de
Script. Devida a estas caracteristicas, a linguagem Python se tornou uma poderosa fer-
ramenta para criacao de jogos, analise de dados, inteligéncia artificial, Machine Learning
ete. (BRASIL, 2009). O ambiente de trabalho (IDE) utilizada foi o Spyder versao 3.6 da

empresa Anaconda.

3.1 Gerador da malha

No pré-processamento, a geracao de malha é um procedimento que pode ser reali-
zado utilizando programas comercialmente disponiveis ou através de linhas de comando,
dependendo da complexidade do dominio do problema. No presente trabalho foi utilizado
o programa G'msh versao 3.0.6. Ele é um gerador de malha de elementos finitos 3D com um
sistema CAD (desenho assistido por computador, em portugués) e pés-processamento em-
butidos (GEUZAINE C. E REMACLE, 2009). Nao é necessario realizar uma instalagao,
apenas a execucao do download e a extracao da pasta GMSH do arquivo .zip.

Depois de feito a extragao, pode-se abrir o programa clicando em gmsh.exe e abrira
a tela inicial do programa (Figura 15). Inicialmente, deve-se criar o novo arquivo clicando

em File/New. Depois de criar um nome para o arquivo, selecione a opc¢ao Use ".geo’
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Figura 15 - Tela inicial do Gmsh.

-1e-07
-1e-07 026 05 075 1 Y

Fonte: O autor, 2019

extension, gerando um arquivo de formato .geo responsavel pela geometria do problema.

A criagao do dominio é feita clicando em Modules/Geometry/Elementary entiti-
es/Add. Nela pode-se adicionar os vértices do dominio com o comando Point e uma
posterior adi¢ao dos lados com Straight line ou utilizando o comando Rectangle para ge-
rar um retangulo diretamente. No final deste passo, utiliza-se o comando Plane surface
para indicar uma superficie fechada. As coordenadas dos pontos podem ser modifica-
das posteriormente clicando em Modules/Geometry/Edit script, onde ird abrir uma janela

mostrando o cédigo fonte da malha ( Figura 16).

3.1.1 Dados de entrada

Depois de definido o dominio do problema, deve-se indicar suas condicoes de con-
torno e as propriedades do material, e esta etapa é realizada clicando em Modules/Geo-
metry/Physical groups/Add. Physical surface, Physical line e Physical point, subcategorias
de Physical Groups (P.G.), sao comandos para identificar condigoes de contorno em ele-
mentos de superficie, de linha e de ponto, respectivamente. Para adicionar um dos tipos
de P.G., o procedimento é o mesmo: selecione o tipo de P.G. desejado, adicione um rétulo
no campo Name, clique nos elementos desejados e pressione a tecla e para confirmar
(Figura 17). Como exemplo, é exposto as linhas de comando do arquivo exemplo mos-
trando as informacoes dos nds, das linhas, das condi¢oes de contorno e das propriedades
do material.

Point (1) = {0, 0, 1, 1.0};
Point (2) = {1, 0, 1, 1.0};
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Figura 16 - Cédigo fonte da geometria.

AG Desktop\GMSHteste.geo - X

Ficheiro Editar atar Ver Ajuda
/7 Gmsh project created on Tue Nov 26
10:25:13 2019
1 y("OpenCASCADE"):
17+
17+
Point(1) = {0, 0,1, 1.0}
17+
Point(2) = {1, 0,1, 1.0}
17+
Point(3) = {1.1,1,1.0);
7+
Point(4) = {0, 1,1, 1.0}
17+
0 Line(1) = {1, 2):
17+

fipt command 0

Line(2) = {3, 4):
11+
Line(3) = {4, 1);
/1%

Line(4) = {2, 3):

/1%

Line Loop(1) = {3, 1, 4, 2);
/1%

, 5 Plane Surface(1) = {1}:

-1e-07
-e-07 025 05 075 1
Z X

Ln24,Col 1 100%  Windows (CRLF)  UTF-8

Done reading ‘C\Users\Uose\Desklop\GMSHlteste.geo!

Point (3)
Point (4)
Line (1) = {1, 2};

Line(2) = {3, 43};

Line(3) = {4, 13};

Line (4) = {2, 3};

Line Loop(1) = {3, 1, 4, 2};

Plane Surface(1l) = {1};

Physical Point("fp 1000;1000") = {3};

Physical Line("fd 500;500") = {1};

Physical Surface("Prop: E = 200e+9 v = 0.3 ro = 7860") = {1};

[[} [}
~ A
o =
[
=
[
o O
[

Nesse codigo s6 aparecem algumas condicoes de contorno e propriedades do ma-
terial para o problema estrutural. A seguir, sao apresentadas todos os dados de entrada

para os programas termico.py e estrutural.py.

T 100 Temperatura especificada no contorno do dominio, (P.G. de linha);
q -40 Fluxo de calor no contorno (P.G. de linha);

pontual 50 Fonte de calor pontual (P.G. de ponto);

uniforme 100 Fonte de calor uniforme (P.G. de superficie);

Prop: k = 5 Condutividade térmica do material, uma propriedade que é atribuida ao

P.G. de superficie;

fp 300;400 Forga pontual atuante no né (P.G. de ponto), onde 300 e 400 sao forgas sendo

aplicadas na direcao positiva de x e y, respectivamente;



65

Figura 17 - Exemplo do uso de condicao de contorno.

A Desktop\GMSHteste.geo - X

Select lines
[Press 'e' to end selection, ' to undo last selection or g to abort]

1 2 \e
-1e-07
-le-07 025 08 078 1 \LX

Fonte: O autor, 2019

fd 100032000 Tensoes atuantes no contorno (P.G de linha), onde 1000 indica uma tensao
normal ao plano do contorno e 2000 indica uma tensao de cisalhamento. Uma tensao
normal positiva indica que esta tracionando o corpo e o oposto indica compressao.
J& uma tensao de cisalhamento positiva tendera a rotacionar o elemento segundo a

regra da mao direita (sentido anti-horario);

desloc 0;0 Condicao de deslocamento no né ou no contorno (P.G. de ponto ou de linha),
onde ; separa os valores nas diregoes x e y destes deslocamentos. Quando nao se

deseja restringir o movimento em uma das direcoes, o seu valor deve ser omitido;

Prop: E = 200e9 v = 0.3 ro = 7850 Mddulo de elasticidade, coeficiente de Poisson
v e densidade p, respectivamente. Propriedades do material que sao destinadas ao

P.G. de superficie;

Para o programa hibrido.py, onde se calcula as tensoes e deformagoes térmicas, sao

utilizados mais dois dados de entrada, além dos ja citados. Sao eles:

Prop: Ti = 25 alfa = 12e-6 Temperatura inicial e coeficiente de dilatagao térmica li-

near;

Repare que existe um espacamento entre alguns caracteres, é de suma importancia que

estes sejam respeitados no momento em que sao colocados.
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3.1.2 Criacao da malha

A geragao de malha no Gmsh ocorre de modo rapido e simples. Clicando em Mo-
dules/Mesh/2D, gera-se uma malha no qual seus elementos ndo possuem uma posi¢ao
padrao ( 18a). Para criar uma malha estruturada, deve-se ir em Modules/Mesh/Define/-
Transfinite/Surface, selecionar o plano, selecionar os nés dos quais pertencem ao plano e
terminar a selecao teclando e. Em seguida, selecione a opgao Line, escolha a quantidade
de nés que desejar, selecione os contornos, confirme a escolha com a tecla e e, por fim,
atualize a malha clicando em 1D e 2D novamente.

Também é possivel refinar a malha inteira ou apenas em parte dela. No caso da
malha estando estruturada, s6 é possivel refind-la por inteira, aumentando o nimero de
nés desejado no contorno, enquanto utiliza o comando Transfinite/Line. Para a malha
nao estruturada, pode-se refina-la por inteira dando um duplo clique com o mouse e
selecionando a opcao Global mesh size factor, depois adicione qualquer valor no campo
disponivel. Quanto menor for o niimero escolhido, menor serda o tamanho do elemento.

Caso queira refinar arestas especificas da malha, pode-se utilizar o comando Trans-
finite/Line sem a necessidade de definir a superficie (Figura 18c). Se o objetivo for
aumentar o numero de elementos préximo a um né em especial, clique em Modules/-
Mesh/Define/Size at points, depois adicione um valor no campo Value menor do que 1,
confirme a sele¢@o clicando na tecla e e atualize a malha (Figura 18d).

Depois de terminada a criacado da malha, salve-a clicando em Modules/Mesh/Save.
Quando a malha é salva, um arquivo de formato .msh é gerado com o mesmo nome do
arquivo de formato .geo, ele é responsavel por conter as informagoes da malha como as
quantidade de nés e suas posicoes, quantidades de elementos, os rétulos das condicoes de
contorno e com quais elementos estao associados, etc. Logo abaixo sao apresentadas as
linhas de comando do arquivo .msh referente ao codigo fonte de exemplo.

$MeshFormat
2.2 0 8
$EndMeshFormat
$PhysicalNames

= = = O !
Sw N

2 5
$EndPhysicalNames
$Nodes

12

N o o W N
O O © © » ~» O
o kr Rk OO
.Ulb—bO»—b»—tl—tb—t

= o e



Figura 18 - Exemplos de malhas no Gmsh.
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-1e-07 2

-1e-N7 nas na n7s 1

-1e-07
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(c) Malha com 20 nés definidos no lado direito
e superior.

Fonte: O autor, 2019

(d) Malha com fator 0.1 no né de nimero 3.
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8 1 0.5 1

9 0.2613884839650146 0.2613884839650146 1
10 0.3750000000000001 0.625 1

11 0.6425230806608357 0.3508564139941691 1
12 0.7187500000000001 0.71875 1

$EndNodes
$Elements

23

1 156 2 1 3 3
2123115
3123152
412 4 2 3 6
512 4 2 6 4
6122347
7122371
8122 4238
912 2 48 3

10 2 251 2 8 11
11 2 2 51 4 10 6
12 2 2 51 4 7 10
13 2 2512 11 5
14 2 2 51 3 6 12
15 2 2 561 3 12 8
16 2 2 51 15 9
17 2 251197
18 2 2 561 8 12 11
19 2 25 17 9 10
20 2 2519 11 10
21 2 2516 10 12
22 2 25 1 10 11 12
23 2 2515 11 9
$EndElements

3.2 Implementacao do cédigo em linguagem Python

Nesta secao sera apresentada, de modo resumido, como ocorreu a criacao dos

programas e alguns de seus trechos. Os trés cédigos estao disponiveis por completo no

site do GitHub clicando aqui.

A etapa de pré-processamento nao termina no momento em que a malha do pro-

blema é salva , deve-se retirar as informagoes necessarias do arquivo .msh e gerar listas

contendo as coordenadas dos nods, quantidade de elementos triangulares e seus respecti-

vos nés (isto é, matriz de conectividade IEN), quais elementos estdao associados a quais

condicoes de contorno, etc. O trecho abaixo é responsavel pela identificacao e armazena-

mento das condigoes de contorno, seus valores e uma tag referente a condigao.

arquivo = open/( )

lista

nomes

a =

0

for i

= arquivo.readlines ()

= [

in range(len(lista)):
termo = listal[il]

if termo ==


https://github.com/JoseGomesBR/Analise-TermoEstrutural
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a =1

if termo == ’$EndPhysicalNames\n’:
a =20

if a == 1:

nomes . append (listal[i])
nomes . pop (0)
nomes . pop (0)

O trecho seguinte tem o papel de armazenar a quantidade de nds que estao presen-

tes, as coordenadas dos nés em listas e definir a espessura do dominio, que é constante.

nos = [] # lista que deve receber a lista da posicao dos nos
a =0
for i in range(len(lista)):
termo = listal[i]
if termo == ’$Nodes\n’:
a =1
if termo == ’$EndNodes\n’:
a =20
1fal ==En

nos.append(listalil)

nos.pop(0) #Retira ’$Nodes\n’
nos.pop(0) #Retira quantidade de nés

xn = [] #lista de coordenadas dos nos em X

yn = [] #lista de coordenadas dos nos em Y

zn = []

Npts = len(xn) #Quantidade de pontos/nés na malha

for j in range(len(mnos)):
linha = nos[j].split ()
xn.append (float (linha [1]))
yn.append (float (linha [2]))
zn.append (float (linha [3]))

t = zn[0] #Espessura do elemento

Ja o trecho abaixo ¢ encarregado de criar a matriz de conectividade e armazenar
em uma lista os nés, os elementos e as tags das condicoes de contorno, que serao utilizadas

no momento da producao dos vetores de forca e da imposicao das condigoes.

Elem = []
b =0
for i in range(len(lista)):
termo = listal[i]
if termo == ’$Elements\n’:
b =1
if termo == ’$EndElements\n’:
b =0
if b == 1:

Elem.append(listal[i])

Elem.pop (0) #Retida o $Elements
Elem.pop(0) #Retira o numero de elementos da lista
arquivo.close ()
triang = []
for j in range(len(Elem)):
linha = Elem[j].split()
if linha[3] == local:
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triang.append(linha)

elem=len(triang) #Quantidade de elementos na malha
IEN= np.zeros((len(triang) ,3), dtype = int)
for i in range(len(triang)):
termo = triangl[il]
for n in range (3):
IEN[i][n] = termo[-n-1]

for j in range(len(IEN)): #Muda posicao das colunas de IEN
q = IEN[jI1[1] - 1

IEN[j1[1] = IEN[jl[0]l - 1
IEN[j][0] = q
IEN[j1[2] -= 1

Estes trechos apresentados estao presentes nos trés programas criados. Porém, em
estrutural.py e hibrido.py, é adicionada mais um Jloop responsavel pela geragao da matriz
de conectividade para dois graus de liberdade, identificada no cédigo como ien, facilitando
a montagem da matriz de rigidez global.

Depois que o vetor forca global é gerado, através das contribuicoes de cada ele-
mento, a matriz de rigidez é criada. Em ambos os programas, o loop responsavel pela
sua criacao ¢ um pouco extenso, por isso so serao apresentados os trechos dos programas

estrututal.py e termico.py onde ocorre a adicao das matrizes locais na matriz global.

for i in range (6):
ii = int(ienl[e]l[i])
for j in range(6):
jj = int(ienl[el[j1)
K[iiJ[jj]l += k[i][j]

e
for i in range(3):
ii = int (IEN[e]l[il)
for j in range(3):
jj = int (IEN[el[j1)
K[iil[jjl += ko[il[j]
Como ¢ explicado na Se¢ao 2.3.4.4, a matriz de conectividade (tanto IEN quanto ien) cria
um vinculo entre as linhas e colunas das matrizes local e global. Em seguida, ocorre a im-
posicao das condigoes de contorno e a solucao do sistema, como é descrito na Secao 2.3.4.5.
A partir deste ponto, onde é obtida a variavel priméria do problema, as variaveis
secundérias (gradiente de temperatura e fluxo de calor para termico.py; tensoes, de-
formagoes e deslocamentos nodais para estrurutal.py; tensoes e deformacoes térmica, além

das anteriores citadas, para hibrido.py) sao calculadas e armazenadas em listas.

3.3 Visualizagao dos resultados

Os resultados obtidos sao apresentados de modo grafico e através de tabelas pelo

programa Paraview (INC., ). Ele é um software open source, multi-plataforma utili-



Figura 19 - Area de trabalho do Paraview.
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zado para analise e visualizagao de dados cientificos, com uma interface grafica simples e

versatil.

Para o Paraview interpretar os dados de saida dos programas, foi criada uma linha

de comando para que os arquivos .py gerassem um arquivo no qual fosse possivel a leitura

das informacgoes. Na Figura 19, é mostrada a tela do programa mostrando uma prévia

dos resultados obtidos como um exemplo do seu uso.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, os codigos desenvolvidos serao colocados a prova através da com-

paracao com solucoes analiticas e, quando nao possivel, procedimentos testes que garan-

tam a convergéncia do resultado conforme o nimero de elementos aumenta.

4.1 Validacgoes

Primeiramente, sera verificado se o programa criado para solucionar problemas
térmicos consegue obter a distribui¢ao de temperatura em um objeto bidimensional sujeito
a diversas condicoes de contorno. Isso é mesma coisa que resolver a equacao de Laplace

em uma regiao solida e sem geracao de calor.

4.1.1 Equagao de Calor sem geracao de energia

4.1.1.1 Sob condigoes de contorno de temperatura

Existem solucoes analiticas para alguns casos especificos, como o exemplo apre-
sentado por (INCROPERA et al., 2008) na pagina 203, onde se utiliza do método de
separacao de variaveis para encontrar a distribuicao de temperatura de uma placa re-
tangular com trés de seus lados a uma temperatura constante 77, enquanto que o lado
restante é mantido a uma temperatura T, # T7. Para uma placa de largura L e altura H,
sob as seguintes condigoes: T'(0,y) = T'(L,y) = T(z,0) =T, e T(x, H) = T3, a solugao ¢

da forma:

T(z,y) = (1> — T1)

3T

1 —(=1)"  nmr sinh(*Y)
T 144
; n sin( L )sinh(%) h (144)

Considerando uma placa com lados unitarios, T} = 50°C' e T, = 100°C', foram
realizadas trés simulagoes com malhas nao estruturas na mesma peca, apenas variando a
quantidade de nés (Figura 20). As Figuras 20a, 20c, 20e demonstram a distribuigao de
temperatura na placa com 45, 1567 e 3433 nds e o sentido do fluxo de calor, representado
pelas setas.

Ja que é possivel encontrar o valor da temperatura em qualquer ponto, foi possivel
calcular o erro absoluto nestes nds, como é apresentado nas Figuras 20b, 20d, 20f. Nelas
ficam evidente que o programa obteve resultados muito préximos ou iguais a solucao

analitica na maioria dos nés para n = 200. Além disso, é possivel verificar que existe
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Figura 20 - Simulacao sob condi¢ao de temperatura no contorno.
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uma regiao (préximo aonde ocorre a mudanga de temperatura no contorno) da qual os
resultados se divergem, e o erro absoluto aumenta conforme cresce o niimero de noés na

malha.

4.1.1.2 Sob condigoes de contorno de fluxo de calor

O segundo teste realizado foi aplicando um fluxo de calor uniforme ¢ na lateral
direita da mesma placa, enquanto que o restante dos lados é mantido a uma temperatura
constante Tj. Através do mesmo método analitico utilizado no teste anterior, pode-se

chegar a uma expressao para a distribuigdo de temperatura (Equacao 145).

2L = (=1)"1 +1 . nmy, sinh("2E)
T = T 145
(+.9) k — (nm)? sin H )cosh(%) +h (145)

Para valores de ¢ = 1000%, T, =30°C' e k = 507,1—”;(7 foram simuladas trés si-
tuagoes onde a unica diferenca é na quantidade de nés usadas nas malhas (Figura 21). A
distribuicao da temperatura para as malhas com 45, 1567 e 3433 nds sao mostradas nas
Figuras 21a, 21c, e 21e, respectivamente. Como o fluxo de calor ¢ aplicado é positivo, a
temperatura nessa regiao sera maior do que nos demais lados.

Do mesmo modo que no teste anterior, foi gerado uma figura mostrando a diferenca
das temperaturas entre a solugao analitica e a numérica. E possivel notar que, a regiao
proxima onde ocorre a mudanca de condicao de contorno é o local onde o erro absoluto é
maior, da mesma forma que o teste anterior. Além do mais, o erro absoluto diminui com

o aumento do niimero de nds, o que é de se esperar.
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Figura 21 - Simulacao sob condicao de fluxo de calor no lado direito.
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4.1.1.3 Sob condicoes de fluxo de calor por conveccao

Neste terceiro teste, uma condigao de fluxo por conveccao, considerando a tem-
peratura T,, = 0, é aplicada no lado superior de uma placa com dimensoes unitarias,
uma temperatura constante T} # 0 é imposta na lateral esquerda e as demais faces estao
termicamente isoladas (o fluxo é nulo). Para este problema, a distribuigdo de temperatura

é expressa pela equacao abaixo

= (A2 + H?)sin(IW\,)
T —oT n h A, (2 — L) cos(Any), 14
(z,9) ! ; W02 + H2) + H\, cosh(ML) (= L) cos(Any) (146)

onde H = % e \, sao as raizes positivas da equacao transcendente
Antan(A\, W) = H

Para valores de T} = 20°C', h = 20%, k= 100% e n = 30 foram simuladas trés
malhas distintas no niimero de nés. O lado esquerdo da Figura 22 mostram a distribuicao
de temperatura para as trés malhas, além de evidenciar o comportamento do fluxo de
calor. Como é esperado, o fluxo sai da regiao de maior temperatura indo para a regiao de
menor temperatura, desviando das faces onde a condi¢ao de fluxo nulo foram exigidas.
As figuras do lado direito demonstram o erro absoluto em cada ponto do dominio.
O coédigo criado conseguiu obter temperaturas bem proximas as da solucao analitica,
tendo um erro absoluto maximo de 0,044°C para a malha com menos nds e convergindo

para a temperatura real conforme aumenta o nimero de nos.

4.1.2 FEquagao de Calor com geracao de calor

4.1.2.1 Sob condigoes de contorno de temperatura

O proximo caso a ser considerado é quando existe uma fonte de calor no interior do
objeto. Ela pode ser de origem elétrica (efeito Joule), quimica (através de alguma reagao
exotérmica ou endotérmica), radioativa, etc.

Considerando o mesmo problema da Secao 4.1.1, é adicionada uma fonte de calor
() uniforme na placa onde, consequentemente, uma situagao da qual nao é possivel a
aplicacao do método da separagao de varidveis (EDP nao homogénea). Uma maneira de
contornar este problema ¢é aplicar o principio da superposicao, onde o problema original é
dividido em dois problemas mais simples (Figura 23). A soma das solugoes das equagoes
diferenciais lineares sera a solucao da equagao original.

A solucao do problema V2T = 0 é muito semelhante a Equacao 144, entdao a
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Figura 22 - Simulacao sob condi¢ao de fluxo de calor por convecgao.
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Figura 23 - Esquema do principio da superposicao.
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Fonte: O autor, 2019

questdo é resolver V2T, = —(@Q. Uma das maneiras de resolveé-la é utilizando a Técnica da
Transformada Integral Classica, que é uma extensao do método da separacao de variaveis.
Segundo Silva et al. (2017), ela consiste em definir um par transformada-inversa para a
variavel priméria (neste caso, para a temperatura) em termos de uma base ortogonal de
autofuncoes, que sao obtidos através de problemas auxiliares escolhidos adequadamente.

Fazendo a correta escolha do problema auxiliar e desenvolvendo o raciocinio da
técnica, obtém-se a solucdo do problema V2T, = —(Q para um para as condicdes de

contorno mostradas na Figura 23 da forma

Tya(x,y) = Z (01 exp(Ay) + Corexp(—Ay) + %) sin(A\,x), para 0 < z,y <1 (147)
n=1 n

onde

e fexp(h) 1)

¢ = A2 (1 + (exp(—=An) — eXpO\n))) 7
G(exp(A\,) — 1)

A2 (exp(—A,) —exp(A\n))’

@ - e(5)

_— QL? B
QR = k(Tl—To)e)\"_mT

Cy =

A Equacgao 147 é responsavel pelo termo da geracao de calor no problema original,

tendo consigo um perfil paraboléide de temperatura como mostrado na Figura 24
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Figura 24 - Perfil de temperatura T4.
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Fonte: O autor, 2019

Com isso, a solucao analitica da equacdo de Poisson V2T = —() seré:
T(x,y) = (Ti— To)(TA + TB) + 1o, onde

Tp(z,y) = 22(A e )>sin(/\nx)sinh()\ny)

Considerando os valores de Ty = 50°C', Ty = 100°C, k = 100~ W ol Q= 4OOOW e
n = 220, foram geradas trés simulagoes com as mesmas malhas do problema de Laplace
(Segao 4.1.1), mostrados na Figura 25. As regides onde se concentram os maiores erros
sao os mesmos do problema de Laplace. No geral, as regioes de maior erro absoluto nas
simulacoes ocorreram nas zonas de maior gradiente da temperatura.

Nas secoes subsequentes serao utilizados procedimentos para verificar a convergéncia
e a veracidade do programa criado com o intuito de solucionar problemas estruturais bi-
dimensionais, primeiramente utilizando um procedimento chamado de Patch Test e, em

seguida, aplicando em alguns problemas classicos da Resisténcia dos Materiais.

4.1.3 Patch Test

Segundo Logan (2012), o patch test pode ser usado para determinar se um elemento
finito utilizado na andlise satisfaz as exigéncias de convergéncia, isto é, o elemento finito
deve estar apto a acomodar tanto o movimento de um corpo rigido quanto o estado de
tensao constante dentro da estrutura. Um elemento finito que passa pelo teste é capaz de

reunir os seguintes requisitos:



Figura 25 - Simulagao do problema de Poisson.
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Figura 26 - Modelo do patch

test.
3 2
®)
5
@ 3
© @
4
@
0 1
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1. Prever o movimento de corpo rigido sem deformacao, quando este estado existe;
2. Prever estados de deformacoes constantes, se eles ocorrerem;

3. Compatibilidade com os elementos adjacentes quando o estado de deformacao cons-

tante existir nos elementos adjacentes;

O teste é realizado aplicando condicoes de deslocamento, deformacao e tensao
em um modelo de elemento finito composto por elementos irregulares (triangulares ou
quadrangulares) de mesmo material, com pelo menos um né dentro deste. Neste trabalho,
foi utilizado um modelo com seis nés, dois deles no seu interior, e com seis elementos como
mostrado na Figura 26. Ele possui lados de dimensoes unitdrias, espessura igual a 0,1 e
as coordenadas do nds 4 e 5 sao, respectivamente, (0,3; 0,4) e (0,55357; 0,67857). Seu
material possui o médulo de elasticidade E igual a 10°Pa e o coeficiente de Poisson v
igual a 0,3.

Como é resumido no trabalho de Felippa (2003b), a ideia essencial do patch test é
que um bom elemento deve resolver problemas simples exatamente, portanto os problemas
resolvidos a seguir possuem seus resultados triviais e o cddigo deve obter exatamente o
mesmo valor. No teste do deslocamento, os nés no contorno (nés 0, 1, 2 e 3) tiveram seus
deslocamentos definidos como: Caso 1 - unitdrio na direcao x e nulo na direcao y, Caso
2 - nulo na direcao = e unitario na direcao y e Caso 3 - unitario em ambas as direcoes.
O que se espera é que os deslocamentos dos nds no interior do modelo acompanhem os
deslocamentos dos nds no contorno e, consequentemente, a tensao/deformagao deve ser
nula.

A Tabela 2 mostra o resultado dos trés casos gerados. A tabela a esquerda in-
dica a numeragao dos nés e seus respectivos deslocamentos e as suas coordenadas depois

da simulacao. Ja a direita demonstra a numeracao dos elementos e suas respectivas de-
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Tabela 2 - Patch test de deslocamento.

>
& oo oo cooc oo coc oo
Q
:
may cooo cococo cooo
s
e co oo cococo co oo
Q|
@ | LB oo oo oo oo oo oo
| &
R
mey oo oo oo oo oo oo
o
T
A& oo oo coc oo oo oo
m N <o oo oo coc oo
[£a)
P~ P~ P~
<+ 2 < 2 < 90
> AR R N s o B I N
~w © © ©
Sa o — —
or—
n
O b~ b~ D~
- o 2 o 23 o o3
W N~ RS — O =5 AN~ S
— s SRV =3
— o —
S
=
)
=S oo oo — o — — = o
<
O
]
—
0
)
DX — = o O O O — = o
Wu N <o AN M <o AN <o
— [a\} ™
o o o
n wn w0
< & &
@) (@) @)

Fonte: O autor, 2019



83

Tabela 3 - Patch test de deformacao.

NG Deslocamento Posigao Elem. Deformagao Tensao
X Yy X Y € €y Vzy Oz Oy Tzy
0 0 0 0 0 0 1 -3,30e-11 | 7,72e-9 | 1,1e+6 | 3,3e+5 | 2,97e-3
1 1 0 2 0 1 1 5,74e-9 | -4,11e-8 | 1,1e+6 | 3,3e+5 | -1,58e-2
Caso 1 2 1 0 2 1 2 1 3,83e-9 8e-9 1,1e+6 | 3,3e+5 | 3,0842
3 0 0 0 1 3 1 -4,1e-11 | -6,93e-9 | 1,1e+6 | 3,3e+b | -2,67e-3
4 0,3 2e-9 0.6 0,4 4 1 -1,497e-9 | 7,38e-8 | 1,1e4+6 | 3,3e+5 | 2,84e+2
5 | 0,553571 3e-9 1,10714 | 0,67857 5 1 -9,72e-9 | -7,43e-8 | 1,1e+6 | 3,3e+5 | -2,86e+2
0 0 0 0 0 0 1,03e-9 1 -4,06e-8 | 3,3e+5 | 1,le+6 | -1,56e-2
1 0 0 1 0 1 -3,9e-11 1 8,4e-10 | 3,3e+5 | 1,1le+6 3,2e-4
Caso 2 2 0 1 1 2 2 1,47¢-9 1 6,8e-8 | 3,3e+5 | 1l,le+6 | 2,62e-2
3 0 1 0 2 3 -3,76¢-9 1 -6,08¢-8 | 3,3e+5 | 1,le+6 | -2,34e-2
4 0 0,4 0,3 0,8 4 3,76¢-9 1 8,71e-8 | 3,3e+5 | 1,le+6 | 3,35¢+2
5 2e-9 0,678571 | 0,55357 | 1,35714 5 -3,50e-11 1 -5,16e-9 | 3,3e+5 | 1,le+6 | -1,98e-3
0 0 0 0 0 0 -7,35e¢-9 | 4,99e-12 1 -8,07e-3 | -2,42e-3 | 3,85e+5
1 0 0 1 0 1 1,27e-11 | -1,23e-8 1 -4,03e-3 | -1,35e-2 | 3,85e+5H
Caso 3 2 1 0 2 1 2 1,73e-8 2,17e-8 1 2,62e-2 | 2,95e-2 | 3,85e+5
3 1 0 1 1 3 -2,03e-8 | 1,05e-11 1 -2,24e-2 | -6,7e-3 | 3,85e+5H
4 0,4 -5e-9 0,7 0,4 4 2,61e-8 1,92e-8 1 3,5le-2 | 2,97e-2 | 3,85e+5
5 10,678571 6e-9 1,23214 | 0,67857 5 2,86e-12 | -1,88¢-8 1 -6,18e-3 | -2,06e-2 | 3,85e+5

Fonte: O autor, 2019

formacoes e tensoes.

Como esperado, os nos 4 e 5 se deslocaram conforme a condicao de contorno
atribuida aos nés no contorno do modelo e tanto a deformacao quanto a tensao no interior
deste ¢é nula, ja que nao existe nenhuma restrigao de deslocamento.

No patch test de deformacao, é verificado se o modelo pode representar o estado
de deformacao constante e ja que as funcgoes de deslocamento para o presente trabalho
sao lineares, a deformacao em cada elemento tem que ser constante. Contudo, nao existe
no programa uma opcao aplicando uma condi¢ao de contorno de deformacao e, portanto,

foi realizado o seguinte procedimento:

Caso 1 - restringe-se o deslocamento dos nés 0, 3 e aplica-se um deslocamento unitario na

direcao positiva de x nos nés 1 e 2, a fim de obter uma deformacao unitaria €,;

Caso 2 - restringe-se o deslocamento dos nés 0, 1 e aplica-se um deslocamento unitario na

direcao positiva de y nos nés 2 e 3, a fim de obter uma deformacao unitaria €,;

Caso 3 - restringe-se o deslocamento dos nés 0, 1 e aplica-se um deslocamento unitario na

diregao positiva de x nos ndés 2 e 3, a fim de obter uma deformacao de cisalhamento

Yy

Devido a deformacao ser unitaria dentro de cada elemento, o deslocamento de cada
no, na direcao da deformacao aplicada, deve entao ser igual a prépria coordenada do né
e isto é apresentado para cada caso na Tabela 3.

Por dltimo, é aplicado o patch test de forca pelo qual, segundo Logan (2012),

verifica que o erro associado com as cargas aplicadas nao ocorrem. O teste funciona da
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Figura 27 - Caso 1 do patch test de

forga.

oc=1Pa

Fonte: O autor, 2019

seguinte forma: Aplica-se uma tensao unitaria em um dos lados do modelo e restrigoes
de deslocamento sao impostas o suficiente para evitar o movimento deste, a Figura 27
ilustra o esquema para o caso 1. Semelhante ao patch test anterior, uma tensao uniforme
e unitaria deve ser obtida dentro de cada elemento e as outras componentes de tensao
devem ser nulas.

Os resultados obtidos para o, = 1 P, (caso 1), o, =1 P, (caso 2) e 75,y = 1 P,
(caso 3) sao apresentados na Tabela 4. Como era de se esperar, a tensao dentro de cada
elemento permanece constante e unitaria. Além da deformacgao na mesma direcao da
tensao aplicada, uma deformacao transversal a carga aplicada é gerada devido ao efeito
de Poisson e seus valores estao de acordo com a lei de Hooke, como é mostrado a seguir.

Da Equagao 100, pode-se calcular as deformacoes em funcao das tensoes aplicadas.

Por exemplo, para a situacao onde o, =1 Pa:

1
&= =(0,—vo)= —(1-0,3x0)=10"°

106

1
€y = %(%‘V%): 1—06(0—0,3><1):3><10_7
Vay = %:%: 0

Tendo em vista que o elemento finito utilizado neste trabalho alcangou os resultados
esperados no patch test, é garantido de que a malha contendo este elemento alcancara
a convergéncia para a solugao conforme esta é continuamente refinada. Para reforcar
esta afirmacao, sao realizadas outras simulacoes de problemas estruturais com solugoes

analiticas conhecidas.
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Tabela 4 - Patch test de forca.

NG Deslocamento Posicao Elem. Deformagao Tensao
X y X y €x €y Vay Oz | Oy | Tay
0 0 0 0 0 0 le-6 -3e-7 2,96e-14 | 1 | 0 | O
1 le-6 0 1 0 1 le-6 -3e-7 -39e-14 | 1 | 0 0
Caso 1 2 le-6 -3e-7 1 1 2 le-6 -3e-7 48314 | 1 | 0 0
3 0 -3e-7 0 1 3 le-6 -3e-7 -1,02e-15| 1 | 0 | O
4 3e-7 -1,2e-7 0,3 0,4 4 le-6 -3e-7 6,19e-14 | 1 | 0| O
5 | 5,54e-7 | -2,04e-7 | 0,55375 | 0,67857 5 le-6 -3e-7 -6,76e-14 | 1 | 0 | O
0 3e-7 0 0 0 0 -3e-7 le-6 -475e-14 | 0 | 1 | O
1 0 0 1 0 1 -3e-7 le-6 191e-14 | O | 1 | O
Caso 2 2 0 le-6 1 1 2 -3e-7 le-6 542e-14 | 0 | 1 | O
3 3e-7 le-6 0 1 3 -3e-7 le-6 -565e-14| 0 | 1 | O
4 | 2,1e-7 4e-7 0,3 0,4 4 -3e-7 le-6 53e-14 | 0 | 1 | O
5 | 1,34e-7 | 6,79-7 | 0,55357 | 0,67857 5 -3e-7 le-6 1,02-14 | 0 | 1 | O
0 0 0 0 0 0 -2,2e-14 | 1,3e-17 2,6e-6 0|01
1 0 2,6e-6 1 0 1 3,29e-17 | -3,59e-14 | 2,6e-6 01011
Caso 3 2 0 2,6e-6 1 1 2 4,56e-14 | 4,89e-14 2,6e-6 0|01
3 0 0 0 1 3 -5,05e-14 | -1,05e-14 | 2,6e-6 0|01
4 0 7,8e-7 0,3 0,4 4 6,65e-14 | 4,84e-14 2,6e-6 010711
5 0 1,44e-6 | 0,55357 | 0,67857 5 7,44e-18 | -541e-14 | 2,6e-6 010711

Fonte: O autor, 2019

4.1.4 Forga de corpo

No caso de problemas estaticos onde existe apenas forcas de corpo distribuidas, a
forca gravitacional é a tnica forca atuante no objeto. Considere uma chapa de 1 metro
de largura e 5 metros de comprimento engastada na parte superior.

Pela equacao do equilibrio (Equagao 12), as forgas internas agindo nas areas geram,
no limite, o equilibrio do ponto material. Para este caso, tem-se que:
dao,

— —pg=0 148
dy Py (148)
considerando que as outras componentes de tensoes serao nulas (o, e 7,,). Essa equacao

diferencial é resolvida por integracao direta como

o, = pgy + constante (149)
sob a seguinte condi¢ao de contorno:

o,=0emy=0 (150)

o que implica que a constante é nula. Para simplicidade do problema, considere que

pg = 1000 % e E = 10°% Pa. No engaste, o valor da tensao normal serd méxima e igual
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Figura 28 - Malha da chapa com 526

elementos.
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Fonte: O autor, 2019

o, = 1000 x 5 = 5000 Pa. (151)

Foram realizadas cinco simulagoes onde a quantidade de nds na regiao engastada
variou (regido de interesse). A Figura 28 exemplifica uma malha contendo 526 elementos
e 301 nés, dentre os quais 21 nos estao localizados em y =5 m . O grafico da Figura 29
demonstra que o continuo refinamento da malha faz com que a solugdo numérica convirja

para a solucao tedrica, como dito anteriormente naSecao 4.1.3.

4.1.5 Chapa com furo circular

Uma outra aplicagao do cdédigo estrutural.py é o célculo de tensoes méaximas em
geometrias com concentradores de tensoes. Segundo Pilkey e Pilkey (2008), a presenga
de filetes de rebaixo, rasgos de chaveta, furos, ranhuras, etc., resultam na modificacao da
distribuicao de tensoes nos elementos, isto ¢, aumentam o valor da tensao nestas regioes.

O concentrador de tensao é medido pelo fator de concentracao de tensao K; que
¢ definido pela razao entre a tensao maxima e a tensao média. Contanto que K; seja

conhecido e a tensao média seja calculada por o, = %, onde A é a menor drea de secao
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Figura 29 - Forca peso - solucao tedrica X solucao

numérica.
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Fonte: O autor, 2019

transversal, entao a tensao maxima na secao transversal sera

P
Omaz = Ki— 152
mazx tA ( )
Considere uma chapa retangular com 30 ¢m de comprimento, 10 ¢m de altura,
espessura de 1 em e com um furo central de 3 ¢m de diametro. Uma tensao normal igual
a 10 M Pa ¢é aplicada nas laterais da chapa. Para calcular a tensao média, primeiramente
deve-se saber o valor da forca aplicada P. Dito isso, a tensao média pode ser calculada

Ccomo

_ 0Ar  o(Ht)
Omed — A - (H _ d)t (153)

onde 0 = 10 M Pa, H é a altura, t é a espessura da chapa e d é o diametro do furo.
A férmula de K, para esta situagao, segundo (PILKEY; PILKEY, 2008), é

K, =2+0,284 1—i —0.6 1—i 2+1 32 1—i ’ (154)
b : H ‘ H : H

e o seu valor para os dados conhecidos de H e d é, portanto, 2,3576. Logo, a tensao
maxima calculada serd de 33,6799 MPa, valor que sera utilizado como referéncia nas
simulagoes a seguir.

Para este problema, foram simulados 7 malhas das quais a quantidade de nés na
borda do furo é maior do que no restante da chapa, ja que é de conhecimento prévio que

a tensao maxima ocorrerd nesta regiao. Um exemplo da malha é mostrada na Figura 30,
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Figura 30 - Simulagao sob tensao constante.
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Fonte: O autor, 2019

juntamente com a distribuicao de tensao.

A Figura 31 demonstra o progresso da solugao numérica ao passo que o nimero de
elementos aumenta. Mesmo que a convergéncia nao ocorra da mesma maneira que a da
Figura 29, a solu¢cao numérica tende continuamente para a solugao teérica, como previsto

na Secao 4.1.3.

Depois de validado os codigos termico.py e estrutural.py, é construido o cédigo
hibrido.py que, além de calcular as mesmas variaveis que os dois codigos anteriores, calcula
a distribuicao de tensoes devido a variacao de temperatura. A sua construcao se deve pela
uniao de partes dos cédigos verificados anteriormente e, portanto, nao serao realizados os

mesmos testes para o hibrido.py.

4.1.6 Tensoes térmicas

Nesta secao sera verificada a eficiéncia do novo cédigo para a obtencao da distri-
buicao de tensoes devido a diferenca de temperatura. No primeiro teste sera utilizado
uma chapa com dimensoes 0, 254 x 0,102 x 0,006 m, sob condi¢oes de deslocamento nulo
e temperatura de 60 °C' nas laterais e condicao de fluxo de calor nula nas faces superior
e inferior. A temperatura inicial é de 20 °C'. O material da chapa possui um modulo de

elasticidade F igual a 207 GPa, coeficiente de expansio térmica o = 11,7 x 1076 L/c e
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Figura 31 - Chapa com furo - solu¢ao tedrica X solugao

numérica.
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Fonte: O autor, 2019

coeficiente de Poisson de 0,292.

Por se tratar de um problema mais complexo, foi utilizada a ferramenta de analise
ANSYS Workbench como uma fonte de comparacao de resultados. O ANSYS é um
programa de simulagao de problemas em engenharia, envolvendo andlise estrutural, flui-
dodinémica, eletromagnética e multifisica (ESSS, 2017). Ele também utiliza o MEF como
forma de solucionar os problemas, portanto a porcentagem relativa a diferenga dos resul-

tados obtidos pelo ANSYS e pelo hibrido.py serda denominada de ”diferenca relativa”.

4.1.6.1 Numa chapa plana com gradiente de temperatura constante

Foram realizadas seis simulacoes, tanto no ANSYS quanto no cédigo hibrido.py,
onde a quantidade de elementos na malha variou entre 998 e 10000. A Figura 32 mostra
o progresso da tensao média e maxima nos dois programas onde, na tultima simulagao, o
diferenca relativa da tensao média é de 0, 185% e a diferenga relativa da tensao maxima é
de 8,435%. A magnitude desta diferenca da tensao maxima se deve pelo fato da imprecisao
do hibrido.py proxima as regioes de mudanca de condicao de contorno, como também
relatado nos problemas térmicos. Além disso, a ferramenta ANSYS Workbench calcula
as deformagoes e tensoes dentro do elemento utilizando pontos de integracgao, diferente ao
modo do cédigo hibrido.py, de modo que os resultados das variaveis secundérias terao uma

melhor precisao mesmo escolhendo um elemento triangular linear no pré processamento.

Na malha com 10000 elementos, foram obtidos os valores das tensoes de Von Mises

em quatro pontos aleatorios da malha, a fim de verificar a convergéncia dos resultados



Figura 32 - Tensao de Von Mises no ANSYS e no hibrido.py.
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Tabela 5 - Tensao de Von Mises na malha com 10000 elementos.

10000

x (m) |y (m) | ANSYS (MPa) | hibrido.py (MPa) | Diferenca (%)
0,0209 | 0.0176 104,61 106,25 -1,568
0,0548 | 0,0791 100,12 101,147 -1,026
0,1247 | 0,0527 103,06 103,132 -0,0698
0,2122 | 0,03847 102,92 103,2 -0,272

Fonte: O autor, 2019

Figura 33 - Tensao de Von Mises nos pontos selecionados.
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Figura 34 - Malha refinada no Ansys.
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Fonte: O autor, 2019

entre os dois programas. Os dados disponiveis na Tabela 5 mostram que as tensoes foram
proximas nos pontos selecionados, tendo como o ponto de maior diferenca relativa aquele

proximo ao vértice da chapa, como mostra a Figura 33.

4.1.6.2 Numa chapa furada com gradiente de temperatura variado

Neste segundo teste sera utilizado a mesma chapa do teste anterior, sé que com
um furo passante no centro desta, com um diametro de 0,03 m. Além disso, as condi¢oes
de temperatura constante no lado esquerdo e direito serao, respectivamente, de —18 °C' e
38 °C'. As demais superficies sao isoladas termicamente. Antes de colocar a chapa entre
as paredes, a temperatura inicial desta era de —18 °C.

Estas condic¢oes térmicas geram um perfil linear de temperatura na direcao do eixo
x, consequentemente as deformagoes térmicas variarao linearmente na direcao x. Devido
a restricao de sua expansao, a chapa sofrera tensoes térmicas de diferentes magnitudes
em cada secao transversal, diferentemente da situacao onde a chapa com furo central foi
submetida a uma tensao constante. Com isso, seria inviavel obter uma solugao analitica
da mesma maneira que foi o problema da Secao 4.1.5.

Gerou-se uma malha no ANSYS com 24906 elementos triangulares e 12870 nos
distribuidos sobre a chapa (Figura 34), sendo esta refinada na borda do furo, e a partir
desta malha foram retiradas as informagcodes sobre o deslocamento e a tensao de Von Mises
em volta do furo para serem usadas como parametro de resultado.

Com o cédigo hibrido.py, foram gerados sete simulagoes onde o niimero de elemen-
tos variou ao longo da borda do furo entre 30 (3312 elementos no total) e 360 (13494
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Figura 35 - Convergéncia da tensao de Von Mises na

regiao do furo.
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elementos no total). A convergéncia da tensdo maxima no furo, pelo critério de Von Mi-
ses, ¢ mostrada na Figura 35. A tensao obtida pelo cédigo aumenta conforme é acrescido
o numero de elementos, até 8572 elementos. Depois disso, ocorre pequenas oscilagoes no
valor da tensao até 13494 elementos, onde a diferenca relativa é de 0,4568 % . A Figura 36
mostra o perfil de tensao ao longo da borda do furo nesta malha.

Da mesma forma, o valor do deslocamento dos nés no contorno do furo tendeu
para os resultados obtidos pelo programa Ansys. As Figuras 37 e 38 comparam o perfil
de deslocamento na direcao z e y, do qual a diferenca relativa, tanto para o valor maximo

quanto para o valor minimo, é menor do que 1 %, na malha com 13494 elementos.
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Figura 36 - Perfil de tensao de Von Mises.
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Fonte: O autor, 2019

Figura 37 - Perfil de deslocamento na diregdo x na malha com 13494 elementos.

(a) Perfil no hibrido.py. (b) Perfil no Ansys.
Fonte: O autor, 2019

Figura 38 - Perfil de deslocamento na direcao y na malha com 13494 elementos.

(a) Perfil no hibrido.py. (b) Perfil no Ansys.
Fonte: O autor, 2019
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Figura 39 - Malhas com diferentes concentradores de tensoes.
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Fonte: O autor, 2019

4.2 Estudo de caso

Nesta secao serd investigada o efeito de concentradores de tensoes de diferentes
formas geométricas, sujeitos as tensoes térmicas de compressao.

A chapa e as condi¢oes de contorno sao as mesmas utilizadas na secao anterior
(Secao 4.1.6.2) e, como referéncia de resultados, foram utilizados os valores obtidos na
malha com 10396 elementos (240 elementos na borda do furo), malha na qual a tensao de
Von Mises foi proxima ao do programa ANSYS.

Foram escolhidas quatro formas geométricas para representar um concentrador
de tensdao com um didmetro equivalente (diametro hidrdulico) ao do furo circular da
Secao 4.1.6.2. Os modelos com esses concentradores estao dispostos na Figura 39, jun-
tamente com a malha. As malhas nao possuem a mesma quantidade de elementos no
seu dominio, no entanto foi mantido o mesmo nimero de elementos na borda do furo
semelhante ao modelo de referéncia.

A distribuicao de temperatura (& esquerda) e de deslocamentos dos nés (a direita )
em cada chapa estao apresentadas na Figura 40. O formato dos furos nao desfigura o perfil
da temperatura no seu entorno, existem apenas pequenas variacoes desta nas laterais do
furo, mais perceptiveis no rasgo quadrangular.

Nas figuras que representam o perfil de deslocamento, foram adicionadas setas es-
curas que evidenciam o sentido de deslocamento dos nés. Com excegao do furo triangular,
o perfil de deslocamento de todos os concentradores sao simétricos em relagao ao eixo r,
como consequéncia da simetria do préprio concentrador. Outro detalhe a salientar é que

as regioes de maior deslocamento ocorrem nos polos e a esquerda do furo, fazendo com
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que este fique mais estreito na direcao . No entanto, o concentrador eliptico nao permite
tal comportamento, fazendo com que as areas de maior deslocamento sejam nas bordas
da chapa, acima e abaixo do do furo.

Com relagao a distribuicao da tensdo de Von Mises na chapa (Figuras 41b, 41d, 41f,
41h e 41j), é possivel visualizar que os concentradores de tensoes com formato hexagonal,
triangular e quadratico geram tensoes no seu entorno acima da tensao que é gerada nos
vértices da chapa no lado esquerdo, devido ao alto gradiente de temperatura que é imposto.
Particularmente na regiao do furo, estes concentradores produziram tensoes, no minimo,
142 % acima da tensao de referéncia (tensao de Von Mises méxima no furo circular), isso
se deve ao fato da mudanca de secao nestes concentradores de tensoes serem mais bruscas.

Por outro lado, o furo de secao eliptica obteve a menor tensao maxima de Von
Mises dentre todas, 40,8568 % a menos do que a tensao de referéncia. Isso ocorre por
causa da suave variacao de secao na direcao do eixo z, fato que nao ocorreria se o eixo
maior da elipse estivesse coincidindo com o eixo y da chapa.

Foram gerados também graficos que representam o progresso da tensao de Von
Mises (Figura 42) nos eixos horizontal e vertical, que se cruzam no centro da chapa,
como ¢é mostrado nas Figuras 41b, 41d, 41f, 41h e 41j. Exceto pelo furo triangular, é
possivel perceber um certo padrao entre os graficos, em ambas as direcoes. No sentido
crescente do eixo x, a tensao decresce até chegar na regiao préxima ao concentrador de
tensao, fazendo com que a tensao cresca de forma acentuada. Passando pelo furo, a
tensao decresce intensamente e sobe até um certo valor do qual é proxima a tensao sem
o concentrador. Na direcao y, a tensao cresce de maneira exponencial até o seu valor
méximo (apresentados nas Figuras 41a, 41c, 41e e 41i) e decresce da mesma forma. No
entanto, a curva da tensao no furo eliptico tende a ser mais linear do que as outras curvas,

provavelmente provocado formato da secao deste.



96

Figura 40 - Distribuicao de temperatura e de deslocamento nos nés com diferentes

concentradores de tensoes.
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Figura 41 - Distribuicao de tensoes no furo e na chapa.
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Figura 42 - Tensao de Von Mises em corte.
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CONCLUSAO

No presente trabalho desenvolveu-se um cédigo computacional para uma analise
térmica, estrutural e termoestrutural, em regime estacionéario e bidimensional, do qual
foi desenvolvida em linguagem de programacao Python e utilizando o Método dos Ele-
mentos Finitos. Além disso, foram apresentados os conceitos da Mecanica dos Sélidos,
da Transferéncia de Calor e do MEF. Com os cédigos desenvolvidos, foram verificados
os seus resultados através da comparacao de solucoes analiticas, exatas e aproximadas, e
através de um software de simulagao numérica comercialmente conhecido.

A utilizacao de simulagdes numéricas possibilita, além de baratear o processo de
desenvolvimento ou andlise de um projeto, diminuir a velocidade com que o resultado
desta é obtido. Métodos numéricos surgiram para facilitar e/ou melhorar o desenvolvi-
mento destas simulagoes e as linguagens de programacao existentes atualmente tornaram
esta ferramenta mais acessivel e facil de serem construidas. Isso contribui positivamente
para o surgimento de novos tipos de programas de simulagoes numéricas mais especificos
para um determinado problema, diminuindo o seu tempo de execugao e seu tamanho
computacional, além de torna-lo disponivel para possiveis modificagoes e otimizagoes.

As simulagoes de validacao realizadas neste trabalho, para os trés codigos, mostra-
ram que o método e o modelo utilizado foram capazes de reproduzir o comportamento
real de um problema de engenharia em regime estacionario, mesmo utilizando elementos
menos precisos, como é o elemento finito triangular linear. Nas simulagoes dos problemas
térmicos, verificou-se que o pico do erro absoluto ocorreu nas regioes onde o gradiente
de temperatura ¢ maior. Como forma de melhorar os resultados obtidos, o refinamento
da malha foi necessario e, devido a natureza do MEF, em alguns problemas a malha foi
refinada nas regioes de interesse de andlise.

Além das validacoes, um estudo de caso foi realizado com o intuito de investigar
a consequéncia de concentradores de tensoes de diversas geometrias, sob condicoes de
contorno de temperatura e deslocamento. Considerando que o codigo criado hibrido.py
foi validado anteriormente, os resultados adquiridos do estudo de caso demonstraram que
os concentradores que possuem vértices geraram tensoes de Von Mises muito acima da
tensao de referéncia. Em contrapartida, com o concentrador de formato eliptico, a regiao
do furo obteve uma queda de tensao de, aproximadamente, 41 %.

Com isso, o objetivo deste trabalho, que era de desenvolver uma ferramenta para
uma analise termoestrutural e aplicd-lo em um problema de engenharia, foi alcangado.
Os algoritmos aqui criados estao disponiveis no site GitHub, clicando aqui. Para dar

continuidade a este trabalho, algumas ideias de pesquisas futuras sao sugeridas abaixo:

e Desenvolver este trabalho utilizando uma funcao de aproximacao de ordem superior.


https://github.com/JoseGomesBR/Analise-TermoEstrutural
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Expandir os cédigos para problemas tridimensionais.
Adaptar os codigos para problemas em regime transiente.
Otimizar este trabalho criando suas instrugoes em modulos.

Desenvolver este trabalho considerando fluxo de calor por radiacao e fonte de calor

pontual.
Realizar refinamento baseado em gradientes dos campos de interesse.
Reproduzir o estudo de caso com outras formas geométricas e em outros arranjos.

Reproduzir o estudo de caso de forma experimental, com o objetivo de validar a

analise numérica.
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APENDICE A - Relagoes de Integragao

A.1 Integracao por partes

A integragao por partes é, frequentemente, usada na formulacao das integrais de
equacoes diferenciais e é uma ferramenta de calculo muito importante, que permite trans-
ferir a diferenciagdo de uma fungdo para outra na integral. Sejam u, v, e w fungoes

diferenciaveis na coordenada x. Entao, a integracao por partes pode ser escrita da forma:

b do b b du b
/auadx:/audv:—/QUde—k[uv]a (155)

A equacao acima pode ser deduzida facilmente através da regra do produto da

diferenciacao. Fagamos a utilizacao da regra do produto nas fungoes u e v,

i(uv) = u% + d_u
dx - dz  dz
entao,

dv d du

ua = a(uv) - @U

Integrando ambos os lados no intervalo de [a, b], obtemos

b b b
/auj—:cdm:/a %(uv)dw—/a j—Zvdm
b
d
:[uv]g—/a ﬁfu dx

que é a mesma expressao da Equagao 155.

Agora, considere esta expressao para demonstrar a passagem de diferenciacao.

b QP b d [du
— dr = — (=) 4
/a Va2 /a Yz (dx) v

b do du
—/a wa dx, sendo v = 1

i
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Utilizando a Equacao 155 na equacao acima

/bw% de = — /bvi—;u dx +w(b)v(b) — w(a)v(a)

b du dw du du

=~ | T et ) —wle)ga) (156)
u dw b2 U u
jx ((1133 v / “’% dz + wla )jx(a) - @U(b)%(b) (157)

e para integrais que possuem no seu integrando equagoes diferenciais de quarta ordem,

temos
b 34 b 2 2
d*w d d“w
/av@dx:/avﬁ(@) d..'['
b d2 d2
= /a Ud_:L‘Z dx, sendo u = d—;;j

Dessa forma, pode-se utilizar a Equacao 156, com w = v, para expandir a integral do lado

direito da equacao acima,

b vdu u u
/ v— dx = / d—d— dx + (b)j—x(b) - v(a)j—x(a)

e em seguida, utilizar a Equacao 157, com u = v e w = u, na primeira integral do lado

direito para chegar em

/a v% dx = /a u% dx + u(a)i—i(a) — u(b)j—z(b) + v(b)j—i(b) — U(a)j—Z(a)

d2w

.7 ha expressao acima e obtemos a

Por dltimo, retornamos com o real valor de u =

seguinte equacao:

b4 b 12, 12 2 2
d*w d*w d“v d*w,  dv d“w ,  dv
— dx ——d —(a)— b)—
/ U dat o dx? dax? Sl da? (a)dx( @) - d:z:?( )dx< )
dBw 3w
Foh) T (0) — () g (@) (158)

As Equacgoes 155, 156 e 158 sao tuteis na formulacao fraca de equagoes diferenciais

de primeira, segunda e quarta ordem, respectivamente.
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A.2 Teoremas do Gradiente e do Divergente

Em casos bi e tridimensionais, a integragao por partes é mais conhecida como os
teoremas do gradiente e do divergente. Facamos V e V? representarem, respectivamente,
o operador gradiente e o operador laplaciano no sistema de coordenadas cartesianas em

trés dimensoes (z,y, 2):

L0 0 -0 2 P
_;Y 39 9 2 _ g .v_4Y v 9
Ve gy, TR VEV V= aa et oz

onde i,j e k representam os vetores base unitarios ao longo dos eixos x, y e z, respecti-
vamente. Seja F'(z,y) uma func¢do escalar continua no dominio © e G(z,y) uma funcao

vetorial continua no mesmo dominio que F', o teorema do gradiente diz que

/ VF dQ = an dr (159)
Q T

que € igual a

\OF LOF . OF S
el + k28 a0 = 4 nyj+ k) Fdr
/Q(‘a iy 8z) d 7{(”30””@/””2) d

E o teorema do divergente diz que

/VGdQ:]fﬁ.Gdr (160)
Q r

G, 0G, 0G,
0= T
/Q<8a: + 3y + 8z> d j{(nxGx—irnyGy—l—nsz) d

O sinal (-) na Equagao 160 e no operador laplaciano representa o produto escalar
entre vetores. n é o vetor unitario normal a superficie I' do dominio €2, e n,, n, e n, (G,
Gy e G,) sao as componentes retangulares de n (G).

As identidades seguintes sao as relagoes apresentadas no Apéndice A aplicadas
nos teoremas aqui apresentados. Sejam w e G fungoes escalares definidas no dominio

bidimensional €2, entao

/Q(VG)w aQ = — /Q (Vw) G dQ + 7{ AGw ds (161)

r

(S

/ (V*G)w dQ = —/ Vw - VG dQ + j{ —w ds (162)
Q Q
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onde 6—‘1 é o operador da derivada normal,

9 _hv=nl i
on - Tor nyﬁy
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APENDICE B - Célculo Variacional

O célculo variacional é um problema matematico que consiste em buscar maximos
e minimos (relativos) de fungdes continuas definidas sobre algum espago funcional. Ele é
uma generalizacao do calculo elementar de maximos e minimos de fungoes reais de uma
variavel pois, ao invés de lidar com funcoes reais de variaveis independentes, ele faz uso
de funcionais. Esse assunto é bem extenso, entao sera resumido aqui alguns conceitos de

grande importancia na resolucao de problemas diferenciais.

B.1 Funcional

Quando a formulagao variacional de problemas continuos sao o foco de estudo,
geralmente sao encontradas fungoes de variaveis dependentes em que, elas mesmas, sao
funcoes de outros parametros, tais como o tempo, a posicao, etc. Algumas expressoes,
em particular, de integrais de varidaveis dependentes e de suas derivadas sao de grande
interesse e tais expressoes sao chamadas de funcionais. De uma forma mais simples, um
funcional é uma funcdao de funcoes.

Um funcional / é um mapeamento (ou operador) de um espago vetorial U para o

espago de nimeros reais R. Entao, se u € U, entao I(u) é um nimero real.
1:U—R

Note que I é um operador e I(u) é um funcional. A expressdo mostrada abaixo é um

exemplo de funcional.

L d d2
I(u) = /0 lau(z) + bu'(z) + cu(z)] dz, u' = ﬁ, ' = d—;; (163)

Um funcional I(u) ¢ dito ser linear se, e somente se,
I(au + pv) = al(u) + BI(v)

para V «, 8 € R e varidveis dependentes u e v. Um funcional B(u,v) é dito ser bilinear

se, e somente se, ele for linear em ambos os seus argumentos:

B(auy + Bug,v) = aB(uy,v) + 8B (ug,v), (linearidade no 1° argumento)
B(u, avy + fug) = aB(u,v1) + fB(u, vs), (linearidade no 22 argumento)
B(a.u,v) = aB(u,v) = B(u,av)
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onde u, uy, us, v,v; € V9 sao variaveis dependentes. Um exemplo de funcional bilinear é da

forma
L Qudv Fdv du
B = ——dx = —a— dr =B
(au,v) /0 e dx /0 L dx (u, av)
paraVa € R.

O funcional bilinear B(u, v) pode também ser simétrico em seus argumentos u e v

B(u,v) = B(v,u)

e o funcional B(au,v) mostrado acima ¢ um exemplo disso.

B.2 Operador Variacional

Considere um funcional F' = F(z,u,u’). Para um valor fixo e qualquer de z, F
estard em funcao de v e u’. A troca de av por u, onde o é uma constante e v é uma
funcao de x, é chamada de variacdo de u e é representada por du.

Este 0 é chamado de operador variacional e du representa uma variagao admissivel
na funcao u para um valor fixado da variavel independente x. E claro que para regioes
onde u é especificado (geralmente no seu contorno), nao pode ocorrer uma variagao da
funcao, isto é, du deve satisfazer as condigoes de contorno essencial para u (por exemplo,
u(0) = up — ou(0) = 0). Essa variacao du é imaginaria e tem especial importancia em
problemas que sao resolvidos por métodos variacionais, como o principio dos trabalhos
virtuais na mecanica.

Uma variagao na fungao u acarretard, consequentemente, numa variagao na fungao
F'. Semelhante a diferenciacao total de uma funcao de 2 variaveis, a variacao de F' com

relacao a u ¢ definido por:

oF oF _,
OF = %(ht + %5’& (164)

Perceba a analogia entre a variagao de F' (Equagao 164) e a diferenciagao de F
(Equacao 165),
oF oF OF

dF = %dx + %du + %du' (165)

Ja que x nao muda durante a variacao de u para u + du, dr = 0 e a semelhanca se
torna evidente. Entao é como se o operador ¢ agisse como um operador diferencial com

respeito as variaveis dependentes. As leis de soma, diferenca, produto, divisao, poténcia,
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entre outras operacoes de variacao sao completamentes analogas as leis correspondentes

da diferenciagdo. Sendo Fy = Fi(u) e Fy = Fy(u), entao

5(F1 :I: FQ) - (SFl :i: 5F2
(5(F1F2) - 5F1 F2 + F1 6F2

s(F _ 00 B+ Fy OB
) F3

S[(F)"] = n(F)""! 6F,

Além disso, o operador variacional pode comutar com os operadores diferencial e
integral, contanto que as variaveis independentes estejam fixas.
d d dv du

a((Su) = ﬁ(av) =a == o' = (55

/ab Su(z)dz = 5/abu(x)dx
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