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Resumo do Projeto de Graduagao apresentado a Escola Politécnica/UFRJ como

parte dos requisitos necessarios para a obtencao do grau de Engenheiro Mecanico

METODO DE ELEMENTOS FINITOS EM PYTHON COM A ABORDAGEM
LAGRANGIANA EULERIANA PARA AS OSCILACOES DE UM CILINDRO
EM UM ESCOAMENTO TRANSVERSAL

Jéssica Aparecida Silva

Novembro,/2020

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos

Programa: Engenharia Mecanica

O presente projeto de graduacao consiste no desenvolvimento de um codigo
numérico em linguagem Python para movimentagao de um cilindro utilizando uma
abordagem lagrangiana-euleariana (LEA), estando esse cilindro sujeito a um carre-
gamento devido ao escoamento transversal. Para atingir esse objetivo, utilizou-se o
Método de Elementos Finitos para discretizagao da equagao de Corrente Vorticidade
que deriva da equacao de Navier-Stokes. Para validacao da metodologia aplicada,
foram realizadas simulagoes para comparacao entre a resposta numérica e ao ajuste
de curva realizado em Shih at al. [I] do caso cldssico de Lid Driven e também a
comparagao entre a solucao numérica e a analitica para o escoamento entre placas
planas. A partir da validacao do cédigo numérico, foram realizadas simulacoes de
mais 4 cendarios: escoamento ao redor de um cilindro em um canal, escoamento ao
redor de um cilindro com paredes afastadas, escoamento ao redor de um cilindro sem
nenhuma parede ao seu redor e por fim, escoamento ao redor de um cilindro livre
para vibrar. Todas as simulacoes tiveram técnicas de refinamento de malha tendo
como condic¢ao de parada o erro entre as solugoes. Além disso realizou-se inclusao de

uma matriz de estabilizacao para corrigir erros de instabilidade numérica causados



pelo termo convectivo. Os resultados obtidos neste trabalho foram satisfatérios e o
modelo numérico se mostrou coerente com o modelo fisico proposto de forma que o
objetivo do trabalho foi atingido. Portanto, o cédigo numérico demonstrado neste
trabalho pode ser considerado um modelo numérico confiavel, estavel e acurado para
a movimentacao do cilindro quando submerso em um escoamento e este coédigo esta
disponibilizado no apéndice A como ferramenta para uso da comunidade académica

e profissional.
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ALE-FE METHOD IN PYTHON FOR AN OSCILLATING CYLINDER IN A
TRANSVERSAL FLOW
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November/2020
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The present graduation project consists of the development of a numerical code
in textit Python language for the movement of a cylinder using a Lagrangian Eu-
learian approach (ALE), which cylinder is subject to loading due to transversal flow.
To achieve this goal, the Finite Element Method was used to discretize the Vorticity
Current equation that derives from the Navier Stokes equation. To validate the ap-
plied methodology, simulations were carried out to compare the numerical response
and the curve fit performed in Shih at al. [I] of the classic case of Lid Driven and
also the comparison between the solution numerical and analytical data for flow be-
tween flat plates. From the validation of the numerical code, simulations of 4 more
scenarios were carried out: flow past a cylinder in a channel, flow past a cylinder
with far walls, flow past a cylinder without wall effects and finally, flow around a
free cylinder with vibration. All simulations had mesh refinement techniques with
error between the solutions as a stop condition criterium. In addition, a stabilization
matrix was included to correct errors of numerical instability caused by the convec-
tive term. The results obtained in this work were satisfactory and the numerical
model was consistent with the proposed physical model so that the objective of the

work was achieved. Therefore, the numerical code demonstrated in this work can
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be considered a reliable, stable and accurate numerical model for the movement of
the cylinder when submerged in a flow and this code is available in Appendix A as

a tool for the academic and professional community.
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Capitulo 1

Introducao.

1.1 Motivacao.

Os fendmenos de interacao fluido-estrutura (FSI) descrevem o acoplamento de
entre fluidodinamica e a mecanica estrutural. Na engenharia essas interacoes se
manifestam em diversas areas como por exemplo na agao do escoamento do ar em
torno de um aerofdlio, o escoamento ao redor de dutos submarinos na industria

off-shore, trocadores de calor, dentre outras aplicagoes.

Figura 1.1: Exemplos de interagoes fluido-estrutura com escoamento ao redor de

uma hélice de turbina (a) e de uma asa de aviao (b) [2].

Dentre os diversos fenomenos de interagao fluido-estrutura temos a vibracao indu-
zida por vortices (VIV). Este fenomeno descreve que o escoamento de um fluido ao
redor de um corpo gerara uma esteira de vortices que induzird uma vibragao neste

corpo. Quando a frequéncia de desprendimento de vértices e a frequéncia natural do



corpo se aproximam (fs ~ fnq) observa-se um ganho na amplitude do movimento
de vibracao. Tendo esse ganho em vista, o estudo do fenomeno se torna importante
no dimensionamento da estrutura para que essa suporte os esfor¢os, aumentando
a confiabilidade do projeto. Na figura abaixo temos o caso classico de FSI, que
consiste em um corpo cilindrico submerso em um escoamento livre para vibrar no

plano xy.

o
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Figura 1.2: Interacao fluido-estrutura de um cilindro submerso em escoamento.

Outra motivacao para a escolha do tema abordado neste trabalho consiste no
crescente aumento do uso de simulagao numérica em projetos de engenharia. Tendo
isso em vista, a simulacao numérica tem demonstrado pontos positivos no que tange
na obtencao de um maior grau de confiabilidade dos resultados e melhor uso de
investimento financeiro no desenvolvimento de prototipos durante o desenvolvimento

de um projeto.

Com o aumento do uso de simulacoes numéricas, o estudo utilizando a equagao de
Navier — Stokes se tornou uma realidade para a engenharia, proporcionando assim
a possibilidade de estudos do acoplamento como um modo de prever melhorias na

integridade de componentes estruturais.

Neste trabalho, tem-se como propdsito a investigacao do fendmeno de acoplamento
entre o escoamento de fluido ao redor de um corpo rigido, cilindrico, apoiado em
base elastica sujeito a um escoamento com baixo nimero de Reynolds. A simulagao

é realizada utilizando o modelo numérico que usa a formulacao corrente vorticidade



para descrever as equacoes de Navier — Stokes com a sua discretizacao em elemen-
tos finitos pelo Método de Galerkin e a utilizagao de uma abordagem abordagem

Lagrangiana euleriana arbitraria (LEA) para seguir o movimento do cilindro.

1.2 Organizacao do trabalho.

Este trabalho possui uma estrutura desenvolvida de modo que no capitulo 2 é feita
a revisao bibliogréafica sobre a histéria do desenvolvimento do Método de Elementos
Finitos (MEF) e da dinamica dos fluidos computacional (DFC). Além disso, esse
capitulo aborda os estudos realizados sobre vibragao induzida por vértices (VIV) e

interacao fluido-estrutura (FSI).

No capitulo 3, a fundamentacao tedrica do problema e a metodologia do MEF,
bem como da Abordagem Lagrangiana Fuleriana sera aplicada a fisica. Em seguida

sao descritas as equacoes do fendomeno fisico e é demonstdado a sua discretizacao.

O capitulo 4 traz simulagoes realizadas para a validagao do cédigo desenvolvido.
Para isso comparou-se o c6digo desenvolvido com casos classicos como o escoamento

Lid Drive e o escoamento entre placas planas que possui solugao analitica.

Por fim, no capitulo 5 é demonstrado os resultados obtidos para 4 cenarios: esco-
amento ao redor de um cilindro em um canal, escoamento ao redor de um cilindro
com paredes afastadas, escoamento ao redor de um cilindro sem nenhuma parede
ao seu redor e por fim, escoamento ao redor de um cilindro livre para vibrar. Sendo
esse ultimo, o principal objetivo deste trabalho. Por fim, nos resultados sao demons-
trados como a malha se movimenta de acordo com o avanco temporal. O cédigo

desenvolvido durante todo o trabalho é disponibilizado no apéndice A.



Capitulo 2

Revisao Bibliogratfica.

2.1 Elementos finitos.

Nos diversas areas da engenharia temos fenomenos que sao modelados por equacoes
diferenciais parciais (EDP’s), como por exemplo a mecanica estrutural e a fluido-
dindmica, conforme demonstrado em Congro [9]. Para geometrias e condigoes de
contorno e/ou iniciais relativamente simples, as equagoes diferenciais parciais podem
ser reduzidas a uma forma solucionavel. Entretanto, solucionar essas equacoes para
geometrias complexas através de métodos analiticos se torna uma tarefa quase que

impossivel.

Essas dificuldades levaram engenheiros, cientistas e matematicos a adotarem varias
aproximacoes para a solucao de problemas de mecanica dos fluidos. Em busca do
desenvolvimento de técnicas para resolucao numérica dos fendomenos estudados, ao
longo das ultimas décadas diversos pesquisadores e estudiosos tem desenvolvido
métodos numéricos que tem originado em boas metodologias, como podemos obser-

var com o Método de Elementos Finitos e o Método de Volumes Finitos.

Conforme abordado em Fozx [10], atualmente existem métodos numéricos que tem
ganhado relevancia na area da engenharia, como por exemplo a resolugao através da
discretizacao por volume finitos, diferencas finitas e elementos finitos. A escolha do
esquema de discretizagao esta relacionado as suas vantagens e desvantagens quando

comparados aos demais.



Nesse trabalho o método de diferencas finitas foi aplicado para a discretizagao das
derivadas temporais das equagoes em estudo. Conforme demonstrado em Anjos [§],
esse método se baseia na aproximacao das solugoes através da expansao em série de

Taylor e interpolagao polinomial para aproximacgao da solucao.

O método de volumes finitos consiste na discretizagao do dominio de estudo em
volumes de controle. Apds a discretizagao ser feita, a integracao das equacoes que
regem o fenomeno sao feitas no centro do volume de controle. Uma caracteristica
desse método é a necessidade de uma enorme quantidade de elementos para a con-

vergéencia da resposta.

Por fim, outro método e o utilizado neste trabalho é o método de elementos finitos
(MEF). De acordo com Fish [I1] o método foi desenvolvido nos anos de 1950 pela
industria aeroespacial. Em 1956, Clough at al. [I2] publicaram um artigo onde
trouxeram as principais ideias sobre o método, estabelecendo os procedimentos que
deram origem a montagem das matrizes elementares e as formulacoes para alguns

tipos de elementos.

Anos mais tarde, descobriu-se que em 1943 Courant [13], j4 havia publicado um
artigo no qual ele usou elementos triangulares com principios variacionais para re-

solver problemas na area de vibragoes.

Em 1960 Clough at al. [14], professor da universidade de Berkeley, publicou um
artigo onde definiu o termo ”elementos finitos”. Apds esse feito, durante muitos

anos a universidade se tornou o epicentro de estudos na area de elementos finitos.

A partir disso, o Método dos Elementos Finitos comegou a se tornar uma ferra-
menta eficaz na resolucao de diversos problemas na area de mecanica dos solidos.
Porém na mecanica dos fluidos seu uso sé se tornou viavel alguns anos depois. Isso
nao ocorreu antes devido as oscilagoes espirias causadas pelo termo convectivo nas

solugoes.

Em 1976, Christie [15] propos a utilizacao de fungoes assimétricas ou quadraticas

para corrigir as oscilagoes nos problemas do tipo difusao-conveccao. Esse procedi-



mento ficou conhecido como Formulag¢ao Petrov-Galerkin.

Em 1984, Donea [16] apresentou a Formulacao Taylor-Galerkin, que consiste na
utilizagao dos termos de alta ordem da expansao em série de Taylor para a redugao

das oscilagoes causadas nos problemas de conveccao-difusao.

Nos ultimos anos diversos pesquisadores tém buscado alternativas para realizar a

estabilizacao e convergéncia das metodologias de discretizacao existentes.

2.2 Dinamica dos fluidos computacional.

As equagoes de Navier — Stokes descrevem o movimento de substancias fluidas
viscosas. Essas equagoes se baseiam em leis da fisica que levam em consideracao a
conservacao da quantidade de movimento linear, proveninente de forcas viscosas e

variagoes da pressao, dentre outras grandezas fisicas, além da convervagao da massa.

Na pratica, nao havia como resolver as equacoes de Navier — Stokes para geo-
metrias complexas, devido ao acoplamento entre os campos de pressao e velocidade,
conforme abordado em Foz [10]. Tal fato durante muitos anos foi empecilho para
nao surgirem grandes avancos na area da mecanica dos fluidos, porém, a partir de
1950 (Fortuna[lT]) com o avango dos computadores digitais surgiram uma nova al-
ternativa para andlise de tais equacgoes: a simulagao numérica. Essa nova drea do
conhecimento em andlises da mecanica dos fluidos recebeu o nome de dinamica dos

fluidos computacional (DFC).

Em 1973, Launder at al. [18] iniciaram os estudos em um programa para predizer
fluxos de cisalhamentos em fluidos. Apesar dos resultados obtidos serem muito
simplorios, os trabalhos desenvolvidos se relacionavam com a presenca de um fluxo
parabdlico, sem recirculacao e usando funcoes corrente, método conhecido como
algoritmo de solucao de vorticidade. Porém, tal estudo foi considerado nao aplicavel

a problemas reais na engenharia.

Embora os primeiros métodos de simulacao de escoamento viscoso incompressivel

contassem com a vorticidade, também em 1973 Spalding at al. [18] e o mesmo



grupo de pesquisadores propuseram o algoritmo Simple Semi Implicito, que possuia
o estudo das varidveis do campo de pressao (p) e do campo de velocidade (U) como
as principais variaveis na analise do escoamento de um fluido. A partir desse estudo

foi possivel permiter as solucoes das equagoes de Navier — Stokes de modo direto.

Em 1974, Spalding at al. [19] desenvolveram o modelo que conhecemos como k-¢,
que ¢ um modelo utilizado para analise de escoamento turbulentos para um alto

numero de Reynolds.

Por fim, apds a década de 80, com o advento da dinamica dos fluidos computa-
cional na pesquisa e projetos de engenharia, se tornou possivel explorar fenomenos
que antes nao eram estudados de forma pratica em laboratorios e além disso, atu-
almente é possivel analisar diversos parametros relevantes e qual a sua influéncia
sobre a fisica em estudo.Proporcionando assim uma maior flexibilidade e um ganho

de custo no que tange ao financeiro para realizagao de experimentos.

2.3 Vibracao induzida por vortices.

A vibracao induzida por vortices é uma area de grande interesse na engenharia.
O fendémeno ocorre quando uma estrutura é submersa em um meio composto por
um fluido, onde o movimento deste fluido ao redor do corpo ocasiona em forcas no
corpo. Essas forcas comumente ocasionam vibragoes na estrutura. Tal fenomeno
pode ser observado na industria de petréleo através dos risers, em trocadores de

calor, pontes, chaminés, etc.

Em algumas areas, a analise VIV é incluida no projeto para mitigar a causa de
danos causados por falha e fadiga da estrutura. Por outro lado, também pode-se
usar a analise da vibragao para a conversao da energia mecanica que a estrutura

pode gerar, como ocorre no setor de geragao de energia edlica.

Nas ultimas décadas diversos estudos e experimentos foram realizados buscando a
compreensao e quantificacao das relagoes entre a resposta da estrutura e os parametros

de governo do escoamento do fluido. Diversos pesquisadores como Parkison [20],



Sarpkaya [21], Griffin at al. [22], Williamson at al. [7] ) tem buscado identificar e

predizer as caracteristicas envolvidas no fenomeno da vibragao induzida por vértices.

Em 1904, em um estudo realizado por Prandt [23] definiu a ideia de camada
limite, que trata-se de uma regiao adjacente a uma superficie sélida imersa em um
escoamento, na qual tensoes viscosas estao presentes, em contraposicao a corrente
livre onde as tensoes viscosas sao despreziveis. A figura demonstra a formacao

de uma camada limite na superficie de uma placa plana.

camada limite

Figura 2.1: Demonstracao visual da camada limite, adaptado de [3].

No escoamento do fluido, as particulas fluidas tém sua velocidade reduzida por
tensoes de cisalhamento e também possuem um gradiente adverso de pressao, ou
seja, a pressao aumenta no sentido do escoamento (Vp > 0 ) provocando como
consequeéncia uma reducgao na velocidade das particulas fluidas na camada-limite.
Se esse gradiente for severo, as particulas serao levadas ao repouso e com isso, as
particulas sao obrigadas a se afastar do corpo (separacao do escoamento), conforme

podemos observar na figura 2.2.

As particulas comecam a se afastar do objeto no ponto denominado como ponto
de separacao e apesar de estarem em repouso, o escoamento é continuo e o fluxo
constante empurra essas particulas para frente. Com isso podemos notar que a
trajetoria dessa particula ao longo do tempo tera o formato de vortice e originara
a regiao denomina de esteira, ou seja, uma regiao que contém particulas que estao

em repouso, conforme mostrado na figura [2.2]

A natureza rotacional do escoamento na regiao da esteira origina em movimentos

circulares formando nucleos de vorticidade, que é uma medida da rotagao de um



elemento de fluido se movendo em um campo de escoamento. Esses nicleos de

vorticidade sao chamados de vortices.

»
e .;’ Camada-limite

4_'““\5

de
separacio
/) esteira

Figura 2.2: Tlustragao da separagao de um escoamento, adaptado de [4].

Em 1990, Blevins [24] descreveu a formacao de vértices ao redor de um cilindro
submerso em um escoamento. O estudo demonstrou que ao se aproximarem do
cilindro, as particulas sofrem um aumento de pressao em relagdo ao escoamento
livre. Essa alta pressao impulsiona o fluido ao redor do cilindro e assim inicia-se
o desenvolvimento da camada limite em ambos os lados do cilindro. Sob certas
condicoes, esse aumento da pressao nao é capaz de manter o escoamento aderido
a parede de tras do cilindro, ocasionando assim a separacao da camada limite em
ambos os lados, como ilustrado na figura|2.3. Essa separacao do escoamento, origina
duas camadas cisalhantes que formam uma regiao de esteira e consequente formagao

das trilhas de vértices, conforme pode ser observado na figura [2.3]

~ Esteira
Separacao

Camada limite

Figura 2.3: Tlustragao da regiao de esteira para um cilindro, adaptado de [5].

Em 1984, Bearman [25] definiu o conceito de "bluff-body”, que consiste em um
corpo rombudo que quando submerso em um escoamento possui uma consideravel
separacao do escoamento ao redor de sua superficie. Em contrapartida, na litera-

tura temos também a definicao de um corpo esbelto que consiste em um corpo que



mantém o todo ou praticamente todo o escoamento aderido a sua superficie.

2.4 Interacao fluido-estrutura.

A interacgao fluido-estrutura (FSI) constitui o acoplamento entre diferentes fenémenos,
como por exemplo a mecanica dos fluidos e a mecanica estrutural. Podemos en-
contrar problemas FSI em varias areas das engenharias, tais como: mecanica, ae-
rondutica (Stein [26]), dleo e gés (Koh at al. [27]) , na drea da medicina (Stergio-
pulos 28], Taylor at al. [29]), em estudos de biomecanica (Steinman [30]), energia

renovaveis (Pantua at al. [31]), dentre outras dreas de aplicagao.

Conforme abordado no capitulo anterior, quando um fluido escoa ao redor de um
corpo, este fluido gera uma forca resultante que atua sobre o corpo submerso. Essa
forca surge devido as distribuigoes de pressao e tensao cisalhante que o fluido impoe
sobre a superficie do corpo. A esse fendmeno de acoplamento entre a mecanica dos

fluidos e a mecanica, da-se o nome de interacao fluido-estrutura.

A forca resultante que surge dessa interagao pode ser decomposta em duas com-
ponentes: a forga de arrasto (Fp) que atua na dire¢ao do escoamento e a forga de

sustentacao (F) que atua na diregao transversal ao escoamento, conforme mostrado

na figura [2.4]

F (1)
Fp(t)

Figura 2.4: Forcas em um cilindro submerso em um escoamento.

Conforme podemos observar na figura 2.4 o fluido ao escoar ao redor de um

objeto origina duas forgas sobre esse corpo. Essas forcas sao denominadas de forgas
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de arrasto F, e forca de sustentacao Fp e conforme demonstrado em Anderson [0

podem ser obtidas do seguinte modo:

Fr, = Lo.cos(wst + 1) (2.1)
Fp = Do.cos(2wst + 1) (2.2)
ws = 27 f (2.3)

Onde f; é a frequéncia natural do corpo que esta submerso ao escoamento.

Além disso, quando a frequéncia de oscilacao do corpo se torna préxima a frequéncia
de geragao dos vértices (fs ~ f,) acontece o fendmeno chamado de ”lock in”, que é

0 o ganho na amplitude de vibragao do corpo sobre o escoamento.

Com a proposta de predizer como essas forgas se comportam ao longo do tempo,
de acordo com caracteristicas tanto geométricas como propriedades do escoamento,
existem 2 grandezas adimensionais que nos auxiliam na anélise do comportamento
do fenomeno, a primeira é o coeficiente de arrasto Cp e a segunda o coeficiente
de sustentacao Cp que sao definidos nas equacoes e 2.5 respectivamente. O
termo % pU? é chamado de pressao dinamica e S é uma 4rea de referéncia, conforme

demonstrado em Anderson [6].

F
Cp = 1— (2.4)
- 2
2pU S
F
Cp = +— (2.5)
- 2
2pU S
wy = 211, (2.6)

Para o escoamento ao redor de um cilindro, o coeficiente de arrasto ¢ fungao
do nimero de Reynolds, isto é, Cp = f(R.). As propriedades do fluido que irao

ser tomadas para o calculo do nimero de Reynolds sao tomadas no escoamento de

11



corrente livre. A figura demonstra a depéndencia do coeficiente de arrasto em

funcao do nimero de Reynolds.
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Figura 2.5: Coeficiente de arrasto no escoamento ao redor de um cilindro circular

em fungao do nimero de Reynolds, adaptado de [6].

No fenémeno de interacao fluido-estrutura temos também a frequéncia de emissao
dos vortices que é influenciada pelo Numero de Reynolds. Conforme demonstrado
na figura 2.6, quando o nimero de Reynolds aumenta, ocorre aumento na frequéncia

de desprendimento de vértices e também um aumento na regiao de esteira.
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Figura 2.6: Tipos de escoamento ao redor de um cilindro circular para diferentes

faixas de nimero de Reynolds, adaptado de [6].

Por fim, além da anélise da regiao de esteira, nos ultimos anos pesquisadores tem
estudado a frequéncia da emissao de vortices. Um estudo realizado por Williamson
at al. [7], permitiu a observacao da relacao dos diferentes padroes de emissao de

vortices e amplitude com velocidade reduzida, conforme pode ser observado na figura

27

Temos por exemplo o padrao 2S de emissao de vortices caracteristico do escoa-
mento ao redor de um cilindro fixo é alterado quando este encontra-se livre para
oscilar. Um estudo realizado por Williamson at al [7] permitiu a observacao da
relacao dos diferentes padroes de emissao de vortices com velocidade reduzida e a

amplitude reduzida do movimento. Em resumo, os resultados podem ser observados
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na figura [2.6]

Velocidade Reduzida X Amplitude Reduzida
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Velocidade Reduzida

Figura 2.7: Padrao de emissao da esteira de vortices para diferentes valores de

velocidades e amplitudes reduzidas, adaptado de [7].
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Capitulo 3

Metodologia.

3.1 Modelo teodrico.

3.1.1 Funcao corrente.

Na mecanica dos fluidos os fenomenos sao regidos por equacoes de conservacao e
quantidade de movimento. Para um escoamento bidimensional temos que a equagao
de conservacao ¢ descrita em termos das componentes de velocidades e é demons-
trada em Foz [10], onde as componentes u e v sdo respectivamente, as velocidades

na direcao x e y.

ou Ov

7oy =0 (3.1)

Na literatura a fungao corrente (¢) é definida como uma linha que é tangente
ao vetor velocidade de uma particula ao longo de todo o seu escoamento para um
dado instante de tempo. Segundo Fox [10], para um escoamento bidimensional a
funcao corrente ¢é descrita a seguir, onde as componentes u e v sao respectivamente,

as velocidades na diregao x e y.

(3.2)

v=——— (3.3)



Na equacao|3.1|notamos a existéncia de uma propriedade importante para a fungao
corrente 1, que € o fato de que ela satisfaz a equacao da continuidade para um fluido
incompressivel em um escoamento bidimensional, conforme demonstrado a seguir,

onde p é constante.

dp B
X V()] =0 (3.4
pV-v =10 (3.5)
p (% + g—Z) = (3.6)
90y 9o
(53, ~o70:) = o

Por fim, vale ressaltar que a dimensao de 1) no SI é [m2.¢~!].

3.1.2 Cinematica de uma particula fluida.

Para estudarmos a cinematica de uma particula fluida, podemos considerar uma
particula infinitesimal conforme mostrado na figura .1, O movimento desse ele-
mento é descrito em quatro componentes: translacao, rotacao, deformacao linear
e deformacao angular. Nesse trabalho iremos descrever apenas os movimentos de
translacao e rotacao, pois sao estes que irao ter enfase na resolugao da equagao

corrente vorticidade pelo método numérico aplicado.

Y

dy

dz

dx

Figura 3.1: Particula infinitesimal de um fluido.
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Analisando a translacao de uma particula fluida notamos que esta é diretamente
ligada ao seu campo de velocidade v = v(x,y, z,t), expressos no sistema de coorde-
nadas cartesianas. Além disso, para o estudo das equacoes de Newton precisamos
da aceleracao dessa particula. Conforme demonstrado em Foz [10], a aceleracao em
um escoamento bidimensional que esse particula infinitesimal estd submetida é dada

por:

A — Dv(x,y,z,t) _ u@v(x,y,z,t) N U@V(x,y,z,t) N ov(x,y,z,t)

b Dt Ox oy ot (38)

Outra componente do movimento de uma particula fluida é a vorticidade w. Para
analisar a rotacao de um particula infinitesimal movendo-se em um campo de esco-
amento bidimensional, temos que segundo Foz [10] que em coordenadas cartesianas

ela calculada do seguinte modo:

W = 1wy + Jw, + kw, (3.9)

Onde w, ¢ a rotacao sobre o eixo z, w, ¢ a rotacao sobre o eixo y e w, é a rotagao
sobre o eixo z. O sentido de rotacao é dado pela regra da mao direita. Conforme
mostrado por Foz [10], a taxa de rotacao em cada diregdo também pode ser obtida

do seguinte modo:
1
w = §V X v(X,y,z,t) (3.10)

3.1.3 Dinamica de uma particula fluida.

Para o estudo da dinamica de uma particula fluida basta aplicarmos a segunda
Lei de Newton a um particula infinitesimal. Assim obteremos a equagao diferencial
do movimento de qualquer particula em termos dos esforcos que esse particula infi-
nitesimal esta submetida. A figura abaixo demonstra as componentes de tensodes x

e y na direcao x.
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Figura 3.2: Tensoes sobre um elemento de fluido na diregao x

Satisfazendo a hipétese do continuo, temos que para um escoamento bidimensional
as equagoes diferenciais que regem o movimento da particula, segundo Foz [10], com

p constante sao mostradas a seguir.

004 OTyy ou ou ou

= — — — A1

PYx + p + By p<8t+u8x+v(9y) (3.11)
OTyy  0Ooyy  [(Ov ov ov

pgy + o + 9y —p<6t+uax+vay> (3.12)

Além disso, podemos expressar essas equacgoes diferenciais em termos do seu
campo de velocidade e pressao. Adotando também a hipdtese de um fluido new-
toniano, ou seja , um fluido cuja viscosidade ou atrito interno é constante para
diferentes taxas de cisalhamento e nao variam com o tempo, as equacoes diferenciais

sao comumente chamadas de equagoes de Navier — Stokes e sao definidas a seguir.

@_i_ua_u_FU@ — _@4_ @4_@ (313)
P\ ot ox dy) Ple = 5z T H\ 922 y? '
ov ov ov op v v
(5 g g ) =em o (5 5 (314

A seguir sao descritos cada termo das equacoes 3.13 e 3.14.
e 4 ¢é a viscosidade dinamica;
e p é a massa especifica;
e v ¢é a viscosidade cinemaética definida como v = %;

e D é a pressao;

u ¢ a velocidade na diregao x;
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e v ¢é a velocidade na direcao y.

De modo a facilitar o avanco das defini¢oes que serao abordadas neste trabalho,
as equacoes de Navier-Stokes podem ser escritas em notacao vetorial, conforme

mostrada a seguir:

0 1
a—‘tf—i—v-Vv:—;Vp—i—l/VQV—i—g (3.15)

3.1.4 Adimensionalizacao das equacoes.

Muitos fenomenos em mecanica dos fluidos apresentam dependéncia de parametros
geométricos e do escoamento, o que torna o seu estudo mais complexo. Visando fa-
cilitar a compreensao e analise de como cada parametro pode modificar a fisica do

problema, na mecanica temos a adimensionalizagao das equacoes.

Neste trabalho iremos aplicar o teorema PI de Buckingham para adimensionalizar
as equagoes e facilitar a influéncia de cada um dos parametros na solucao de cada

equagao. Como demonstrado em Foz [10].

Como nomenclatura, denotando as quantidades adimensionalizadas por asteriscos

(x). Temos por exemplo as seguintes varidveis adimensionalizadas:

% e pt= . (3.16)

Aplicando o conceito de adimensionalizacao nas equacoes da continuidade e Navier

Stokes temos:

aV* * * * v 2 % L
9 +v*-Vv*=-Vp —i—ULVV +gU2

(3.17)

Podemos notar que surgiram nimeros adimensionais classicos na mecanica dos
fluidos e s@o definidos conforme abordado em Foz [10], onde U é a velocidade na

corrente livre do escoamento.

D D
o U = U—é o numero de Reynolds (Re)
v

v
U

é o quadrado do nimero de Froude (F?)

S
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Logo a equacao de Navier-Stokes pode ser reescrita de forma adimensionalizada e

simplificada do seguinte modo:

aV* * * * 1 2 % 1
En +v*- Vv =-Vp +R€Vv +gF,?

(3.18)

3.1.5 Formulacao corrente vorticidade.

A equacao de Navier-Stokes é descrita em termos do acoplamento do campo de
pressao e do campo de velocidades. Visando uma melhor solugao numérica para essa
equacao, a formulagao corrente vorticidade surgiu como um modo de desacoplarmos
os dois campos. Para obtermos a formulacao da corrente vorticidade, é necessario
aplicar o rotacional na equacao de Navier-Stokes. A seguir é descrito a aplicagao do

rotacional e o passo a passo para obtencao da formulacao.

ov Vv 9 2 1
§+7_VXV xv=-—Vp —|—R—Vv—|—Fr2g (3.19)

Utilizando o operador rotacional (Vx) na equagao (2.15) temos:

ana—‘t’jtv %—VXVXVQXV:—VXVP-F (3.20)

— 2 —
VXRevv+F2VXg

Reorganizando todos os termos temos:

%[va]#—Vx%—Vx[vxvzxv]:—VprJr (3.21)

— 2 —
Rev [va]+F2V><g

Por defini¢cao podemos anular alguns termos da equagao (2.17):

%[va]+Vx§—Vx[vazxv]:—WOwL (3.22)
0

ﬁvz[v v + J;ﬁx/g
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Conforme podemos analisar, a equacgao da corrente vorticidade tera zerado alguns
termos. A primeira parcela referente a pressao é zerado devido ao fato do rotacional
do gradiente ser sempre nulo. Ja o segundo termo é referente a gravidade e nesse

trabalho os efeitos gravitacionais nao serao levados em conta.

Além disso, conforme a definigao apresentada na equagao (2.7) o termo Vxv = w,
também serd substituido na equacao [3.21, Com todas essas hipoteses a equacao de

Corrente Vorticidade se torna:

ow, 1 _,
. _ —_ -2
5 +v-Vw, R@V W, (3.23)

Lembrando que a relagao da fungao corrente (1) com a vorticidade (w) é expressa
por:

1
W, = §V X v(x,y,z,t) (3.24)

Como as andlises realizadas neste trabalho sao bidimensionais, utilizaremos ape-

nas a componente da vorticidade na direcao z.

_00v_ 9
Oxr dr Oy dy

W, =

Por fim, ha outra modo de expressarmos a funcao corrente, que é através do

operador Laplaciano a equagao [3.1.5] conforme demonstrado em Fozx [10]:
V3 = —w, (3.25)

3.1.6 Vibracao induzida por vortices.

Para o estudo da vibracao induzida por vortices, o caso classico conforme descrito
em Simon [32], ou seja, um cilindro circular submerso em um escoamento uniforme
pode ser modelado como um oscilador massa-mola. A figura a seguir nos tras uma

visao esquematica do oscilador.
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Figura 3.3: Esquema da configuragao de um oscilador massa-mola.

Através da 22 Lei de Newton, a equacao dinamica que descreve o deslocamento do
cilindro, desconsiderando o movimento na diregao x, em termos das suas coordenadas
cartesianas, coeficientes de atrito e constante eldstica é descrita a seguir, onde as

constantes sdao descritas na tabela [3.1]

A’y ay
Deslocamento do cilindro Y
Forca de sustentacao F,
massa do cilindro (%) m

coeficiente de amortecimento (%) ¢

constante da mola (%) k

Tabela 3.1: Variaveis da equagao dinamica do cilindro.

A equagao da dinamica do movimento do cilindro pode ser adimensionalizada
e desse modo podemos analisar a influéncia de cada um do parametros descritos
na tabela na dinamica do cilindro. Conforme demonstrado em Simon [32], a

equagao [3.26] adimensionalizada é:

d?Y  ~.dY 27 C,
e Tma T (a)y—% (3:27)
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Frequéncia natural do oscilador (obtida no vécuo) fhu = D/27U+\/ky/pe

Amortecimento adimensional Ye
Velocidade reduzida 1/ fra
Massa adimensional m
Forca de sustentacao Cy

Tabela 3.2: Variaveis da equacao dinamica adimensionalizada do cilindro.

3.1.7 Abordagem lagrangiana euleriana.

A abordagem lagrangiana euleriana arbitraria é discutida em detalhes em Hughes
[33]. Nesse modelo a malha nao esta ligada ao material, como na abordagem La-
grangiana, e também a malha nao é definida em termos das coordenadas espaciais,

como na abordagem Euleriana.

Na abordagem langrangiana euleriana a malha ¢ descrita utilizando uma compo-
nente que representa a sua velocidade 4. Segundo Hirt [34] a abordagem LEA é uma
nova técnica que pode ser aplicada a escoamentos que possuem qualquer velocidade,
trazendo assim maior flexibilidade para as analises utilizando a equacao de Corrente

Vorticidade.

Ap6s introduzirmos o conceito de que a malha possui uma associada a ela, a
equagao de transporte da vorticidade dada na equacao [3.23] possuira essa nova

componente, conforme mostrado a seguir:

ow, L Ow,

() X
a T s

s _ 2
+ (v —10) o Rev W, (3.28)

Onde u e @ sao as velocidades da particula e da malha na direcao x, v e © sao
respectivamente as velocidades da particula e da malha na direcao y. Os termos
(u—1) e (v —0) sao denominados como velocidades convectivas na dire¢ao x e ¥,

respectivamente.

Na literaura, existem alguns modos de calcular a velocidade da malha (@), neste

trabalho foi proposto o uso do suavizador Laplaciano (Laplacian Smooth Operator)
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para o calculo da velocidade da malha. Este método consiste em criar uma veloci-
dade ponderada para cada vértice do elemento e essa velocidade suavizara a forma
do elemento da malha pra que este atinja o formato de um triangulo equilatero,
ou seja, ela determinard a posicio #™ que force o elemento a ficar um tridngulo
equilatero. A figura mostra a distribuicao dos pontos da malha antes e depois

de aplicarmos o suavizador Laplaciano.

n n
Xj+1 X" Xj+1 <7
Jjt+4 J+4
n n
Xj+2 :: Xj+2
n n
S S Xjt3
n n
X X].

J

Figura 3.4: Esquema do suavizador Laplaciano [§].

Para o calculo da velocidade é necessario definir a posicao média dos vértices. Essa
posicao tera um peso assoaciado a ela que no caso sera a distancia desse vértice ao
vértice central (em vermelho) na figura O célculo da posicao média pode ser

feito do seguinte modo:

wit _ 2o Bdistiy i = D; Yidisti
z > disty; D disty;

T

(3.29)

A partir do calculo da posicao final do vértice de cada nd, podemos calcular a

velocidade da malha através do seguinte calculo:

it — gn
= 3.30
i Y (3.30)

n+1 n

Y Y
=2— "0 3.31
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3.2 Modelo numérico

3.2.1 Meétodo de elementos finitos.

No desenvolvimento do método de elementos finitos a primeira etapa consiste em
definir as equacoes de governo da fisica do problema e as suas condig¢oes de contorno,

sendo essa etapa denominada de formulagao forte, conforme abordado em [I1].

Todo o trabalho desenvolvido nos topicos anteriores a este, se referem a formulagao

forte do estudo da corrente vorticidade e as equagoes de movimento definidas.

O segundo passo consiste em uma forma integral da formulacao forte, onde essa
forma recebe o nome de formulagao fraca. Segundo Fish [11], a formulagao fraca para
um problema bidimensional é obtida com a multiplicagao das equagoes de governo
por uma fungao peso w(x) e em seguida as integramos sobre o dominio do problema

(1 e contorno natural I'y, respectivamente.

Afim de exemplificar como transformar uma equacao diferencial da forma forte
para a forma fraca podermos ter como exemplo a seguinte equagao com suas respec-

tivas condigoes de contorno. Este exemplo foi retirado de Anjos [§].

2
%+u+1:0 em () (3.32)
u=mu, em I (3.33)
du
i 2 em Iy (3.34)

Para transformarmos essa equacao para a forma fraca, temos que multiplicar a

equacao acima por uma fungao peso w e integra-la sobre o dominio 2.

d*u
— 11 dQ) = .
/Qw[de—FujL }d 0 (3.35)
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Utilizando a identidade de Green, conforme descrita em Diomara [35], para redu-

zirmos a ordem da derivada mais alta, temos:

du dw du
— |p— | ——df) dS) dQ) = 3.36
wdx|p /dedx —i—/gwu —l—/Qw 0 (3.36)
(3.37)
du du dw du
— g —w—|p, — | ——d) ds? dS) = )
W Iy W I, /dedx +/ﬂwu +/Qw 0 (3.38)

Para uma condicao de contorno do tipo Dirichlet o valor da func¢ao peso no con-
torno se torna nulo w = 0, o que torna o primeiro termo da equagao acima nula. Por
outro lado, quando a condi¢ao de contorno é do tipo Neumann, o termo no contorno

existira.

As solugoes aproximadas para a equacao diferencial em questao, se da através da
substituicao das fungoes w e u. No método de elementos finitos podemos aproxima-
las por um somatdério dessa varidvel avaliada com as fungoes de aproximagcao N;(z)

e N;(z) que sao avaliadas em cada né da malha que iremos utilizar.

u(z) =Y u;Nf(z) (3.39)
w(x) =Y w;N{(z) (3.40)

Atualmente existem diversos formas para selecionarmos essas funcoes de forma,
sendo um dos casos mais utilizados o Método de Galerkin, onde as funcoes u e w

sao iguais, ou seja, Nf = N7.

Ao utilizarmos o Método de Galerkin e substituirmos as respectivas escolhas para
as funcoes de aproximacao na equagao 3.38, obteremos diversas integrais que terao
os termos N e Nf, bem como as suas derivadas dNy/dr = Nf/dx. Podemos a
partir dessas integrais definirmos o que chamamos de matrizes elementares, que sao

definidas como:

ang dN;
Qe dxr dz

ds?

[ J kl,] =
® mm- = er NijdeQ
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Onde as matrizes k; j, m; ;, fi sao conhecidas como matriz elementar de rigidez,

massa e vetor carregamento do elemento, respectivamente.

Para determinarmos as matrizes globais podemos realizar um assembling, que
consiste na soma das matrizes elementares de todos os nés que compoe a malha do

estudo.

Logo as matrizes K, M e f passam a ser denominadas como matrizes globais, con-

tendo assim um termo A que é conhecido como operador montagem (Assembling).

O assembling consiste na montagem das matrizes globais, que originam da juncao
das matrizes elementares de todos os elementos que compoem a malha. Conforme

podemos observar na figura as matrizes globais sao matrizes tridiagonais.

matriz elementar / vetor elementar
K+M u f

Figura 3.5: Assembling realizado nas matrizes global de rigidez e de massa, respec-

tivamente [§].

K = A™ k* (3.41)
M = A", m* (3.42)
=A% (3.43)
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3.2.2 Gerador de malhas.

Neste trabalho, utilizou-se a open source Gmesh [30], que é um gerador de malha

3D com um mecanismo CAD e um péds-processador embutido em seu codigo, para

gerarmos todas as malhas que foram necess
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Quando utilizamos o Gmesh [36], podemos desenhar a geometria desejada e

também definir o tipo de elemento para o estudo.

construir malhas, consulte Gmsh [36].

3.2.3 Discret

A discretizacao do dom

Estes subdom

dem possuir diversas formas geométricas como triangulos, quadrilateros, pentagonos,

etc. Além disso, podemos mesclar duas ou mais formas geométricas em um mesmo

z
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O numero de subdominios necessarios para a aplicacao do método de elementos
finitos, varia de acordo com a geometria do problema bem como o fenémeno fisico
em estudo. Para a determinacao do ntimero minimo de elementos para uma boa

aproximacao da solucao, é necessario realizarmos a analise da convergéncia de malha.

A convergéncia de uma malha ¢ feita através da variagao do nimero de elementos
presentes e também é feita a verificagao da sensibilidade de uma variavel do problema
em estudo, como por exemplo a componente da velocidade em uma dire¢ao do
escoamento v,. Quando essa sensibilidade ja nao é mais afetada a malha é dita

convergida e o nimero minimo de elementos necessarios é obtido.

3.2.4 Elemento da malha.

Para todas as analises realizadas neste trabalho, a malha utilizada é de elementos
triangulares e estes possuem trés vértices e trés noés. A escolha deste elemento para
o estudo ocorreu devido a sua simplicidade de sua metodologia e por apresentar uma

boa discretizacao de superficies irregulares.

Para a metodologia de elementos finitos é necessario termos um padrao na iden-
tificacao dos vértices de cada elemento. Para isso eles sao idéntificados através dos
subindices (i, j, k) e cada um desses vértices um possui uma coordenadas (z,y) no

plano 2D, conforme mostrado a seguir.

¥
A

=

Figura 3.8: Elemento utilizado na discretizacao do dominio

Acrescido a escolha da geometria do elemento, também é necessério a escolha do
polinomio interpolador do elemento. Esse polinomio serd o responsavel em calcu-

lar a varidvel desejada em cada um dos nés. Visando demonstrar alguns tipos de
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polinomio interpoladores, abaixo apresentamos exemplos de polinominos interpola-
dores que podem ser utilizados para a aproximacao da solucao, conforme descrito

em Anjos [§]:
e Polinémio grau 1 - Funcao linear

e Polinomio grau 2 - Fungao quadratica

e Polinomino grau 3 - Funcao cuibica

Figura 3.9: Representacao das fungoes de forma linear, quadratica e cibica para o

elemento triangular.

Neste trabalho foi utilizado o polinomio interpolador linear, que sera utilizado
para encontrarmos a solucao do problema. Abaixo é mostrado as fungoes de forma

lineares para o elemento triangular, conforme demonstrado em Fish [11].

N(z,y) = [N: N; Ny (3.44)

As componentes da funcao de forma para cada né do elemento sao descritas a

seguir:

1
N; = ﬁ(ai + bz + ¢;y) (3.45)
1
N; = ﬁ(a]‘ + bz + cjy) (3.46)
1
N, = ﬂ(ak + bpx + cky) (347)
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Em que a;,b; e ¢; sdo parametros que sao calculados através da posicao (x,y) do
no de cada elemento. Outro modo de escrevermos essa equacao é através da forma

matricial, conforme demonstrado em Fish [11].

€ €

a; aj aj
Ne(ﬂ:,y)=[1 x y} beobs b (3.48)
G oo

Conforme mostrado na equacao precisamos calcular a area do elemento tri-
angular para que possamos determinar a funcao interpoladora. A férmula para esse

célculo pode ser encontrada em Anjos [§] e sera:

ro oy 1
1
A= Edet T Yj 1 (349)
T Yy 1

Por fim, para o cdlculo das varidveis a;, b; e ¢; que estao presentes na fungao de
forma do elemento sao dependentes das coordenadas geométricas dos seus respecti-

vos nés. Conforme observado em Fish [11], elas sao calculadas do seguinte modo:

a; = TjYk — TpYk bi = yj — Yk Ci = Tj — Ty
aj = TpYi — TiYi bj =Yk — ¥ Cj = Tp — T (3.50)
ar = Tl — TjY; b =y — y; Cr = T — X;

Na formulacao fraca da equacgao da corrente vorticidade temos a presenca do
termo das derivadas das fungoes de forma. Com isto, o gradiente dessas funcoes é
demonstrado em Fish [I1]. Para facilitarmos a compreensao, iremos expressar os
gradientes (g, e gy) em fungao de uma matriz B que serd calculada do seguinte

modo:

ONe ON¢ oNe 1| N
e 9z
VN 1= a%f e (9%,5 Ne (3.51)
! oy Oy Oy N¢
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VN® = BN* (3.52)

Além disso, em Fish [I1] temos que a matriz B e as matrizes dos gradientes sao

expressas em funcoes das coordenadas dos nés do elemento.

bi bj bk: C; Cj Cp
.1 .1 ‘ 1 | bi by by
Go=g | b by b | 19 =gla g oa| i B=gg o (3.53)
) j k
bi bj bk C; Cj Ck

3.2.5 O método aplicado a corrente vorticidade.

Para aplicarmos o método de elementos finitos na equacao de corrente vorticidade
o primeiro passo é realizar a transformacao da forma forte para a forma fraca. A
partir disso, basta multiplicarmos a equacao pela funcdo peso w(x,y) e integra-la

no dominio €.

V3 = —w, (3.54)

/wV%ﬁdQ—F/ ww,dQ) =0 (3.55)
Q Q

Apés feito isso, utilizamos o teorema da integral por partes (Teorema de Green)
conforme mostrado em (Hoffman [37]), para transformarmos o primeiro termo da

equacao em:

/ wVdQ) = wVY|p — / V) - VwdS) (3.56)
Q Q
Substituindo o Teorema de Green na equacgao [3.55] temos:

wVY|p — / Vi - VwdQ +/ ww,dQ =0 (3.57)
0 0

Utilizando do Método de Galerkin, conforme descrito em Fish [I1], para substi-
tuicao das funcoes de forma w na formulacao franca, podemos aproximar as variaveis

¥ e w, do seguinte modo:
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Substituindo essas aproximagoes na equagao teremos:

NJVNﬂ/JZ’LUJ |F_ VN; - Vdelede + Nijijde =0+ W

Qe Qe

Qe Qe

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Na equagao temos dois tipos de termos, sendo o primeiro o termo que é

avaliado dentro do dominio €2 e o segundo termo que ¢é avaliado no contorno I'.

Podemos organizar todos os termos da equacao [3.62| como um sistema linear de

matrizes, como se segue:

—K¢! + Mw;" +cc=0

K} = Mw;" + cc

Valores nodais de 9, e w, a; e ¢;

Matriz de Rigidez K
Matriz de massa M
Condigoes de contorno cc

(3.63)

(3.64)

Tabela 3.3: Variaveis da equacao corrente vorticidade na forma matricial.

Onde cada uma das matrizes sao descritas na tabela 3.3| Além disso, as matrizes

descritas na equagao 3.9 sdo demonstradas em Fish [11] e sdo denominadas de ma-

trizes elementares, sendo respectivamente a matriz de massa (m¢) e de rigidez (k°).
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Elas sao calculadas em cada né do dominio e depois desse calculo faz-se necessario

a criacao da matriz de massa e rigidez globais.

k¢ = / B"DBdQ) = AB"DB (3.65)
Q
k. 0O
D= =1 (3.66)
0 k,
2 11
A
= 3.67
m D 1 21 ( )
112

Além de toda discretizacao realizada até presente momento, podemos notar que
a equacao de transporte da vorticidade contém um termo de derivada temporal.
Para a discretizagao do termo temporal foi utilizado o método de diferencas finitas

progressivas, conforme apresentado em Anjos [§].

ow, Ny — Np
ot At

(3.68)

Aplicando a discretizacao temporal na equacao de corrente vorticidade ja com a
abordagem lagrangiana euleriana [3.29] e aplicando o método de elementos finitos,

conforme abordado no exemplo anterior, temos:

ow, . 1,
L (v 9) - Vi = Ly, (3.09
/wa”2d9+/ (v — ) - Vaw ]dQ—/ L 92,40 (3.70)

Ow, . B 1 1
/Qw g dQ + /Q w[(v—"v) - Vw,]dQ = — /Q EV% - Vwd§) + Te wVw,|

(3.71)

A partir da aplicacao do método do residuo ponderado na equagao [3.71} temos

a origem da formulacao fraca do problema. Em seguinda, aplicamos as fungoes de
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aproximagao através do Método de Galerkin, conforme demonstrado anteriormente

(equagoes 3.54, 3.55 e 3.56), a equagao contendo a formulacao fraca se torna:

N'rL+1 Nn
(S wnn— [ S [ (=) Faan)
Q. Qe (3.72)

e

1
+ (/ §VN]- - VNw,wid) 4 cc) ~w; =0
Qe

Na equacao foi escolhido avaliar cada termo de forma explicita, ou seja, no
tempo n. Com isso, podemos organizar todos os termos da equagao definindo

um sistema linear de matrizes do seguinte modo:

M .., M, . | N B
TN v e (v—v) Gup + ReKwk +cc=0 (3.73)
M M 1
M M 1 . R
ot | 2D L K (u— —(v— " :
NS {At e (u—1u)Gy — (v 'U)Gm} wy, + cc (3.75)

A seguir sao descritos os termos da equacgao 3.75.

e G, é a matriz do gradiente, definida na equagao [3.53

e G, ¢ a matriz do gradiente, definida na equagao [3.53]

e K ¢ a matriz de rigidez global, definida na equacao |3.65
e M é a matriz de massa global, definida na equagao [3.67}
e cc ¢ o vetor condicao de contorno do problema.

e U e ¥ sao determinadas de acordo com a equagcao |3.29

Ao implementarmos a formulacao corrente vorticidade [3.75, notamos que esta
equacao possui um termo que implica em instabilidade numérica (v - G), sendo esse
termo denominado como termo convectivo e gerando oscilagoes espirias na solucao
numérica. Esse fenomeno ocorre quando o nimero de Reynolds é elevado, exigindo

assim um passo de tempo cada vez menor e/ou a presenca de uma malha cada vez
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mais refinada para solucionar o surgimento dessas oscilagoes espurias em problemas
com Re moderados a altos. Tornando assim impraticavel a simulacao numérica

através do método de Galerkin.

Na literatura, conforme abordado em Anjos [§], existem algumas técnicas para a
correcao da presenca dessas instabilidades. Algumas técnicas usuais para o Método

de elementos finitos sdo:

e método Characteristic Galerkin (Taylor-Galerkin)

e método SUPG (Streamline upwind Petrov-Galerkin)
e método Semi-Lagrangeano

e método de captura de choque (shock-capturing)

e método CBS (Characteristic-based Split)

Neste trabalho a técnica escolhida para correcao da instabilidade numérica foi o
meétodo Characteristic Galerkin. O desenvolvimento desta metodologia é baseado na
curva caracteristica do escoamento que para uma discretizagao de primeira ordem, é
aproximada como uma reta. A partir disso, utiliza-se a expansao em série de Taylor
para os termos da equacao de transporte. A figura demonstra a aproximacao

da discretizacao da curva caracteristica do escoamento.

tempo caracteristica
|
I
! n+1
n+1 : w«z(ﬂ.’)
______ LR WY G2
I
I
At 1
I
______ I [ ————
n n mn
| Wep—Az) | We)
I I
I I
I I
I I
I I
x —Ax X espago
Ax

Figura 3.10: Discretizagdo com o método Characteristic Galerkin, adaptado de [§].
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A expansao em série de Taylor é demonstrada a seguir e pode ser encontrada em

Angjos [§].

" o oWt At 92w A?
R R U T

(3.76)

A partir disso podemos calcular a derivada parcial da vorticidade através da

equagao [3.76] temos:

O (10w _ 0 (10w 9[0(10w)]Ar,
Ox \ Re Ox m_m_ax Re Ox Oz | 0x \ Re Ox 1!

T

? [0 1 0w, \"] Az?
+@ {% (E o7 ) :| T + ... (3.77)
0 (1 0w, o At 0 [ Ow, Ow, 1" At 9 8wz+ ow, " (3.78)
Ox \ Re Oz I_M_UQE?:E Y or Uay U28y Yor U@y '

Utilizando uma discretizagao temporal semi-discreto, a equacao da corrente vor-
ticidade é apresentada com 2 termos adicionais de estabilizacao, sendo um para a

direcao x e outra para a diregao y.

M .

M 1
ALH

E—EK—(u—u)Gy—(v—v)Gm] wy +

+ U7 +v +U——= v

At 0 u@wz ow, 1" At 0 u@wz Ow, n+cc (3.79)
2 0x | Ox oy 2 0y | Ox oy '

Diante dessa nova discretizacao, podemos minimizar a instabilidade numérica e

hé inser¢ao de uma nova matriz, denominada como matriz estabilizadora (Kest).

O termo que contém K.z aumentara o efeito difusivo do fenomeno e com isso os
erros de discretizagao do termo v -G também se difunde tendo como consequéncia, a
estabilidade da solucao da equacao , conforme demonstrado em Anjos [§]. Desse
modo, nas analises realizadas neste trabalho pode-se utilizar niimeros de Re altos

que nao havera problemas causados por instabilidade ou oscilagoes espurias.
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A matriz K. € definida a seguir e podemos notar que a cada iteragao da anélise
de tempo n, essa matriz sera calculada. Isso ocorre pois ela é dependente dos valores

das velocidades U,eq € Umeq, que também sao variaveis no tempo.

2
umsdbi + /Umedbici umsdbibj + Umedbicj umedbibk + Umedbick
e _ Umed At 9
est 4A 2 umedbjbi + Umedbjci umedbj + Umedbjcj umedbjbk + Umedbjck +

2
umedbkbi + Umedbkci Umedbkbj + Umedbkcj Umedbk + Umedbkck

2
A umedcibi + UmedC; umedcibj + UmedCiCj umedcibk + VrnedCiCk
Umed t
- 2
A4 3 | UmedCibi T UmedCiCi  UmedCiC; F Umed€]  UmedCibk + Umeacjc | (3.80)

2
UmedCkbi + VmedCrCi UmedCibj + UmedCrCj  UmedCrbi + VmedCy,

Os termos Ueq € Vmeq Sa0 as velocidades médias de cada elemento e para determi-
nar o seu calculo é necessario a analise das velocidades médias dos nés que compoem
o elemento. A figura demonstra como é o calculo de u,,cq € Vmeq @ cada passo
de tempo. Conforme podemos notar, as velocidades médias sao calculadas como a
média da velocidade em cada um dos nés que compoe o elemento e o calculo de cada

componente é definido na equacao |3.81].

Y
A (up, V)
I

Juj, vy)

Z (u; , Ui)

-3 X

Figura 3.11: Velocidades nodais do elemento triangular.

u; +u; +u v; +v; +v
S sk : Vg = TV (3.81)
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Em seguida, apds definir a matriz estabilizadora elementar, temos o assembling

para a formacao da matriz estabilizadora global, conforme demostrado anteriormente

na figura [3.10]
K, = A™ k¢ (3.82)

Por fim, a equacao |3.75| contendo o termo estabilizador é definida a seguir.

M M 1
Ew,?“ = A EK —(u—1)Gy — (v —0)Gy| wy + Kest wy, +cc (3.83)

Conforme demonstrado em Foz [10] podemos definir algumas equagoes que serao
auxiliares na nossa analise. Uma primeira equacao é a definicao do campo de velo-
cidade através da funcao corrente () e outra equacao é a definicao de vorticidade

(w) em funcao do campo de velocidades do escoamento.

Para a aproximacao da solugao das equagoes auxiliares, utilizou-se a aplicagao do

Método de Galerkin e obte-se as seguintes equagoes matriciais:

u = a_w
Ay (3.84)
Mu = Gy
__ W
O (3.85)
Mv = -Gy
1
W = §V XV

(3.86)
Muw, = Ggov — Gyu

Sendo as matrizes M, G, e G, definidas como as matrizes global de massa,
matriz global do gradiente na direcao x e matriz global do gradiente na direcao y.
Estas podem ser calculadas de acordo com a posicao de cada né do elemento que

compoem a malha, conforme demonstrado anteriormente pela equacgao |3.6
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Capitulo 4

Validacao do cdédigo.

4.1 Escoamento Lid Driven.

Para o estudo de validacao do cédigo numérico desenvolvido neste trabalho, o
primeiro caso considerado foi o estudo cléssico do escoamento de um fluido confinado
em uma cavidade com uma tampa deslizante, conhecido como escoamento de Cawvity

Lid Driven, demonstrado na figura

VA s f/f///f// SO A A i i

I S S SRS
. SRS S SSSENESN

Figura 4.1: Classico problema de escoamento em cavidade Lid Driven.

O escoamento que foi estudado por Hagen Posseiulle [38], é muito importante
pois ele é um dos poucos casos onde podemos encontrar uma base experimental
ja estudada por outros pesquisadores e assim podemos validar o cédigo numérico

desenvolvido neste trabalho.

Em Shih at al. [1], é apresentada um ajuste de curva para os perfis de velocidade

para o estudo, com niimero de Reynolds=1. Em resumo, de acordo com Shih at al.
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[1] a velocidade na diregao x (u) e a velocidade na dire¢do y (v) do escoamento sao
determinandas a partir da distancia y da parede inferior, conforme mostrada nas

seguintes equacoes:

u = 8(x* — 22 + %) (4> — 2y) (4.1)

v =—8(4z® — 62% + 22)(y* — ?) (4.2)

As condigoes de contorno para o escoamento em andlise sao mostradas na figura
e sao descritas logo a seguir. Além disso, em relacao ao modelo numérico de-
senvolvido, a tabela [4.4] apresenta as informagoes gerais para criagao da geometria

utilizada na simulacao.

v =20
| —
u =10 Fluido =10
v=10 v =
YL
X
u=10
v =120

Figura 4.2: Condicoes de contorno do escoamento em uma cavidade Lid Driven.

Comprimento da cavidade 1m

Altura da cavidade 1m

Tabela 4.1: Geometria do escoamento Lid Driven.

Para determinagao do nimero de nés da malha utilizados na simulacao, realizou-se
o refinamento da malha com Re = 1 como ilustrado na Figura |4.3] Como pode-
mos verificar os valores convergem e estabilizam conforme o nimero de elementos

aumentam e como critério de parada foi utilizado o erro < 2%.
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Malha analisada Numero de nés (n,) Numero de elementos (n.)

Malha 1 148 248
Malha 2 404 1714
Malha 3 1564 2998

Tabela 4.2: Configuracoes utilizadas para criacao das malhas Lid Driven.

le—1
3.0
2.51—H
i
Q
E
X 2.0
£
>
1.5 —— Shih at al. [39]
~~~~~~~~ Malha 1
——- Malha 2
-- Malha 3
1.0
; 5 3 3 8 10

Tempo(s)

Figura 4.3: Anélise do refinamento de malha para Lid Driven.

A tabela tras o erro relativo da solu¢ao numérica deste trabalho em relagao
ao ajuste de curva obtido por Shih at al. [I]. Considerando os erros inerente ao
método numérico utilizado, os resultados obtidos permitem concluir que a simulagao
desenvolvida para o caso em estudo, funciona satisfatoriamente com erros relativos

abaixo de 1.97%.

Malha 1 Malha 2 Malha 3
Erro relativo (%) 3.5 2.7 1.97

Tabela 4.3: Erros relativos para Lid Driven.

Para o pds processamento dos resultados, a figura mostra comparacao en-

tre a solucao numérica e analitica para a velocidade v para uma linha tomada na
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horizontal, ou seja, v = v(x , y=0.5).

u (m/s)

-2.0{ N
shih at al. [39]
- —— Numérico

-25{ !

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.5: Graficos comparativos entre as solugoes analiticas e numéricas para u.

g
T T
>

o

-2

e Shihatal. [39]
Numérico
-3 :

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.6: Graficos comparativos entre as solugoes analiticas e numéricas para v.
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Por fim, para fins ilustrativos utilizou-se o software open source Paraview para
o pds processamento de dados dos perfis de velocidades u, v e da funcao corrente

Y em regime permanente. As figuras [£.7) e [1.§) abaixos apresentam as imagens pds

processadas.

Figura 4.7: Velocidade u e v para Re = 1.

_—
=)
g
psi

— 001
[ 0012
-1.4e-02

Figura 4.8: Funcao corrente 1 para Re = 1.

4.2 Escoamento entre placas planas.

Outra analise realizada neste trabalho para a validagao do cédigo numérico, foi a
do caso classico do escoamento de um fluido entre placas paralelas, sendo este estudo

conhecido como escoamento de entre placas planas. O estudo desse escoamento foi
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necessario para a validagao da condicao de contorno do tipo Neumann que relaciona
a derivada 0¢/0z = 0 e 0¢/Jy = 0 na saida das placas. A figura mostra o
perfil do campo de velocidade esperado quando o escoamento estiver em regime

permanente.

.

X [~ |

Figura 4.9: Escoamento entre placas paralelas

A solucao analitica para este problema pode ser encontrada em Santos at al. [39].
Segundo este, o perfil de velocidade a uma distancia y da parede inferior é calculado
por:

6
u(y) = 73yl —y) (4.3)
Em relagdo ao modelo numérico, a tabela [4.4] apresenta as informagdes sobre a

geometria utilizada na simulacao.

Largura entre as placas L (m) 1

Coordenada y entre as placas (m) [0,1]

Tabela 4.4: Geometria do escoamento entre placas planas.

As condigoes de contorno para o escoamento em andlise sao mostradas na figura
onde u é a componente da velocidade na direcao = e v é a componente da

velocidade na diregao y.
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L.".‘ = ('2 U = 0 vV = 0

u=1 Vi -n=0
v=>0

Y_‘_ v =rcl 'U:O'U:O

X

Figura 4.10: Condigoes de contorno do escoamento interno entre placas planas

Para determinacao do nimero de nés da malha utilizados na simulacao, realizou-
se o refinamento da malha adotando Re = 1000 como ilustrado na Figura [4.11]
Como podemos verificar os valores convergem e estabilizam conforme o nimero de

elementos aumentam e como critério de parada foi utilizado o erro < 2% .

Malha analisada Numero de nés (n,) Numero de elementos (n.)

Malha 1 694 1284
Malha 2 1332 2526
Malha 3 2295 4388

Tabela 4.5: Configuracoes utilizadas para criacao das malhas entre placas planas.

1.6

1.5

— Analitico
-+ Malha 1
== Malha 2
--- Malha 3

11

1.0

Tempo(s)

Figura 4.11: Anélise do refinamento de malha para o escoamento entre placas planas.

A tabelald.6]trés o erro relativo da solugao numérica em relagao a solugao analitica.
Considerando os erros inerente ao método numérico utilizado, os resultados obtidos
permitem concluir que a simulagao desenvolvida para dominios bidimensionais fun-

ciona satisfatoriamente com erros relativos abaixo de 1.4%.
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Malha 1 Malha 2 Malha 3
Erro relativo (%) 5.2 2.6 14

Tabela 4.6: Erros relativos para escoamento entre placas planas.

A figura mostra comparacao entre a solu¢do numérica e analitica. O grafico
analisado foi pds processados através de um corte transversal na geometria na

posicao de x=2.5m, conforme mostrado na figura

I\g

o &

Figura 4.12: Linha para o pés processamento para escoamento entre placas planas.

TV e
- O

P \
v
=0.8 o/ d\
é ,_/'/ ;\
7 06 o \
'// ‘e
/ \
Y %
0.4 / A\
o/ °
/
o - \'\.
0.2 / * Analitico v
o/ == Numérico \\_.
/ \'\_
0.0 ¢ .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13: Graficos comparativos entre as solucoes analiticas e numéricas.

Por fim, para fins ilustrativos utilizou-se o software open source Paraview para o
poOs processamento de dados dos perfis de velocidades u, v e funcao corrente ) em

regime permanente. As figuras [4.14] [4.15|e 4.16| abaixos apresentam as imagens pos

processadas.

47



Figura 4.14: Velocidade u para Re = 1000.

Figura 4.15: Velocidade v para Re = 1000.

1.0e+00
08
06
04
—02
[ o
-1.0e-01

psi

Figura 4.16: Funcao corrente ¢ para Re = 1000.



Capitulo 5

Resultados

5.1 Escoamento ao redor de um cilindro em um
canal.

Outro estudo realizado neste trabalho foi o estudo do escoamento ao redor de um
cilindro em um canal. O estudo desse escoamento foi necessario para a validacao da

condi¢ao de contorno do tipo Dirichlet na superficie do cilindro.

O perfil do campo de velocidade esperado quando o escoamento estiver em regime

permanente é encontrado na equagao [4.3|

Em relagao ao modelo numérico, a Tabela [5.6] apresenta as informacgoes da geo-

metria utilizada na simulacao.

Largura entre as placas L (m) 2
Coordenada y entre as placas (m) 0,2]
Comprimento do canal (m) 8
Raio do cilindro (m) 0.5

Coordenadas do centro do cilindro (m) [1.5,1.0]

Tabela 5.1: Geometria do escoamento ao redor do cilindro.

As condigoes de contorno para o escoamento em andalise também sao mostradas na

figura[5.1] onde u é a componente da velocidade na dire¢ao = e v é a componente da
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velocidade na direcao y. Nesse caso também temos o perfil de velocidade na entrada
do canal que serd u = 1m/s e a fungao corrente poderd ser calculada através da

integral do campo de velocidade, conforme demonstrado a seguir.

v=c2 u= 0 v=20

v=y Yp = Hplt) U=y, ,
u =1 u=20 Vy-n=0
) v=20

Y_‘_ b=cl u=0 v=20

Figura 5.1: Condigoes de contorno do escoamento ao redor de um cilindro em um

canal.

Para determinacao do niimero de nés da malha que seriam utilizados na simulagao,
realizou-se o refinamento da malha adotando Re = 1000 como ilustrado na Figura
(.2l Como podemos verificar os valores convergem e estabilizam conforme o nimero

de elementos aumentam e como critério de parada foi utilizado o erro<2%.

Malha analisada Numero de nés (n,) Numero de elementos (n.)

Malha 1 852 1558
Malha 2 1385 2575
Malha 3 3294 6298

Tabela 5.2: Configuracoes utilizadas para criacao das malhas.

1.4

=
w

ax (M/s)

Um,

1.2

1.1 — Analitico
—— Malha 1
Malha 2

---- Malha 3

1.0

Of —m———mmTmmoe

2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 5.2: Anadlise do refinamento de malha para Re = 1000.
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A tabelal5.3|trés o erro relativo da solu¢ao numérica em relagao a solugao analitica.
Considerando os erros inerente ao método numérico utilizado, os resultados obtidos
permitem concluir que a simulagao desenvolvida para dominios bidimensionais fun-

ciona satisfatoriamente com erros relativos abaixo de 1.6%.

Malha 1 Malha 2 Malha 3

Erro relativo (%) 4.5 2.5 1.6

Tabela 5.3: Erros relativos para escoamento ao redor de um cilindro em m canal.

A figura [5.4] mostram comparacao entre a solugdo numérica e analitica para o
perfil de velocidade u. Os graficos analisados foram pds processados através de um
corte transversal na geometria na posi¢ao de x=2.0m (antes do cilindro) e também

em x=6.0m (apds o cilindro), conforme mostrado na figura

g

o< X

Figura 5.3: Linhas para o pds processamento para escoamento do cilindro em um

canal.

1.6

1.4

. \4
e Analitico \

—— Numérico x=2m \'\
-~ Numérico x=6m

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

Figura 5.4: Graficos comparativos entre as solugoes analiticas e numéricas.
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Conforme podemos notar no grafico 5.4}, o escoamento préximo a parede sélida ira
ter o efeito de retardamento devido a imposicao da condi¢ao de nao deslizamento,
que é o fato da velocidade na regiao proxima a parede adquirir a velocidade igual a
velocidade da parede (v = 0). Com isso, espera-se que na regido proxima a parede,
o escoamento seja dominado pela viscosidade e o perfil em regime permanente iré

possuir um perfil parabdlico.

Por fim, para fins ilustrativos utilizou-se o software open source Paraview para o
pos processamento de dados dos perfis de velocidades u, v e fungao corrente ) em
regime permanente. As figuras e abaixos apresentam as imagens pés

processadas.

23e+00
[ 2

— 15

Figura 5.5: Velocidade u para Re = 1000.

1.0e+00

Figura 5.6: Velocidade v para Re = 1000.

I 20e+00

—15

05

2.2e-16

Figura 5.7: Funcao corrente ¢ para Re = 1000.



5.2 Escoamento ao redor de um cilindro com pa-
redes distantes.

O objetivo dessa simulacao foi mostrar o escoamento ao redor de um cilindro
quando as paredes estao afastadas. O estudo desse escoamento foi determinado
para demonstramos a diminuicao dos efeitos de parede quando a distancia entre as

placas é maior.

Em relagao ao modelo numérico, a Tabela [5.4] apresenta as informacoes da geo-

metria utilizada na simulacao.

Coordenada y entre as placas (m) 0,6]
Coordenada x (m) 0,9]
Raio do cilindro (m) 0.5

Coordenadas do centro do cilindro (m) [4.5,3.0]

Tabela 5.4: Geometria do escoamento ao redor do cilindro com paredes afastadas.

As condigoes de contorno para o escoamento em andalise também sao mostradas na
figura 5.8 onde u é a componente da velocidade na dire¢ao = e v é a componente da
velocidade na direcao . Nesse caso também temos o perfil de velocidade na entrada
do canal que serd u = 1m/s e a fungao corrente poderd ser calculada através da

integral do campo de velocidade, conforme demonstrado a seguir.

K
FTTT111Il

v=cl u=0 v=0

Figura 5.8: Condigoes de contorno do escoamento ao redor de um cilindro com

paredes distantes
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Para determinacao do niimero de nés da malha que seriam utilizados na simulacao,
realizou-se o refinamento da malha adotando Re = 1000 como ilustrado na Figura
(.9 Como podemos verificar os valores convergem e estabilizam conforme o nimero

de elementos aumentam e como critério de parada foi utilizado o erro<2%.

Malha analisada Numero de nés (n,) Ntmero de elementos (n.)

Malha 1 1800 3445
Malha 2 3119 6028
Malha 3 7009 13698

Tabela 5.5: Configuracoes utilizadas para criacao das malhas.

1.25 # e

1.20

ax (M/S)

115

Um,

110

---- Malha 1
—— Malha 2

1.05

- Malha 3

Of ———

2

Tempo(s)

Figura 5.9: Refinamento de malha cilindro com paredes distantes para Re = 1000.

Os graficos mostrado na figura [5.11| mostram os perfis de velocidades na direcao
x e y. Os graficos analisados foram pds processados através de um corte transversal

na geometria na posi¢ao de x=2.5m, conforme mostrado na figura [5.10]

Figura 5.10: Linha para o pds processamento para escoamento do cilindro com

paredes distantes.
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1.2

1.0

0.8

u (m/s)

0.6

0.4

—— Numérico

0.0

le—2

v (m/s)
)

—— Numérico

Figura 5.11: Graficos de u e v para o escoamento do cilindro com paredes afastadas.

Conforme podemos notar nos graficos da figura [5.11] ao se afastar as placas para
uma distancia consideravel, os efeitos de retardamento do escoamento na direcao
X ird ocorrer, mas nao serao tao intensos conforme observados na simulacao do
escoamento no canal. Portanto, podemos concluir que nesta simulacao nao teriamos

um perfil de velocidades parabdlico na direcao x.

Por fim, para fins ilustrativos utilizou-se o software open source Paraview para
o pos processamento de dados dos perfis de velocidades u e da funcao corrente v
em regime permanente. As figuras e abaixos apresentam as imagens pos

processadas.
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0.0e+00

Figura 5.12: Velocidade u e v para Re = 1000.

©6.0e+00
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I a |
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24e16

Figura 5.13: Velocidade u para Re = 1000.

5.3 Escoamento ao redor de um cilindro.

O objetivo dessa simulacao foi mostrar o escoamento ao redor de um cilindro sem
a presenca das paredes. O estudo desse escoamento foi determinado para demons-

tramos como o escoamento ird se comportar sem a presenca dos efeitos de parede.

Em relagao ao modelo numérico, a Tabela [5.6] apresenta as informacgoes da geo-

metria utilizada na simulacao.

Coordenada y entre as placas (m) [0,6]
Coordenada x (m) [0,9]
Raio do cilindro (m) 0.5

Coordenada do centro do cilindro (m) [4.5, 3.0]

Tabela 5.6: Geometria do escoamento ao redor do cilindro sem paredes.
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As condigbes de contorno para o escoamento em andlise também sao mostradas
na figura [5.14] onde nao temos mais a presenca de u e v. Nesse caso temos somente
o perfil de velocidade na entrada do canal que serd u = 1m/s e a fungao corrente

que poderd ser calculada através da coordenada y do da geometria.

) = c2

u =

v=20

[TTTT1717T1
i
4
[

-

X

1 = ¢l

Figura 5.14: Condigoes de contorno do escoamento ao redor do cilindro sem paredes.

A analise referente ao refinamento da malha é semelhante a realizada na se¢ao 5.2
deste trabalho. Isso ocorre pois a geometria e o fenomeno fisico (equagao corrente-
vorticidade) sdo idénticos a andlise anterior, tendo somente as condigoes de contorno

do problema como diferencial.

As figuras e mostram os perfis de velocidades na direcao x e y, res-
pectivamente. Os graficos analisados foram poés processados através de um corte

transversal na geometria na posi¢ao de x=2.5m, conforme mostrado na figura [5.15|

Figura 5.15: Linha para o pds processamento para escoamento do cilindro sem

paredes.
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—— Numérico

Figura 5.16: Gréficos de u para o escoamento de um cilindro sem paredes.

1.007
0.751 — Numérico |
0.501
0.251

0.001

v (m/s)

—0.257

—0.507

—0.757

—1.007

Figura 5.17: Graficos de v para o escoamento de um cilindro sem paredes.

Conforme podemos notar nos graficos e ao se retirar as paredes do
escoamento as velocidades nos extremos possuem um valor diferente de zero. Desse
modo nao ocorrerd o retardamento do escoamento na direcdo x e nem mesmo a

presenca do efeito de parede.

Por fim, para fins ilustrativos utilizou-se o software open source Paraview para o
pos processamento de dados dos perfis de velocidades u, v e da funcao corrente v
em regime permanente. As figuras e abaixos apresentam as imagens pos

processadas.
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Figura 5.18: Velocidade u e v para Re = 1000.

-5.2e01

-3.6e-16

Figura 5.19: Velocidade 1 para Re = 1000.

5.4 Vibracao do Cilindro utilizando LEA

A dultima simulacao realizada neste trabalho consiste na analise do escoamento

que ocasionara em uma vibragao no cilindro submerso ao escoamento.

As condigoes de contorno para o escoamento em analise também sao mostradas na

figura|b.20, onde u é a componente da velocidade na direcao z e v é a componente da

velocidade na diregao y. Nesse caso também temos o perfil de velocidade na entrada

do canal que serd u = 1m/s e a fungao corrente poderd ser calculada através da

integral do campo de velocidade, conforme demonstrado a seguir.

p=c2 u=0v=0

,l,(l/' = y Up = Uplt) Qb:yp
'UZO v=20

T Y=clu=0v=0

X

Figura 5.20: Condigoes de contorno do escoamento ao redor de um cilindro sujeito

a vibracao utilizando LEA.
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Para a simulagao utilizou-se a mesma geometria do topico 5.1 deste trabalho, bem
como o refinamento de malha que jé foi realizado na simulagao do escoamento em

um canal.

Conforme podemos observar na figura [5.20] o cilindro é posto para vibrar na
direcao transversal do escoamento e para realizar a movimentacao do cilindro, utilizou-
se a metodologia LEA que consiste em movimentar a malha a cada passo de tempo
através da insercao de uma velocidade da malha ¥, conforme abordado na secao

3.1.7 deste trabalho.

Tendo isso em vista, acrescentou-se uma movimentagao em fungao de uma senoidal
y(t) = Asen(¢t) para os pontos da malha que estavam sobre o cilindro. Desse modo
o movimento do cilindro serda sempre periddico e controlado. Na funcao senoidal
temos a amplitude A e a frequéncia de oscilacao ¢ que descrevem o modo com que

o cilindro se movimenta.

Um dos pontos principais durante a simulacao ¢ a escolha da amplitude da fungao
senoidal, pois uma grande amplitude pode ocasionar em falhas para manter os ele-
mentos da malha consistentes e para que os seus nés nao entrem dentro de outro
elemento. No apéndice A demonstramos a funcao escolhida para a configuracao de

malha utilizada neste trabalho.

A movimentacao do cilindro foi limitada pela escolha da amplitude da funcao
seinodal, pois a movimentacao do cilindro tem que permitir a deformacao da malha

sem que essa desrespeite a configuracao dos elementos originais.

Para demonstracao dos resultados obtidos através da simulacao computacional
foi dado zoom na regiao do cilindro para melhor visualizacao de como a malha se

comportou a cada passo de tempo.
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Figura 5.21: Zoom no pos processamento da abordagem lagrangiana-euleriana

(LEA).

Observando o avanco temporal demonstrado na figura os nés dos elementos
sao movimentados na direcao y de forma suave e respeitando a continuidade, ou
seja, nenhum dos nés que compoem determinado elemento ird se locomovendo para

dentro de outro elemento.

t=0s

t=15s

L)

t=25s t=35s

t=45s

Figura 5.22: Evolugao temporal da movimentagao do cilindro com LEA.
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A figura traz os perfis de velocidades na dire¢ao x (u). Os graficos analisados
foram pos processados através de um corte transversal na geometria na posicao de
x=2.0m (antes do cilindro) e na posigao x=6m (ap6s o cilindro), conforme mostrado
na figura[5.23] Além disso, comparou-se os resultados obtidos com a solugéo analitica

para o escoamento do canal, descrito pela equacao 4.3,

&

o< X

Figura 5.23: Linhas para o pds processamento para movimentagao do cilindro com

LEA.

1.6

1.4

0.4

0.2 / Analitico
) - Numérico x=2m
---- Numérico x=6m

0.0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 5.24: Gréafico de u para a movimentagao do cilindro com LEA.

Conforme podemos notar no grafico [5.24] o escoamento préximo a parede sélida
ira ter o efeito de retardamento devido a imposicao da condicao de nao deslizamento
igual ao obtido para o escoamento em um canal. Com isso, podemos concluir que
a simulacao numérica utilizando a movimentacao da malha através da abordagem
lagrangiana-euleriana foi satisfatoria, pois a resposta convergiu para um perfil de
velocidade parabdlico na direcao x. A tabela tras o erro relativo entre a solugao

numérica e a solucao analitica.
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Numérico x=2m Numérico x=6m

Erro relativo (%) 2.821 2.721

Tabela 5.7: Erros relativos para vibragao com LEA.

Por fim, para fins ilustrativos utilizou-se o software open source Paraview para o
pos processamento de dados dos perfis de velocidades u, v e fungao corrente ) em

regime permanente. As figuras[5.25], [5.26] e [5.13] abaixos apresentam as imagens pés

processadas.

Figura 5.25: Velocidade u para Re = 1000.

Figura 5.26: Velocidade v para Re = 1000.

Figura 5.27: Funcao corrente 1 para Re = 1000.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho foi apresentado a equacao de Navier-Stokes e a sua utilizagao para
descrever a deducgao da formulacao corrente vorticidade com uma abordagem do
Método de Elementos Finitos acrescido com a abordagem LEA para a vibracao in-
duzida de um cilindro. Como a formulacgao nao possuia acoplamento entre os campos
de pressao e de velocidade, o uso do elemento triangular linear pode ocorrer sem
nenhum problema na implementagao do MEF. O cédigo desenvolvimento durante
todo o trabalho encontra-se disponivel no Apéndice A deste trabalho e podera ser

utilizado por toda a comunidade académica e profissional.

O objetivo desse trabalho foi a andlise da interagao fluido-estrutura causada pelo
escoamento ao redor de um cilindro que induz uma vibracao no cilindro. Para isso,
a calibracao do codigo numérico foi feita através de 2 casos classicos Lid Driven
e Escoamento entre placas planas e as respostas obtidas foram satisfatorias para
um erro < 2%. Além disso, neste trabalhou mostrou-se com sucesso método de
movimentagao da malha de elementos finitos utilizando uma abordagem lagrangiana

euleriana.

A anélise da movimentacao do cilindro demonstrou que a escolha da funcao se-
noidal para movimentagao contém uma limitagao na escolha da sua amplitude. O
desafio foi encontrar uma amplitude que respeitasse a deformagao da malha de modo

com que um elemento nao se desloque sobre outro.
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Conforme demonstrado nos resultados, a movimentacao ocorreu de forma satis-
fatoria, sendo respeitadas as condigoes de deformagcao e deslocamento dos elementos

abordada anteriormente.

Para estudos futuros, recomenda-se a realizacao de novas técnicas para movi-
mentacao da malha, como por exemplo a abordagem da movimentagao através do

malhamento dinamico para obtencao de resultados mais acurados.

Outra proposta de trabalho futuros é o uso da bibliteca do scipy ao invés da
biblioteca numpy no cédigo numeérico para formacao das matrizes elementares e glo-
bais, bem como para os métodos numéricos utilizados para os calculos das equagoes
matriciais. Tal mudanca ocasionarda em diminui¢ao do espaco alocado no compu-
tador para a criacao das matrizes e vetores, este que foi um dos maiores desafios

encontrados durante a elaboracao deste trabalho.

Por fim, pode-se fazer a criacao de uma interface grafica para o modelo numérico
e como consequéncia ter a criacao de um software que sera desenvolvido através de

uma open source e assim possa ser utilizado pelo meio académico ou profissional.
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Apeéendice A

Cdédigo Fonte do cilindro com

vibracao LEA.

# FORMULAGAO EF-LEA para Escoamento transversal
# Autora: Jéssica Aparecida Silva

# Engenharia Mecanica — Untverstidade Federal do Rio de Janeiro

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import meshio

import time

#meshio é uma biblioteca no python criada para leitura de malha

#ao importar tal biblioteca podemos otimizar leituras e escrita
#Por exemplo, para lermos uma malha exportada da opensource paraview basta:

# points, cells, point_data, cell_data, field_data = \

# meshio.read(args.infile)
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#para escrevermos um arquivo de satda para ler na opensource paraview

# meshio.write(

# args.outfile,

# points,

# cells,

# point_data=point_data,

# cell_data=cell_data,

# field_data=field_data

& )

B
# Secdo com as fungdes utilizadas

B
def get_X():

f = open("Nodes.txt","r")
points = []

for i in range(0,7359):

line = f.readline()
line = line.strip('\n')
line = line.split(" ")
line = line[1:]

for i in range(0,3):
line[i] = float(line[il])
points.append(line)
f.close()

return points

# a funcdo get X é para buscar os pontos X,Y

# dos nos pertencentes a malha
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def get_IENQ):
f = open("IEN.txt","r")
points = []
for i in range(0,14255):

line = f.readline()
line = line.strip('\n')
line = line.split(" ")
line = line[4:]

for i in range(0,3):
line[i] = int(1line[i]) - 1
points.append(line)
f.close()

return points

# a funcdo get IEN é para buscar os pontos a

# relacao de quats mos pertencem a um elemento

#definicao da geometria do canal

minY = O
maxY = 2
minX = O
maxX = 8
xc = (maxX-minX)/2.0 #centro do cilindro

(maxY-minY) /2.0

yc

raio = 0.50 #rato do cilindro

d =0.01 #constante usada para encontrar os ndés do cilindro
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IEN = np.array(get_IEN())
points = get_X()
npoints = len(points) # numero de pontos da malha

ne = len(IEN) # numero de elementos da malha

<
I

np.zeros(npoints,dtype="'float')

o
]

np.zeros(npoints,dtype="'float"')

for i in range(O,npoints):

X[i] = points[i] [0] #coordenadas X dos pontos da malha

Y[i]

points[i] [1] #coordenadas Y dos pontos da malha

# Pontos de condig¢d@o de contorno
cc = np.zeros((npoints, 1) ,dtype="'float"')
# pontos que possuem uma condicao de contorno de pst
Fc = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# condicoes de contorno de psi inictal
circle = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# pontos que possuem uma condicao de contorno de pst
Fcircle = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# condicoes de contorno de psi inicial
ccoutlet = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# pontos que possuem uma condicao de contorno de psti no outlet
Fcoutlet = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
ccw = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# pontos de contorno para usar em omega
cc_velo = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# pontos que possuem uma condicao de contorno de wvelocidade
Fu = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
# condigbes de contorno de u no topo e fundo
Fv = np.zeros((npoints,1),dtype='float')

# condicbes de contorno de v nmo topo e fundo
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Fyc = np.zeros((npoints,1),dtype='float')
Xc

np.zeros((npoints,1) ,dtype="'float"')

Yc = np.zeros((npoints,1),dtype='float')

fixo = np.zeros((npoints,1),dtype='float')

# Criando as matrizes de condig¢do de contorno de Pst
# e de welocidades vz e vy
for i in range(O,npoints):

# Verificando parte inferior do canal

if Y[i]l== minVY :

fixo[i]=1.0
ccl[i] = 1.0
Fcl[i]l] = 0.0

cc_velo[i] = 1.0

Fuli] = 0.0
Fv[i]l] = 0.0
cewl[i] = 1.0

# Vertficando parte superior do canal

if Y[i] == maxY :

fixo[i]=1.0
ccli]l = 1.0
Fcl[i] = 2.0

cc_velo[i] = 1.0

Fuli]l] = 0.0
Fv[i] = 0.0
ccwl[i] = 1.0

# Verificando inlet

if X[i] == minX :
fixo[i]=1.0
ccl[i] = 1.0
Fcli] = Y[i]

cc_velo[i] = 1.0
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Fuli] = 1.0
Fv[i] = 0.0
cewl[i] = 1.0

# Verificando outlet
if X[i] == maxX:
fixo[i]=1.0

ccoutlet[i] 1.0  #cc de psi

Fcoutlet[i] = 0.0
Ful[i]=0.0 #cc de velocidade
Fv[i]=0.0
cc_velo[i]=0.0
ccwl[i] = 1.0 #cc de omega
# Verificando o cilindro
if (raio -d) < ((xc-X[i])#**2+ (Y[i]l-yc)**2)**(0.5) < (raio + d)
fixo[i]=1.0

circlel[i] = 1.0

Fcirclel[i] = yc
cc_velo[i] = 1.0
Fuli] = 0.0
Fv[i] = 0.0
Fycl[i] = yc
Xc[i] = X[i]
Yc[il = Y[i]
B
# Secdo com criagcdo das matrizes elementares #
# e matrizes globais #
B

# implementagdo do mnumero de iteracoes mo tempo
nlter = 44 #interacdes

t=0 #contador temporal
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dt = 0.06 #avanco temporal

#propriedades do fluido
#  nu=1/Re
nu =0.001

# Iniciando a velocidade

vx = np.zeros( (npoints,1),dtype='float')

vy = np.zeros( (npoints,1),dtype='float')
# ccs em v e VY
#busca pelas condigdes de contorno inicial
for i in range(O,npoints):
if cc_velo[i]==1.0:
vx[i] = Fulil
vyl[i]l = Fv[i]

cl = 0.2 #controle da velocidade de suavizagdo
# ao inves de colocar 100/, vou acrescentando

# aos poucos

for j in range(O,nIter):
if j<nIter:
# inicio = time.time() #caso deseje ver o tempo de simulacao

print('iteracao =',j) # visualizar a iteracdo

# inictalizando as matrizes K e M, vetor condicdo de contorno

# F e Kest
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# e os gradientes na diregdo X e VY

K = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')

M = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Gx = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Gy = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')

Kest = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')

# loop dos elementos da malha
for e in range(O,ne):
v = IEN[e]
det = X[v[2]11*( Y[v[0]]-Y[v[1]1]) +
X[v[0]1=C Y[v[1]]-Y[v[2]]) +
X[v[1]1*(-YIv[0]1+Y[v[2]11)

#calculo da area do elemento

area = det/2.0

# matriz de massa do elemento

m = (area/12.0) * np.array([ [2.0, 1.0, 1.0],
[1.0, 2.0, 1.0],
[1.0, 1.0, 2.0]1 1)

bl = Y[v[1]]-Y[v[2]]

b2 = Y[v[2]]-Y[v[0]]

b3 = Y[v[0]]-Y[v[1]]

cl = X[v[2]]1-X[v[1]1]
c2 = X[v[0]]-X[v[2]]
c3 = X[v[1]]-X[v[0]]

# matrtz da matriz B

B = (1.0/(2.0*area)) * np.array([ [bl, b2, b3],
[cl, c2, c31 1)

78



# matriz da matriz B transposta

BT = B.transpose()

# matriz de rigidez do elemento

ke = area*np.dot(BT,B)

#calculo das matrizes do gradiente

gxe = (1.0/6.0)*np.array([ [bl, b2, b3],

[b1, b2, b3],

[b1, b2, b3] 1)
gye = (1.0/6.0)*np.array([ [cl, c2, c3],

[cl, c2, c3],

[cl, c2, c3] 1)
e

#calculo de u_med e v_med

vl = IEN[e,0]

v2

IEN[e, 1]

v3 = IEN[e,?2]

vx_medio = ( vx[v1l] + vx[v2] + vx[v3] )/ 3.0

vy_medio = ( vy[vi] + vy[v2] + vy[v3] )/ 3.0

#matriz elementar de estabilizacao

kestx = ((dt/2.0)*(vx_medio/4*area))*np.array([
[vx_medio*bl*bl + vy_medio*bl*cl ,
vx_medio*bl*b2 + vy_mediox*bl*c2 ,

vx_medio*bl*b3 + vy_medioxblxc3],
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[vx_medio*b2xbl
vx_medio*xb2*b2
vx_medio*xb2*xb3

[vx_medio*b3*bl
vx_medio*xb3*b2

vx_medio*b3*b3

kesty = ((dt/2.0)*(
[vx_medio*clxbl
vx_medio*clxb2
vx_medioxbl*xb3
[vx_medio*c2xbl
vx_medio*c2*b2
vx_medio*xb2*b3
[vx_medio*c3*bl
vx_medio*c3*b2

vx_medio*xb3*b3

# matrizes Globais

for i in range(0,3)

ii = IEN[e,1i]

for j in range(

jj = IEN[e,

K[ii,jj]

M[ii,jj]

Gx[ii,jj]

Gyl[ii,jjl
Kest[ii,jj]

+ vy_medioxb2x*cl

b

+ vy_medio*b2*c2

b

+ vy_medio*b2+*c3]

3

+ vy_medio*b3*cl

3

+ vy_medio*b3*c2

b

+ vy_medio*b3*c3] ])

vy_medio/4*area))*np.array ([

+ vy_medio*cl*cl ,
+ vy_medio*cl*c2 ,
+ vy_medio*cl*c3]

b

+ vy_medio*c2*cl

b

+ vy_medio*c2*c2

b

+ vy_medio*c2#*c3]

3

+ vy_medio*c3*cl

b

+ vy_medio*c3*c2

b

+ vy_medio*c3*c3] ])

0,3):

3]

K[ii,jjl + keli,j]
M[ii,jjl + m[i,]j]
Gx[ii,jjl + gxeli,j]
Gylii,jjl + gyeli,j]

= Kest[ii,jj] + kestx[i,j] + kestyli,j]

# CALCULO DA VELOCIDADE DA MALHA

R =[]

#mapear um no e quais elementos ele pertence e
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#anotar quats més sdo esses

for NODE in range(O,npoints):

V=[]

for i in range(O,ne):

if IEN[i,0] == NODE :

V.append (IEN[i,1])

V.append (IEN[1i,2])

if IEN[i,1] == NODE :

V.append (IEN[i,0])

V.append (IEN[i,2])

if IEN[i,2] == NODE :

V.append (IEN[1i,0])

V.append (IEN[i,1])

V = list(set(V))

R.append (V)

p = np.zeros((npoints,1),dtype = 'float')

ui = np.zeros((npoints,1), dtype = 'float')

vi = np.zeros((npoints,1), dtype = 'float')

#calculo da velocidade ponderada pela distancia

#de cada no vizinho

for i in range(0,len(R)):

VIZINHOS

sum_xj

sum_yj

sumdist

= R[i]
0.0
0.0
0.0

for j in VIZINHOS:

dist

np.sqrt (C(X[F1-X[i1)#*2)+((Y[JI-Y[1])**2))

sumdist += dist

sum_xj += X[jl*dist

sum_yj += Y[jl*dist
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uili] = c1*((sum_xj/sumdist)-X[i])/dt
#valor da veloctdade da malha
vi[i] = c1*((sum_yj/sumdist)-Y[i])/dt

#valor da wvelocidade da malha

#velocidade de movimentacao dos pontos do cilindro
for i in range(0,npoints):

if fixo[i] == 0.0:

Y[il Y[i] + vil[i]=*dt

X[i]

X[1i] + uil[i]*dt
Fc[i] = Fcli] + vi[il*dt
if circle[i]==1.0:
Y[i] = Y[i] + 0.045%np.sin(l.1%j)*dt
Fcircle[i] = Fcircle[i] + 0.045*np.sin(l.1*j)*dt
Fv[i] = 0.045*np.sin(1.1x%j)/dt

# Calculando o termo Gzvy - Gyvzx
b = np.dot(Gx,vy) - np.dot(Gy,vx)
omega = np.linalg.solve(M,b) #wvorticidade no tempo n

omegacc = omega.copy()

# Aplicando as condicbdes de contorno de w
for i in range(0,len(cc)):
if cewl[i] == 1.0:
omegacc[i] = omegalil

# so existe w ma parede, no restante do dominio é nulo
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# nova velocidade convectiva
unew = vx - ui

vnew = vy - Vi

# Calculo de v.\nabla\omega

VGO = np.diagflat(unew)*Gx + np.diagflat(vnew)*Gy

# Iniciando solver transporte da vorticidade para omega n+l

LHSw = (1.0/dt)*M.copy()

# Vetor do lado direito para eq. de transporte da wvorticidade
RHSw = (1.0/dt)*np.dot(M.copy() ,omega) -np.dot(VGO,omega) -

nu*xnp.dot (K. copy() ,omega)

# tmposicao das ccs para omega
for i in range(0,len(cc)):
if ccw[i] == 1.0:
LHSw[i, :]

0.0

LHSw[i,1i] 1.0

RHSw[i] = omegacc[i]

# SOLVER eq. transporte

omega = np.linalg.solve(LHSw,RHSw)

# Funcao corrente K \psi = M* \omega

RHSpsi = np.dot(M,omega)

# Lado esquerdo da eq K\psi = M*\omega

LHSpsi = K.copy()

# Imposicao das ccs de \pst
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for i in range(0,len(cc)):
if ccoutlet[i]==1.0:
RHSpsi[i] = Fcoutlet[i]
if ccl[i] == 1.0:
0.0

LHSpsili,:]

LHSpsili,1i] 1.0
RHSpsi[i] = Fcl[il]

if circle[i] == 1.0:

LHSpsil[i,:] = 0.0

LHSpsi[i,i] = 1.0

RHSpsil[i] = Fcircleli]

# SOLVER da funcao corrente

psi = np.linalg.solve(LHSpsi,RHSpsi)

# encontrar as novas velocidades Mvr = Gy\psi, Mvy = -Gz\pss

b_3 = np.dot(Gy,psi)
M3 = M.copy(O)
vx = np.linalg.solve(M3,b_3)

b_4 = np.dot(Gx,psi)
M4

M.copy ()
vy = -np.linalg.solve(M4,b_4)

# tmpor cc de wvelocidade nos vetores vz e vy
for i in range(0,len(cc)):

if ccl[i] == 1.0:

vx[i] = Fuli]
vyl[i]l = Fv[i]

if circle[i] == 1.0:
vx[i] = Fuli]
vyl[i] = Fv[i]
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# fim = time.time()

#EXPORTAR CALCULOS DO SULVER
#NO TEMPO n

#exportar arquivo para ser lido mo paraview

# salvar a nova configurag¢do da malha

# apos se movimentar

msh = meshio.read('malhatcc.msh')
IEN = msh.cells_dict['triangle']

cells=[('triangle',IEN)]

Xyz = msh.points

for i in range(0,npoints):

xyz[i]=[X[i],Y[i],0.0]

# print ('Tempo da interagdo:', (fim - inicio))

# salvando as wvariavets calculadas
meshio.write_points_cells(
", /vtk/teste"+str(t)+".vtk",
Xyz,
cells,
# Optionally provide extra data on points, cells, etc.

point_data={'vx':vx,'vy':vy, 'psi':psi, 'omega':omega},
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# cell_data=cell_data,
# field_data=field_data
)

t 4= 1
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