Universidade Federal
do Rio de Janeiro

Escola Politécnica

ANALISE DE CONDUCAO DE CALOR EM COMPONENTES ELETRONICOS
DE MATERIAL HETEROGENEO UTILIZANDO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

Victor Guido Pinheiro

Projeto de Graduagdo apresentado ao Curso
de Engenharia Mecdnica da Escola Politécnica,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessdrios a obtencao do

titulo de Engenheiro.

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos, Ph.D.

Rio de Janeiro

Marco de 2022



UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO

VA, @
BT Departamento de Engenharia Mecdnica R

Mecanica
Poltécnica « C%F;FF’S DEM / POLI / UFR] Escola Politécnica

ANALISE DE CONDUCAO DE CALOR EM COMPONENTES ELETRONICOS
DE MATERIAL HETEROGENEO UTILIZANDO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

Victor Guido Pinheiro

PROJETO FINAL SUBMETIDO AO CORPO DOCENTE DO DEPARTAMENTO
DE ENGENHARIA MECANICA DA ESCOLA POLITECNICA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE
ENGENHEIRO MECANICO.

Aprovada por:

.

Prof. Gustavd Rabélo dos Anjos, Ph.D.,

(“Z'” m& Yotinss

Prof. Gabriel Lisb6a Verissimo, D.Sc.

u B \
Prof. Daniel Alves Castello, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
MARCO DE 2022



Guido Pinheiro, Victor

ANALISE DE CONDUCAO DE CALOR EM
COMPONENTES ELETRONICOS DE MATERIAL
HETEROGENEO  UTILIZANDO METODO DE
ELEMENTOS FINITOS/ Victor Guido Pinheiro. -
Rio de Janeiro: UFR]/Escola Politécnica, 2022.

X, [76|p| i} 29, 7cm.

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos, Ph.D.

Projeto de Graduacao — UFR]/ Escola Politécnica/
Curso de Engenharia Mecanica, 2022.

1. Condugdo de Calor. 2. Material Heterogéneo. 3.
Método de Elementos Finitos. I. Ph.D., Gustavo Rabello
dos Anjos,. II. Universidade Federal do Rio de Janeiro,
UFR]J, Curso de Engenharia Mecdnica. III. ANALISE
DE CONDUCAO DE CALOR EM COMPONENTES
ELETRONICOS DE MATERIAL HETEROGENEO
UTILIZANDO METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

iii




Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por cada porta aberta e oportunidade
concedida, por ser meu Senhor e Salvador.

Agradeco aos meus pais, Delce Guido Pinheiro Jr. e Tatiana Fischer Guio
Pinheiro por todo amor, apoio, cuidado e sacrificios durante todos esses anos.
Agradeco também ao meu irmao, Mateus Guido Pinheiro, por todos os conselhos
e momentos de companheirismo.

Agradec¢o também a Camilla Martins de Almeida Figueiredo Rangel, por
tudo nesses quase dez anos juntos, por todo o apoio nessa jornada, ndo apenas na
parte académica, mas em todas as areas da minha vida.

Agradeco também ao meu orientador Gustavo Rabello dos Anjos por todo
auxilio, paciéncia, compreensdo e ensinamentos essenciais que tornaram este tra-

balho possivel.

v



Resumo do Projeto de Graduagdo apresentado a Escola Politécnica/UFR] como

parte dos requisitos necessarios para a obtencao do grau de Engenheiro Mecénico

ANALISE DE CONDUCAO DE CALOR EM COMPONENTES ELETRONICOS
DE MATERIAL HETEROGENEO UTILIZANDO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

Victor Guido Pinheiro

Marg¢o/2022

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos, Ph.D.

Departamento: Engenharia Mecdnica

O objetivo desse trabalho é o desenvolvimento de uma simula¢do com-
putacional para a andlise da transferéncia de calor por condugao no interior de
componentes eletrénicos compostos de materiais heterogéneos. Para isso, foi
implementado o Método de Elementos Finitos na linguagem de programacao
Python, com o intuito de resolver as equagdes de condugdo de calor em duas di-
mensoes, uma vez que a espessura da CPU pode ser considerada desprezivel. Para
modelar as correntes elétricas encontrando resisténcia dentro dos componentes
eletronicos, foi considerada a presenca de geragao interna de calor. Desse modo
foi possivel definir o calor gerado para o funcionamento ideal da CPU, assim
como uma equagao que relaciona temperatura maxima registrada e calor interno
gerado.

Palavras-Chave: Conducdo de Calor, Material Heterogéneo, Método de Elemen-

tos Finito.



Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFR] as a partial

fulfillment of the requirements for the degree of Mechanical Engineer

ANALYSIS OF HEAT CONDUCTION IN MICROCHIPS OF HETEROGENIAL
MATERIALS WITH FINITE ELEMENT METHOD

Victor Guido Pinheiro

March/2022

Advisor: Gustavo Rabello dos Anjos, Ph.D.

Department: Mechanical Engineering

The objective of this work is to develop a computational simulation to ana-
lyze the phenomenon of heat transfer by conduction in the interior of a microchip
composed by heterogenous material. To that end, the Finite Element Method was
implemented in the programming language of Python, aiming to solve the heat
conduction equations in two dimensions once the microchip thickness can be dis-
regarded. To take in consideration the electric currents finding resistance inside
the microchip, it was considered that was internal heat generation. Therefore,
it was possible to determine the internal heat generation for the ideal operation
of the microchip, as well as an equation that connects the maximum registered
temperature with the internal heat generation.

Key-words: Heat Conduction, Heterogeneous Material, Finite Element Method.
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Capitulo 1

Introducao

”Microchips”de computador, também conhecidos como Unidades de Pro-
cessamento Central (CPU), sdo pequenos componentes eletronicos retangulares
de materiais semicondutores cristalinos (silicio, na maioria das vezes) cobertos de
pequenos transistores e outros eletronicos. Sua utilidade é de transformar eletri-
cidade em dados bindrios, para, assim, alcancar um alto desempenho em célculos
e processamento de informacdes, tendo se tornado a base de todos os eletrénicos
desde a década de 70. De acordo com dados da ASML, mais de 634 bilhdes de
CPUs foram fabricados no ano de 2019.

Esses componentes estdo se tornando exponencialmente mais complexos
com o passar dos anos. Como observado por Gordon E. Moore, (mais tarde ba-
tizada de “Lei de Moore”, embora ndo seja uma lei da fisica, e sim uma relagdo
empirica observada), o nimero de transistores de uma CPU dobra a cada 18 me-
ses pelo mesmo custo.

Com esse aumento da complexidade do numero de transistores e da cor-
rente elétrica que passa por esses componentes, a questdo de superaquecimento
das CPUs também se torna mais relevante. Portanto, aumenta-se também a
importancia da analise da transferéncia de calor no projeto de componentes
eletrénicos. No entanto, essa andlise ndo é trivial, uma vez que frequentemente
as equagoes de transferéncia de calor ndo apresentam solugdes analiticas simples,
de modo que é necessario recorrer a solugdes numéricas aproximadas.

Desta forma, o objetivo desse trabalho é desenvolver um cédigo da lin-

guagem Python de programacao que utilize o Método de Elementos Finitos para



resolver as equagoes de transferéncia de calor por condugao, e assim permitindo
analisar de modo mais eficiente a distribui¢do de temperatura na CPU durante o
seu funcionamento, levando em considerac¢ao os diversos materiais utilizados em
sua confeccdo, e a geracao interna de calor causada pelas correntes elétricas nos

transistores.

1.1 Hipoteses, Consideracdes e Organizacao do Tra-

balho

Para o desenvolvimento deste trabalho, utilizou-se a equagdo conducao de
calor em coordenadas cartesianas, considerando apenas duas dimensdes. Isso se
deve ao fato de que a espessura da CPU foi considerada desprezivel quando com-
parada as outras duas dimensdes. Também foi considerado que os materiais que
compdem a CPU sdo isotropicos. Para a derivada temporal, utilizou-se método
de diferencas finitas de Crank-Nicolson para a discretizagao.

Para a solu¢do numérica, utilizou-se o Método dos Elementos Finitos, e
para a discretizacdo espacial utilizou-se o Método de Galerkin, sobre uma ma-
lha com elementos triangulares produzida no software Gmsh. Uma vez que o
estudo é feito em uma CPU constituida de diferentes materiais, as difusividades
térmicas foram atribuidas aos elementos da malha de acordo com a sua posigdo.
Nas fronteiras entre dois ou mais materiais, foi adotado o valor referente a média
aritmética das difusividades térmicas de cada material.

Para resolver os sistemas lineares apresentados no Método de Elementos
Finitos, foi utilizada a biblioteca Numpy disponivel em Python. Para visualizar os
resultados, os gréaficos foram produzidos por outra biblioteca, Matplotlib, assim
como no software Microsoft Excel.

A validagao da simulagao foi realizada através da comparagao de exemplos
encontrados na bibliografia e em outros trabalhos e monografias. A simulagédo re-
alizada considerando como base o modelo de CPU apresentado no estudo de TU
[1]. Embora esse estudo considere um modelo em trés dimensdes, o escopo foi
mantido apenas na distribuicdo de temperatura em duas dimensdes do compo-

nente eletronico. Portanto, na Figura 1.1 apresentamos a imagem de uma CPU



padrdo, como foi mostrado no estudo.

Figura 1.1: Ilustragdo do "microchip”utilizado como referéncia

Estre trabalho foi organizado em sete capitulos, como definido abaixo:
* Capitulo 1 - Introdugao
* Capitulo 2 - Revisdo Bibliogréfica
* Capitulo 3 - Metodologia
* Capitulo 4 - Algoritmo
* Capitulo 5 - Validagao
* Capitulo 6 - Resultados
* Capitulo 7 - Conclusao

No Capitulo 2, foram listadas as referéncias utilizadas para o desenvol-

vimento das equacgdes de calor e do Método de Elementos Finitos, assim como



uma breve introdugao desses temas. No Capitulo 3, apresentamos a metodolo-
gia utilizada para a equacgao de calor por condugao no regime transiente em duas
dimensodes, assim como a aplicacdo do Método de Elementos Finitos para essa
equagao.

No Capitulo 4, o c6digo utilizado em Python foi apresentado e explicado,
para cada processo individual. Ja no Capitulo 5, demonstramos a validagao do
cédigo exibido por meio da comparagao com resultados encontrados em outros
trabalhos. Por fim, os Capitulos 6 e 7 apresentam, respectivamente, os resultados

da simulacao final e as consideragées finais do trabalho.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

2.1 Transferéncia de Calor

De acordo com OZISIK [2]], podemos estudar o conceito de calor através
da otica de duas ciéncias. Primeiramente, a termodindmica, que trata princi-
palmente da relagdo entre o calor e outras formas de energia. Por outro lado,
temos a ciéncia da transferéncia de calor, que analisa especialmente a taxa de
transferéncia de calor em um sistema. Como definido por INCROPERA [3], a ter-
modindmica lida apenas com os estados iniciais e finais dos processos, e nao pro-
videncia nenhuma informacao sobre a natureza da interacdo ou a taxa de tempo
com que ocorre o processo. Embora esse fluxo ndo possa ser medido diretamente,
ele estd relacionado a grandeza fisica chamada temperatura, que, por sua vez,
pode ser diretamente mensurada.

O livro HAHN [4] descreve essa relagao de forma que, quando houver
diferencas de temperatura em um sistema, também havera fluxo de calor, sem-
pre fluindo da regido de alta temperatura para a de baixa temperatura. Portanto,
desde que o fluxo de calor suceda a presenca de um gradiente de temperatura
em um sistema, essa conexdo se torna essencial para o estudo dos fendémenos
de transferéncia de calor. Isso porque, ao conhecermos a distribui¢do da tempe-
ratura no sistema, utilizamos a lei que relaciona esse gradiente de temperatura
com o fluxo de calor (quantidade de calor transferido por unidade de tempo por
unidade de area).

A transferéncia de calor pode ocorrer de trés modos diferentes: condugdo,



convecgdo e radiacdo. No entanto, essa divisdo é bem definida apenas na teo-
ria. Trabalhando mais perto da realidade, qualquer transferéncia de calor é for-
mada por combinag¢ées dessas trés modalidades, em proporgdes diferentes, de-
pendendo das condi¢des. Podemos, entretanto considerar um dos modos separa-
damente quando o calor transferido pelos outros for desprezivel quando compa-
rado.

A transferéncia de calor por meio de convec¢do ocorre quando ha uma
diferenga de temperatura entre a superficie de um sélido e o fluido escoando
sobre ele. E possivel subsequentemente fragmentar essa classificacio ao levar
em consideragdo a origem do movimento do fluido. Quando o escoamento do
fluido é influenciado apenas por meios naturais, definimos a conveccao livre (ou
natural). Por outro lado, quando o movimento é manipulado por meios externos
(por um ventilador ou uma bomba), caracteriza-se a convecc¢do for¢ada, como

exemplificado na Figura 2.1.

Escoamento devido
as forgas de empuxo

F—‘h(‘”;;"' Ar ;" Componentes |
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» : ylacas de cire q"
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1T

Figura 2.1: a) Exemplo de convec¢ado for¢cada b) Exemplo de convecgao livre (3]

Teoricamente, como a determinacao da distribuicao de temperaturas no
fluido depende da movimentagdo do fluido, os cdlculos de transferéncia de calor
por conveccdo podem ser consideravelmente complexos, dependendo de nume-
rosas varidveis nao triviais. No entanto, como mencionado em OZISIK[Z], para
aplicacdes de engenharia podemos realizar um célculo simplificado e conhecendo
as temperaturas médias do fluido (Ty) e da superficie por onde ele escoa (T,), po-

demos estimar o fluxo de calor como exibido na Equagao 2.1.



9x = h(Tf —Tw) (2.1)

E importante notar que a Equacio 2.1 descreve o fenémeno quando a tem-
peratura do fluido é maior que a da superficie, e portanto hé fluxo de calor do
fluido para a dita superficie. Caso o inverso ocorra, com fluxo de calor da su-
perficie para o fluido, sera necessario inverter o sinal da Equagao 2.1, como ilus-

trado na Equagao 2.2.

qx=hT, - Tf) (2.2)

Definimos também nessas equagdes o termo h como o coeficiente de trans-
feréncia de calor (W/m?2K). Essa constante depende de multiplos fatores, como o
tipo de fluxo do fluido (laminar ou turbulento), a geometria do corpo, a drea de es-
coamento, a posicao na superficie do corpo, a temperatura média e se a convecgao
estudada é for¢ada ou livre. Na maioria dos casos, assim como com as tempera-
turas, um valor médio pode ser considerado para a realizacao dos calculos.

A radiagdo é o fendmeno de transferéncia de calor que ocorre quando um
corpo emite energia de seu interior em forma de ondas eletromagnéticas através
de sua superficie, em virtude de sua temperatura. Quando a radiacdo atinge a
superficie de um outro corpo, ela aprofunda-se no meio, sendo absorvida (ou
atenuada). Se uma grande parte dessa radiagao for absorvida a um intervalo re-
lativamente pequeno da superficie, podemos considerar que foi atenuada pela
propria superficie.

Qualquer meio através do qual a radiagao se propaga causa essa atenuacgao;
por isso, a radiagdo se propaga sem perdas apenas através do vacuo. No en-
tanto, para aplicagdes de engenharia, as perdas podem ser consideradas des-
preziveis dependendo das condi¢des. OZISIK[2] considera, por exemplo, que o
ar atmosférico de uma sala, para finalidades praticas, é transparente a radiagdo

térmica.



Utilizando a Lei de Stefan-Boltzmann, podemos calcular o fluxo maximo
de transferéncia de calor emitido por um corpo por radiagdo como mostrado na

Equacao 2.3.

E,=oT* (2.3)

Onde T é a temperatura absoluta (em Kelvins), o é a constante de Stefan-
Boltzmann (5.6697 x 10"8W/m?K*). Ej, é definido como emitancia de corpo negro
(W/m?), ou seja, um radiador ideal, o tinico corpo capaz de emitir radiagao de
acordo com a Equacdo 2.3. Ja o cdlculo do fluxo de transferéncia de calor em um

corpo real teria é mostrado na Equacao 2.4.

q =€k (2.4)

Onde € é a emissividade do corpo (variando entre 0 e 1), que define qual a

proporc¢ao do fluxo méxima que o corpo é capaz de emitir.

Figura 2.2: Exemplo de dois corpos emitindo radiacdo, adaptado de OZISIK [2]

Por ultimo, temos a condugdo, o foco principal deste trabalho. Esse
fendmeno ¢ caracterizado quando calor é transferido pelo choque direto entre

as moléculas (para fluidos) ou movimento de elétrons (para metais). Como a



presenca de muitos elétrons se movendo em rede caracteriza alta conducgao de
eletricidade, normalmente materiais que sdao bons condutores elétricos também
sao bons condutores térmicos. A imagem na Figura 2.3 ajuda a ilustrar melhor o

fen6meno.
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Figura 2.3: Condugéo de calor expressada por colisdes entre moléculas [J3]

Para calcular o fluxo de calor por condugao, utilizamos a Lei de Fourier,
como descrita na Equagao 2.5.
dT

=—k— 2.
7 =~k (2.5)

Onde ¢, é o fluxo de calor no sentido positivo de x, e k é a condutividade térmica
do material. A diregao x foi escolhida arbitrariamente, e a equacdo é andloga para
as outras coordenadas. A equagdo também pode ser escrita de maneira mais geral

como:

qcondu§d0 =—kVT (2-6)

2.2 Meétodo de Elementos Finitos

De acordo com LOGAN [5], o Método de Elementos Finitos é uma fer-
ramenta que nos permite determinar solugdes numéricas aproximadas para di-

versos problemas da engenharia para os quais, por envolverem geometrias com-



plexas, distribuicoes de propriedades de materiais ndo uniformes ou outras
complicagdes, ndo é possivel obter solucdes analiticas.

Como exposto em REDDY [6], ao realizar uma descri¢ao fisica de um
fendmeno ou processo criamos o que é chamado de “modelo matematico”, que
representa de maneira abstrata um fendmeno real e concreto. Esses modelos sdo
desenvolvidos tomando como base suposi¢des de acordo com conhecimentos ci-
entificos, axiomas ou leis que governem o processo estudado. Desse modo, antes
do advento do computador eletronico, esses modelos precisavam ser drastica-
mente simplificados para que suas solu¢oes analiticas pudessem ser encontradas.

Solugdes analiticas sdo aquelas obtidas por expressdes matemadticas que
resultam em valores que sdo atribuidos a varidvel desconhecida estudada em
qualquer posi¢do do corpo analisado, sendo assim vélidas para um nimero infi-
nito de posi¢cdes no corpo. Normalmente essas solu¢des necessitam da resolugao
de equagodes integrais ou diferenciais (ordindrias ou parciais) que, por causa das
complicagdes listadas anteriormente, podem nao ser alcangaveis.

No entanto, nas ultimas quatro décadas, a evolu¢do dos computadores
nos permitiu, combinando modelos matematicos com métodos numéricos, re-
solver de modo satisfatério muitos problemas praticos de engenharia. O uso de
um método numérico e um computador para avaliar o modelo matemadtico de
um processo e assim estimar suas caracteristicas e propriedades é chamado de
“simula¢ao numérica”. A aplicagdo do Método de Elementos Finitos neste traba-
lho é uma dessas simulacgdes.

LOGAN [5] define que o Método de Elementos Finitos consiste em dividir
o sistema continuo estudado em multiplos elementos menores (”elementos fini-
tos”) equivalentes ao todo. Isso resulta em um conjunto de equagdes algébricas
simultdneas, de muito mais simples resolucdo do que as equacées diferenciais, e
que podem ser organizadas de forma matricial para facilitar a resolu¢ao. REDDY
(6] cita que uma das grandes vantagens do Método de Elementos Finitos sobre
outros métodos numéricos (como o Método de Diferengas Finitas) é sua generali-
dade e poder em aplicagdes em problemas praticos encontrados no cotidiano da
engenharia.

De acordo com ZIENKIEWICZ [7]], o desenvolvimento de métodos que
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utilizam discretizagdes teve seus primeiros trabalhos originados no fim do século
XIX e inicio e meados do século XX. Por exemplo, o conceito do chamado "Método
Direto de Rigidez”(a implementagdo mais comum e simples do Método de Ele-
mentos Finitos) foi introduzido por Claude Navier ainda no século XIX, e mais
tarde retrabalhado e reapresentado em sua forma mais moderna por R. E. Clebsch
e outros cientistas. FELLIPA [8] cita que grande parte do desenvolvimento
desses métodos se originou na drea de tecnologia aeroespacial. Durante a Se-
gunda Guerra Mundial as pesquisas foram incentivadas na busca de avangos tec-
noldgicos para aeronaves, mas restricoes de publica¢des tornam dificil rastrear a
evolucdo dos trabalhos.

Embora o termo “Elementos Finitos” tenha sido introduzido apenas em
1960 por R.-W. Clough em CLOUGH [9], as raizes matematicas do método se es-
tendem por até décadas antes, como comentado nos pardgrafos anteriores. O
trabalho de ALLAIRE [10] cita que o método teve seu objetivo original em au-
xiliar estudos complexos de andlises estruturais e mecdnica dos sélidos, O inicio
de seu desenvolvimento se deu na década de 40, por diversos nomes como R.
Courant, A. Hrennikoff e I. Argyris (COURANT [11] e HRENNIKOFF [12]). Esse
desenvolvimento foi um grande exemplo de cooperacgao interdisciplinar entre en-
genheiros, fisicos e matematicos aplicados, que gerou imenso progresso na area
de simulagdes numéricas (concomitantemente com os avangos computacionais da
segunda metade do século XX).

Essa colaboracao de multiplos profissionais que contribuiram entre si,
trouxeram referéncias de trabalhos anteriores e construiram bases para que ou-
tros cientistas pudessem refinar gradativamente a teoria do que chegou a se tor-
nar o Método de Elementos Finitos é muito bem representada no gréfico apresen-

tado em ZIENKIEWICZ [7], reproduzido na Figura 2.4.
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METODO DE DIFERENCAS

RITZ FINITAS
Rayleigh 1870%2 Richardson 1910
Ritz 190823 Liebman 19182

Southwell 19462

METODOS RESIDUOS
VARIACIONAIS PONDERADOS
Rayleigh 1870%2 Gauss 1795%
Ritz 190823 Galerkin 191520
\ Biezeno-Koch 1923%
SUBSTITUICAD FUNCOES DE TESTES
iig‘l_‘;;"AML CONTINUAS
Hrenikoff 19418 Courant 1943%
McHenry 194328 Prager-Synge 1947
Newmark 19497 Argyris 19559
I Zienkiewicz 1964
ELEMENTOS
H DIFERENCAS FINITAS
E?RgION;OS VARIACIONAIS
Turner et al. 1956'° Varga 1962%2

Wilkins 196433
METODO DE ELEMENTOS FINITOS
ATUAL

Figura 2.4: Evolugdo e contribui¢cdes do Método de Elementos Finitos, adaptado

de ZIENKIEWICZ [7]

Posteriormente, como citado em AGUIAR [13]] as contribui¢cdes de Boris
Galerkin abriram novas possibilidades para a aplicagdo do Método de Elementos
Finitos na Engenharia, com o desenvolvimento da Formulagdo (ou Método) de
Galerkin. Esse método consistiu na utilizacao do Método de Residuos Ponderados
para determinar as constantes da formulacdo variacional, e as mesmas fungoes
bases foram utilizadas nas fun¢ées peso.

A partir da década de 60, as aplicagoes do Método de Elementos Finitos
se expandiram, nao sendo mais limitadas apenas a area de analises estruturais.
Suas utilizac¢oes se multiplicaram, abrangendo os campos da transferéncia de ca-
lor, dindmica dos fluidos e até eletromagnetismo, proporcionando aproximagoes
numéricas em casos em que as condi¢des e geometrias complexas impediam a
determinacdo das solu¢oes analiticas.

De acordo com LEWIS [14], podemos aplicar o Método de Elementos Fini-
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tos seguindo os seguintes passos do processo:

1. Discretizacdo do continuo
2. Escolha das fun¢Ges de forma
3. Formular equagdes para os elementos

4. Reunir equagdes de elementos de forma a obter um sistema de equagoes

simultdneas

5. Resolver o sistema de equagdes

Cada um dos passos sera apresentado de forma mais detalhadas no
capitulo a seguir, de forma a melhor descrever a aplicagdo do método. A imagem
a seguir fornece uma visualizacdo da sequéncia dos processos que compde a

aplicagao das etapas do Método.
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Problema
Fisico

Modelo
Matematico

]

Discretizacdo em
Elementos Finitos
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Discretizacao das Equacoes

Y

Temporal

Discretizagdo do
Dominio
Geragao da :
Malha ]
Espacial
Solucao

Figura 2.5: Esquematizagao do Método de Elementos Finitos
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Capitulo 3

Metodologia

Nessa secao serda explicado, de forma mais detalhada, a aplicacdo do
Método de Elementos Finitos (apresentado na se¢do anterior), a equagdo de
conducdo de calor.

Como ja descrito antes, consideramos a CPU com apenas duas dimensoes,
constituido de materiais isotropicos (embora partes diferentes de componen-
tes eletronicos possam ser feitas de materiais diferentes). Também foi consi-
derado apenas a condig¢do de contorno de temperatura prescrita em todo con-
torno (condic¢do de contorno de Dirichlet). Portanto, ndo sera considerada trans-
feréncia de calor por convecgdo, ja que a ideia central deste trabalho é compreen-
der a distribui¢do de temperatura no interior da CPU para as mesmas condi¢des
de contorno. Transferéncia de calor por radiagdo também foi considerada des-

prezivel.

3.1 Modelo Teérico da Conducao de Calor

De acordo com OZISIK [2], para determinarmos a equac¢ao bidimensional
para a conducado de calor, podemos considerar um elemento de volume de es-
pessura Ax e altura Ay, com édreas A, e Ay normais aos eixos coordenados x ey,

respectivamente, como ilustrado na Figura 3.1.
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[Aq), — —> [4q);. A,

X X+ AX

Figura 3.1: Esquema elemento infinitesimal x

O balango de energia a ser usado como base, é mostrado na Equagao 3.1.

(Taxa de Ganho Calor por Conducédo) + (Taxa de geragao de energia) =

(Taxa de aumento de energia interna) (3.1)

Primeiramente, podemos escrever a taxa de calor por condugdo que flui através

da area A, do elemento na posi¢cdo x como exibido na Equacgao 3.2.

[Agy ] (3.2)

Onde g é o fluxo de calor na posi¢do x, no sentido positivo de x na su-
perficie A, do elemento.
Da mesma forma, a mesma taxa de calor, mas na posicdo x +Ax é exibida

na Equacao 3.3.
[AQx]x+Ax (3.3)

Portanto, a taxa liquida de ganho de calor por condugao (a primeiro termo

da equagao 3.1), pode ser escrita, na dire¢do x, como mostrado na Equacgdo 3.4.
[AQx]x - [AQx]x-rAx (3-4)
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Exibimos o raciocinio andlogo para y na Equagao 3.5.

[ACIy]y - [A%)]w—Ay (3.5)

Para o segundo termo, podemos definir que a geragdo de energia como

demonstrado na Equagao 3.6.

(AxAx +A,Ay)g (3.6)

Onde g é a geragdo interna de energia por unidade de volume.
Por ualtimo, para o terceiro termo, escrevemos que a taxa de aumento de
energia interna, que é resultante da variacao da temperatura com o tempo, é es-

crita como exibido na Equagao 3.7.

dT(x,v,t)

(AxAx +AyAy)pc, T

Onde ¢, € o calor especifico do material (J/Kg °C) e p é massa especifica do
material (kg/m?3). Substituindo todas as defini¢des na Equacdo 3.1, chegamos na

Equacao 3.8.

[AQx]x - [Aqx]x+Ax " i [Aqy]y B [AqV]V+AV +

1
A Ax " Ay Q=pc,——— (3.8)

y

Considerando entdo que Ax e Ay tendem a zero, os primeiros dois termos
tornam-se as derivadas de [Aq], e [Aq], em relagdo a x e y, respectivamente, como

mostrado na Equagao 3.9.
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a(qux) " i a(quy)

1 dT(x,v,t)
A, Ox Ay

ot

+Q=

4y

Substituindo os fluxos de calor g, e q,, como definido na equagdo (2.5), e
considerando que nas coordenadas cartesianas as areas A, e Ay sdo constantes,
chegamos na Equagao 3.10.

o(,9T\ a(, 0T\ - oT(xut)

Considerando também que, para o escopo deste trabalho, a condutividade
térmica k é constante, escrevemos a Equacgdo 3.11.

a2T d*T Q pCp AT (x, v, 1)

R s S S T (3.11)

Podemos definir a grandeza « da difusividade térmica (m?/s) como escrito
na Equacao 3.12
k
a=— (3.12)

Escrevemos finalmente a equagdo de transferéncia de calor por condugao
transiente em s6lidos de duas dimensdes como mostrado na Equacgdo 3.13.

2T *T Q 19T(x,9,1)

a2 Tk e a (3.13)
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3.2 Modelo Teorico do Método de Elementos Finitos

3.2.1 Discretizac¢ao do continuo

Como definido em ANJOS [15], primeiramente devemos dividir o dominio
continuo em um numero finito de subdominios conhecidos como “elementos fi-
nitos”, que sdo formados por nds (também referenciados como pontos nodais),
que podem ser conectados de formas variadas, como tridngulos ou quadrilateros
(que nao necessariamente precisam ser equildteros ou regulares). O conjunto de
todos esses nds forma um dominio discreto referenciado como malha. Essa é uma
das grandes vantagens do Método de Elementos Finitos: a discretizagdo por ma-
lhas com geometrias complexas exige o mesmo esfor¢o que seria aplicado para

geometrias mais simples e regulares.

3.2.2 Escolher funcdes de forma

Para definir as variacGes das varidveis a serem estudadas em cada ele-
mento, utilizamos uma sequéncia combinatéria constituida pelo produto de uma
funcdo por uma constante, ambas contida em um somatério finito, que é limitado
justamente pelo nimero de elementos que compdes o dominio discretizado defi-
nido no passo anterior. A fungdo utilizada nessa sequéncia é chamada de fungao
de forma, ou de interpolagdo.

Podemos entao, para uma funcgdo f(x) qualquer, reescrevé-la de modo que:

np
fx)=) fiNi(x) (3.14)
i=1

Onde f; é a constante a ser determinada, N; é a fun¢ao de forma escolhida
e np é o numero de pontos nodais (ou noés).

A selegao da fungao de forma pode ser feita livremente, mas é necessario
considerar os impactos que essa escolha trard para a aproximagdo numérica.
Por exemplo, utilizar polindmios de ordem mais baixa, de acordo com ANJOS
[15]], consome menos custo computacional, e podem apresentar aproximagoes

razoaveis dependendo das caracteristicas do dominio. Ja polindmios de graus
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mais altos, embora em teoria proporcionassem aproximagdes melhores, aumen-
tam consideravelmente o custo computacional, e podem ainda introduzir insta-
bilidades numéricas na simulagdo. A Figura 3.2 exibe exemplos de polinémios de

primeira e segunda ordem.

N, N,

Figura 3.2: Fungoes de forma possiveis a serem utilizadas, com polinémio de

primeira ordem a direita, e de segunda ordem a esquerda [15]

3.2.3 Formular equa¢des para elementos

Para o préximo passo, utilizamos o Método do Residuo ponderado, que
consiste em ponderar a equacgdo a ser resolvida através de uma fungdo peso w, e
integrar a equagao ponderar no dominio do problema a ser resolvido (€2). Como
definido em REDDY (6], ap6s esse processo, encontramos o que é definido como
a forma fraca do problema. O problema diferencial original, sem ponderagdo e
integracdo, é definido, portanto, como forma forte. Considerando a Equagdo 3.15
(em sua forma forte).

g’(x)=0 (3.15)

Podemos escrever sua forma fraca como exibido na Equagao 3.16.

J w(x)g”(x) =0 (3.16)
Q

E valido ressaltar que a fungdo peso é nula (w= 0) em quaisquer pontos
onde as condi¢des de contorno definidas para a fung¢do g sejam do tipo Dirichlet.
Essa condic¢do de contorno é definida, como mostrado por STRANG [16], quando

os valores da solu¢do no contorno sdo especificados.
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Apos esse processo, aplica-se o processo de integracdo por partes no termo
com a derivada de ordem mais alta de modo a reduzir esse termo, e, consequen-
temente, possibilitando a escolha de fun¢oes de forma de ordens mais baixa, de
modo a diminuir o custo computacional. Isso pode ser obtido com a aplicagao do
Teorema de Green, como demonstrado em CHASKALOVIC [17]]. Para o exemplo
utilizado acima, podemos definir as aproximagdes das Equagdes 3.17 e 3.18 com

as fung¢des de forma, de modo que sejam aplicadas para cada elemento discreti-

zado.
np
g(x) = ZgiNi(x) (3.17)
i=1
np
w(x) = ijNj(x) (3.18)
j=1

Por ultimo, ao utilizarmos o Método de Galerkin, definimos que ambas as
func¢des de forma escolhidas para g e w sdo iguais, como mostrado na Equacgao

3.19.

N;(x) = Nj(x) (3.19)

3.2.4 Reunir equac¢des de elementos de forma a obter um sis-

tema de equa¢des simultidneas

Substituindo entdo as equacgdes (2.6) e (2.7) na equagdo (2.5), e arran-
jando de modo organizado os somatoérios dentro das integrais, podemos definir a
equacao como um sistema linear, que por sua vez pode ser escrito em forma ma-
tricial, de modo que sua solugdo computacional se torna relativamente simples.

BATHE [18] define uma das maiores vantagens do Método de Elementos Finitos
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como sendo a resolu¢ao de um conjunto de multiplas equagdes simples para en-
contrar a solu¢do de um problema complexo, umas vez que a o comportamento
dos elementos reflete o comportamento geral do sistema. Nesse passo, também

realizamos a imposi¢ao das condi¢oes de contorno definidas no problema.

3.2.5 Resolver o sistema de equacdes

Podemos agora entdo utilizar qualquer um dos muitos métodos ma-
temdticos para a resolucdo de sistemas lineares para encontrarmos os valores das
variaveis de campo de cada um dos elementos, como no exemplo deste trabalho,

a temperatura.

3.3 Modelo Numérico

A equagao (3.13) descrita na secdo anterior, é a forma forte da equacgao
a ser resolvida, como definimos no Capitulo 2. Como definido no inicio deste
capitulo, consideramos as condigdes de contorno para essa equagao diferencial
como sendo de temperatura constante em o todo o contorno da CPU. Isso carac-
teriza a condi¢do de contorno de Dirichlet, o que facilitard o desenvolvimento da
equacdo mais a frente, enquanto estivermos aplicando o Método de Elementos
Finitos.

Seguindo entdo o método descrito no Capitulo anterior, primeiramente
iremos discretizar o dominio continuo. Como a geometria do problema é rela-
tivamente simples, utilizamos a forma geométrica de menor complexidade para
aproximar a superficie: o tridngulo, que, de acordo com LEWIS [14], é uma das
formas de elementos mais utilizadas em aproximacgéoes de elementos finitos.

Desse modo, as fun¢oes de forma sdo definidas do modo representado adi-

ante, nas Equacgoes 3.20 a 3.22.

1

N; = ﬂ(ai + bix + Ci}]) (320)
1

Nj:ﬂ(aj+bjx+c]-y) (321)
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! (ak+bkx+cky) (322)

N, = —
k7oA

Definimos A como a 4drea do elemento, calculada como mostrado na

Equacao 3.23.

. I x;
I X o

Em seguida as constantes a;, aj, ag, b;, b]-, by, ¢;, cj e ¢; sdo definidas nas

Equacgodes de 3.24 a 3.33.

aj = XjYk — Xk Y; (3.24)
aj = XiYi = XiYk (3.25)
A = XiYj = X;Vi (3.26)
bi =yj— vk (3.27)
bj =k —vi (3.28)
bk =i —y; (3.29)
Ci = X —Xj (3.30)
Cj = X;j — Xk (3.31)
Ck = Xj—Xj (3.32)

(3.33)

Como préximo passo, devemos agora escrever a forma fraca da equagdo 3.13.
Definimos entdo a funcao peso w(x,y), e integramos o produto dela pela forma

forte da equagao 3.13 no dominio (), como realizado na Equagao 3.34.

19T(x,9,t) _, Q B
LW[ET_V T-£dQ=0 (3.34)
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Definimos o dominio () como exibido na Equacgéo 3.35.

T:Q—->R0<x<x,U0<y <y, (3.35)

Onde x; e y; sdo, respectivamente, o comprimento e altura da CPU.
Podemos entdo abrir a integral, e aplicar a identidade de Green no termo
derivada de ordem mais alta, de modo a obter duas outras integrais de ordens

reduzidas como mostrado nas Equagoes 3.36 e 3.37.

J deQ —f waViTdQ - wng =0 (3.36)
Q ot Q Q P

o) ot T Q Q pc

Onde I' define todo o contorno do dominio Q.

Agora, definimos entdo as aproximagdes das fungoes T(x,p,t), w(x,y) e
Q(x,v) na forma dos somatdrios discutidos no capitulo anterior, para realizar a
discretizacdo da parte espacial. A utilizando o Método de Galerkin é mostrado

nas Equacgoes 3.38, 3.39 e 3.40.

T(x,y)~ ) Ni(xpa; (3.38)
i=0

w(x,y)= ) Nj(xp)b; (3.39)
j=0

Q) =~ ) Nilx)Q; (3.40)
i=0
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O método de Galerkin adotado se caracteriza principalmente por igualar

as fungdes de forma N; e Nj, como mostrado na Equacdo 3.41.

Ni(x,9) = N;(x,9) (3.41)

Podemos entao, finalmente realizar as substitui¢ées das aproximacgoes de-

finidas na equagdo 3.21, de modo a obter a Equagao 3.42.

ZZJ NN]dade Z[Z f (@VN;) dF+J (@VN;)VN; dQ}a, JNN

i=0 j=0
(3.42)

Considerando que o problema analisado é de natureza apenas térmica e
que, como enunciado anteriormente, 0 mesmo apresenta apenas condi¢des de
contorno do tipo Dirichlet, a integral referente ao contorno (I') tem valor nulo,
uma vez que a fun¢do peso tem valor igual a zero quando consideramos condi¢des
de contorno do tipo Dirichlet. Temos entao que a equagao 3.42 se torna a Equacgao

3.43.

dal n n Q
NN a0 YNOYNAQ|a = [ NN2dq (343
ZZJ +;[;L(“ JVN; ]“ J;) o, (3.43)

i=0 j=0

Podemos agora seguir para o préximo passo, que consiste em definir a
equagao 3.27 como um sistema linear, e escrevé-lo em sua forma matricial, de

acordo com LEWIS [[14]]], como mostrado na Equacéo 3.44.

da;
Ml]d +K1]€ll— i]'Ql'-I-C (344)

Onde:
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1. M;; é definida como a matriz de massa
2. Kj; é definida como a matriz de rigidez
3. C é definido como o vetor que contém as condi¢ées de contorno

E importante notar que o termo referente a derivada temporal permanece
igual. A discretizagao temporal serd abordada em breve. Primeiro, serdo defini-
dos as matrizes de massa e de rigidez.

A matriz de massa M é o resultado do produto das fun¢oes de forma N; e
N; dentro da integral no dominio (). Desse modo podemos escrever a matriz de

massa, para cada elemento, como mostrado na Equagao 3.45.

2 11
A
Me:E 1 21 (3.45)
1 1 2

Ja a matriz de rigidez K é encontrada com o produto dos gradientes das
fungdes de forma (VN; e VN;), uma vez que o coeficiente de condutividade
térmica (k) é constante, e pode ser retirado da integral. Consideramos também a
hipétese de isotropia para esse coeficiente; a condutividade térmica ndo é uma
funcdo da posicdo (x e y). No entanto, levando em consideracdo que o obje-
tivo deste trabalho é o estudo de materiais heterogéneos, existem intervalos bem
definidos das dimensées x e y com condutividades térmicas diferentes. Essa
organizacdo é obtida multiplicando a matriz de rigidez de cada elemento pela
coeficiente relativo ao material em que esse elemento se encontra.

Em conclusdo, podemos entdo definir a matriz de rigidez, para cada

elemento individual como mostrado na Equacgao 3.46.

171-2+C1-2 bibj+CiCj bibk+CiCk

b]‘bi+CjCi bjz+C]2 b]'bk-i-CjCk (3-46)

2., 2
bebi+cre; brbj+crej b +c

K =—
4A
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Por 4ltimo, a matriz C contém as condi¢des de contorno do problema estu-
dado. Como ja definido anteriormente, todas as condig¢des sdo do tipo Dirichlet,
caracterizando temperatura constante em todo o contorno do dominio estudado.

Consideraremos agora a derivada temporal. Embora fosse possivel apli-
car também o Método de Elementos Finitos, foi decidido aplicar o Método de
Diferencas finitas para a parte temporal, no intuito de simplificar o desenvolvi-
mento. Esse método consiste em aproximar a derivada por uma subtragao e uma
divisdo, discretizando assim o processo. Encontramos entdo a Equagao 3.47.

TS TA (3.47)

No entanto, podemos observar que a matriz de rigidez (K), proveniente
do termo do laplaciano, também multiplica a constante a;.Portanto, é necessario
que esse fator também seja discretizado. Temos trés opgdes para realizar essa
discretizagdo. Primeiramente, temos o métodos explicito (termo do laplaciano

¢ discretizado como a}) e o método implicito (termo do laplaciano é discreti-

n+1
i

zado como a?""). O método explicito requer menos esfor¢o computacional para
ser utilizado, no entanto frequentemente o passo de tempo At requerido para
evitar instabilidade numérica é tdo pequeno que torna o processo invidvel. Ja
o método implicito permite passo de tempo mais flexivel e pratico, mas con-
some mais esfor¢o computacional do que o explicito (uma vez que é necessario
a realizacdo de um calculo adicional em cada iteracdo), mas é comparativamente
mais estavel. Teriamos, portanto, a equagdo 3.44 reescrita para o caso explicito

na Equacgao 3.48.

Mij n+1 Mij n
—+K;; a; = E&li +MijQi +C (348)

E para o caso implicito na Equacgdo 3.49.
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Mij n+1 Mij n
Eai = E—Kij a; +MijQi+C (349)

Por ultimo, temos uma alternativa vidvel para os dois métodos menci-
onados, chamado de Método de Crank-Nicolson, que consiste em uma média
aritmética dos métodos explicitos e implicitos. Como esse método é formado por
uma combinagao dos outros dois, é um método de segunda ordem, apresenta
estabilidade consideravel, e um custo computacional razoavel e pratico. Esse
foi 0 método implementado neste trabalho. Finalmente, podemos reescrever a
equacao 3.44 e chegar ao final do processo, como exibido na Equacgao 3.50.

M 1 M; 1
( el + —Kl-]']a;-”l = [A_lt] — —Ki]-)a? +MijQi +C (350)

At 2 2

Sobre a escolha da funcao de forma (ou func¢ao de interpolagdo), foi defi-
nido um polinémio de primeiro grau, de acordo com o estabelecido no Capitulo
anterior, que fun¢des de ordens mais baixas produzem resultados razodveis com
baixo custo computacional. Um exemplo de um elemento triangular é exibido

na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Elemento Triangular Linear
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Capitulo 4

Algoritmo

Neste capitulo, serd abordado o algoritmo computacional que executa o
método numérico descrito nos capitulos anteriores. O cédigo foi implementado
na linguagem Python de programacao (versdo 2.7), sendo uma linguagem de fécil
acesso e comumente utilizada no meio académico. Primeiramente, serd apre-
sentado o processo da geragdo da malha utilizada para o Método de Elementos
Finitos, a partir do arquivo gerado no software Gmsh. Em seguida, abordaremos a
montagem das matrizes de rigidez K e de massa M, assim como a implementacao
das condig¢des de contorno de Dirichlet. Por tltimo, apresentaremos também a

solucao do sistema linear de equagdes de condugao de calor.

4.1 Geracao da Malha no Gmsh

Como ja definido anteriormente, a malha é o resultado da discretizagdo do
dominio continuo estudado, onde elementos de forma triangular sdo formados
por trés nds (ou pontos nodais). As malhas utilizadas para este trabalho foram
geradas pelo software Gmsh (versao 3.06), como mostrado nas Figuras 4.1 e 4.2, e

exportadas como arquivos do tipo ”.msh”, como mostrado na Figura 4.3.
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A Gmsh - C:\Users\victo\Desktop\Faculdade Stuff\TCC\Malhas_refinada_teste\quad.geo - o X
File Tools Window Help
B Modules

Geometry
Mesh
Solver
\ -
List browser Tree browser Numeric Interactive Per window
* Type Number Name +
Surface 5 NONE
Line 1 Bottom
Line 2 Top
Line 3 Left
Line 4 Right

Physical groups ~ Apply 7
Apply ¥ recursively ¥ to all models Save current visibility

= |

S0oXxYzQ11s Done reading 'C:\Users\icto\Desktop\Faculdade StufiTCC\Malhas_refinada_teste\quad.geo’

Figura 4.1: Modelagem de uma CPU quadrada simples no Gmsh, com os “Physi-

cal Groups”definidos

A\ Gmsh - C:\Users\victo\Desktop\Faculdade Stuf\TCC\Malhas _refinada_teste\quad.geo - X
File Tools Window Help

) Modules
) Geometry
[ Elementary entities
2 Physical groups
& Add
Point
Line
Surface
Volume
Remove
Reload script
Remove last script co
Edit script
B Mesh
Define

Optimize 3D
Optimize 3D (Netgen)
Set order 1
Set order 2
Set order 3
High order tools
Inspect
Refine by splitling
Partition
Smooth 2D
Recombine 2D
Reclassify 2D

Delete

Save

Solver

% |

S0XYZQ11S Done meshing 2D (0.0625 s)

Figura 4.2: Malha gerada sobre o modelo

Esse tipo de arquivo pode ser lido pelo Python como um arquivo de texto
normal (”.txt”). Esse arquivo gerado é dividido em trés partes: primeiramente,
com as defini¢oes dos “Physical Names”(”nomes fisicos”, em tradugdo livre).
Nada mais sdo do que um método de se definir com mais facilidade as condi¢oes

de contorno. Utilizamos as nomenclaturas “Bottom”, "Top”, ”"Left”e “"Right”para
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indicar todos os lados do retdngulo que serve de modelo para a CPU, e que foram
seu contorno. Todos os outros pontos sao definidos como “None”, indicando que

ndo fazem parte do contorno.

| quad.msh - Bloco de Notas - a X

Arquivo Editar Formatar Exibir Ajuda

BMeshFormat ~
2.208

$EndMeshFormat

$PhysicalNames

5

1 "Bottom"

2 "Top"

3 "Left”

4 "Right”

2 5 "NONE™
$EndPhysicalNames
$Nodes

745

120 20 6

20 208

30080

4 20 0 @

C M QOAOACECI1720AGCAG QA A

[E IR

Ln 1, Col 1 100%  Windows (CRLF) UTF-8

Figura 4.3: Exemplo do layout do arquivo de texto

As outras duas partes do arquivo sdo as listagens dos nés com suas coor-
denadas x, y e z (notando que, como estamos analisando apenas duas dimensoes,
o valor da coordenada z é sempre nulo). Por ultimo temos as listagens dos ele-
mentos triangulares, com o detalhamento de a partir de quais nés o elemento ¢é

formado.

4.2 Leitura do Arquivo e Geracio da Malha no
Python

Para a explicagdo mais detalhada do cédigo implementado em Pyhton, re-
ferenciaremos o algoritmo esposto no Apéndice[A]deste trabalho. Primeiramente,
a Parte do cédigo mostra a a funcdo que realiza a leitura do arquivo gerado
pelo Gmsh e cria as listas onde as informacgdes serdo inseridas. Também foi defi-
nida a lista “Chaves”, de modo que o c6digo possa identificar as informagdes nas
segdes corretas dos arquivos. Criamos também um diciondrio para identificar as

regides de contorno (neste caso, os quatro lados do retdngulo).
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Na segunda metade da funcdo, o cédigo ird percorrer todo o texto pro-
veniente do arquivo ”".msh”e, de acordo com as posi¢des das informagdes com
referéncia a chave, preenchera as matrizes e o diciondrio criados anteriormente.
No fina, retornara as listas com os pontos, e a informacao do IEN geral e das
condig¢des de contorno.

Para auxiliar na construcdo da lista com os nds, criamos a classe ”"Ponto-
Nodal”(que é referenciada na fun¢do mencionada). Ela armazena o indice do né
e suas coordenadas em x e y.

Por fim, foi implementada também a classe "Malha”, que se utiliza da
funcdo definida anteriormente para efetivamente construir a estrutura da malha

para a execucao do Método de Elementos Finitos.

4.3 Montagem das Matrizes

Uma vez que a estrutura da malha estd pronta, construiremos as matri-
zes de rigidez e de massa, como demonstrado na Parte Para facilitar a
confecgao destas, foram declaradas duas matrizes nulas, com o tamanho referente
ao numero de n6s da malha, que posteriormente serao preenchidas a medida que
os calculos forem realizados.

Para o préximo passo sabemos que, como detalhado no capitulo anterior,
as matrizes K e M necessitam da area A e de seus elementos a;, a;, ax, b;, bj, by,
¢i, Cj € C para cada um de seus elementos da malha. Realizaremos, portanto, o
calculo dessas varidveis dentro de um loop, de modo que as operagdes se repetem
para cada elemento da malha.Em sequéncia, definidas as varidveis necessarias,
iniciaremos o cédlculo das matrizes individuais dos elementos (ainda dentro do
loop).

Para a montagem da matriz de de rigidez K, utilizamos uma notacao al-
ternativa para escrevé-la, embora o resultado matematico seja o0 mesmo, como

mostrado na Equacgdo 4.1 e 4.2.

K°=AB'B (4.1)
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B=— (4.2)

Definimos também, para auxiliar nos cédlculos, uma fungdo (mult-por-
escalar), que realiza a multiplicagdo de um escalar por uma matriz. Embora a
biblioteca Numpy tenha uma fungdo andloga, ela depende da utiliza¢cdo de um ar-
ray. Uma vez que estamos definindo as matrizes como listas dentro de uma lista,
foi considerado mais prético a criacao de uma fungao especifica para isso, uma
vez que nao foi um processo trabalhoso, e necessitou de poucas linhas. Deste
modo, temos a certeza de que o escalar multiplica cada um dos elementos da
matriz.

Finalizando, portanto, a montagem das matrizes, criamos outros dois loops
dentro do primeiro, e realizamos a montagem elemento por elemento. Outro de-
talhe importante a se atentar é de que, uma vez que este trabalho tem como obje-
tivo estudar superficies heterogéneas, regioes diferentes da 4rea da CPU apresen-
tardo propriedades diferentes, incluindo a difusividade térmica (a). Desse modo,
ndo podemos multiplicar toda a matriz de rigidez K pela mesma constante. Cria-
mos entdo a matriz “Alpha”, definindo o valor da difusividade térmica para cada
ponto, de acordo com sua posi¢do na CPU. Como ja observado antes, calculamos
o valor das propriedades de elementos que apresentem pontos na fronteira entre
dois materiais diferentes com uma média aritmética simples das propriedades de
cada material. Também definimos a lista "Q”, que contém os valores da geracao
de calor interna da CPU. O valor do calor gerado é divido por pc,, como mostrado
na equagao 3.43. Para “Alpha”e “Q”, uma vez que as propriedades dos materiais
dependem da posicdo, é necessdrio verificar a posi¢do dos pontos para atribuir o
valor correto no momento da montagem.

Por dltimo, temos a montagem da matriz que contém as condi¢ées de con-
torno (C). Como ja haviamos identificado os nds que constituem o contorno, um
simples loop percorrendo o nimero de nés e verificando a descrigdo de cada n6

é suficiente, como mostrado no Apéndice. Novamente, como estamos estudando
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apenas o caso com condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet de temperatura cons-

tante, sdo essas temperaturas que sdo atribuidas a matriz.

4.4 Solug¢do do Sistema Linear de Equacdes

Finalmente, na Parte[A.3] para resolvermos o sistema linear de equagdes de
condugdo de calor criado na ultima segdo, é necessério definir algumas algumas
varidveis. Primeiramente, definiremos o valor de passo de tempo adotado (”dt”),
e, consequentemente, do nimero de iteragdes a ser utilizado ("nint”). Essas duas
variaveis dependerdo das caracteristicas do problema e da densidade da malha
gerada, levando em considera¢do o poder de processamento computacional dis-
ponivel.

Em seguida, definimos os vetores a?“

e a’, que serdo provisoriamente cha-
mados de T2 e T1, respectivamente. O vetor T2 sera recalculado em cada iteracao,
mas sera necessario informar as condigdes iniciais do problema no vetor T1, como
mostrado no Ap endice.

Se inicialmente a temperatura no interior da CPU ndo for a mesma em
toda a regido, podemos criar outro loop no momento de atribuir as temperaturas
inciais, criando condi¢des de acordo com as posi¢des de cada elemento.

Uma vez definidos os vetores e variaveis, podemos resolver o sistema. Cri-
amos também as matrizes auxiliares A e B, para facilitar os calculos.

De modo que termos uma equagao matricial simples, como mostrado na

Equacgao 4.3.

AT2=B (4.3)

Como mencionado anteriormente, caso haja presenga de calor interno, cri-
amos a matriz Q definindo um loop simples, atribuindo um valor de geracdo de
calor para os pontos nodais que estejam nas coordenadas onde ocorre a geracgao
de calor.

Finalizando o processo, criamos um ltimo loop com o nimero de iteragoes
definido, e utilizamos a fun¢ao da biblioteca Numpy ”linalg.solve”para resolver a

equacgdo matricial 4.3.
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Uma vez que para cada iteragdo atribuimos o valor de T2 para T1, é ne-
cessario recalcular a matriz B em todas as itera¢ées com exe¢ao da primeira.

Para visualizar os resultados obtidos, utilizamos a biblioteca MatPlotLib
disponivel para Python, para gerar graficos que representam a distribuicao de
temperatura no componente eletrénico em uma escala de cores. Também utili-
zamos a ferramenta Microsoft Exfel para gerar alguns graficos a partir dos dados

obtidos pelo cédigo. Alguns desses graficos serdo exibidos no préximo capitulo.
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Capitulo 5
Validacao

Neste capitulo serd abordada a validagao e verificagao do c6digo numérico.
Serao apresentados resultados de resolugdes de problemas com a utilizagdo do
Método de Elementos Finitos, e sua comparagao com as solu¢oes disponiveis. Em
dois dos casos, foi possivel obter a soluc¢do analitica (o que concede um alto de
grau de confiabilidade para o método utilizado), e no altimo caso, mais complexo,
para qual nao ha solucao analitica disponivel, foi realizada uma comparag¢ao com
outra solu¢do numérica apresentada na bibliografia [19] (de modo que realizamos
uma verificacdo, e ndo uma validagao).

Mas, primeiramente, iremos analisar a convergéncia da malha utilizada

para realizar os problemas.

5.1 Convergéncia de Malha

Como j4 mencionado anteriormente, no momento de gerar a malha que
serd utilizada para discretizar o dominio, é necessario definir o namero de ele-
mentos que comporao essa malha. Um ndmero maior de elementos resulta em
uma malha mais refinada e uma solu¢ao melhor, no entanto demanda um custo
de processamento menor. Além disso, existe um momento em que o aumento do
namero de elementos causa cada vez menos influéncia na acuracia da solugao.
Para definir esse momento, é necessario realizar um estudo de convergéncia da
malha.

Para isso, utilizamos o problema que sera apresentado na secao a seguir
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(5.2). O problema foi resolvido para malhas com nameros de elementos gradati-
vamente maiores, e foi realizado o cdlculo do maior erro absoluto registrado para
cada caso, com relagdo a solucgdo analitica. Para melhor enxergar a relagao entre

as duas grandezas, o resultado é mostrado na Figura 5.1.

Erro por Numero de Elementos

0,020
0,018 =@
0,016 °
0,014 ®
0,012

0,010

0,008 °
0,006

0,004

0,002

0,000
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Erro Absoluto

Numero de Elementos

Figura 5.1: Relagdo entre namero de elemento e o erro absoluto

Desse modo ¢é possivel visualizar que, apds aproximadamente 4000 ele-
mentos, um aumento do nimero de elementos ndo traz mudangas significativas
para a acuracia da solugdo apresentada. O numero de elementos escolhido por-
tanto, foi de 4316. Esse numero foi utilizado para os trés problemas apresentados

neste capitulo, e para os resultados apresentados no Capitulo 6.

5.2 Valida¢ao com Condug¢ao de Calor em Regiao Ho-
mogeénea

O primeiro problema a ser resolvido, apresentado em RAMOS [19], é re-
lativamente simples, descrevendo a condugao de calor em uma placa quadrada
homogénea, com difusividade térmica unitdria, que inicialmente se encontra a

temperatura de 0°C. A partir de ¢t > 0, a face esquerda do quadrado é mantida
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a 0°C, e a face direita a 100°C, enquanto todo o resto do dominio (incluindo as

margens superior e inferior), sio mantidas a 0°C, como detalhado na Figura 5.2.

T = 100°C L=1

»> T

Figura 5.2: Esquema do problema 2 e suas condi¢des de contorno [19]

A solucdo analitica, como demonstrada em CARSLAW [20], é mostrada

nas Equagoes 5.1, 5.2 € 5.3.

3 3 = (2m+1)—x B (2m+1)+x
T(x,t)_T(x_1)Z{erfc[—2m } erfc[—zm } (5.1)

erfc(¢) =1 —erf(¢) (5.2)
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Para a solu¢do numeérica, utilizamos um passo de tempo (At) de 0,0004 se-
gundos, com 400 iterac¢des. O calculo foi realizado para a posi¢ao x = 0,5 (metade
exata da placa). Para a solugdo analitica, variamos m em um intervalo de 0 até

1000. O resultado pode ser melhor visualizado no grafico da Figura 5.3.

¥ =05

50 1 memm Analitica
& Mumerica

Temperatura

20 1

10 1

00 o002 004 006 008 010 0©012 014 0©Ol16
Tempo (s)

Figura 5.3: Solug¢oes analitica e numérica encontradas para x = 0,5

5.3 Valida¢ao com Conducao de Calor em Regiao He-
terogénea

O segundo problema a ser resolvido, apresentado em DA CUNHA [21]],
envolve o estudo da condugao de calor em uma placa quadrada composta de ma-

terial heterogéneo. A divisdo da placa é realizada de maneira simétrica, e cada
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regido apresenta valores diferentes para a difusividade térmica; a parte superior
possui um décimo da difusividade da parte inferior. A geometria e as condigdes

sdo melhor explicadas na Figura 5.4, retiradas do trabalho de DA CUNHA [21]].

T=1

HT_O

m-

Figura 5.4: Esquema do problema 2 e suas condi¢des de contorno

A solugdo analitica é apresentada na Equagdo 5.4. Uma vez que ndo ha
fluxo de calor na diregdo horizontal(x), a solu¢ao depende apenas do eixo vertical
(y). As equagoes foram encontradas aplicando a lei de Fourier (ou lei da condugédo
de calor, apresentada no Capitulo 2) ao balang¢o do fluxo de calor na direcdo ver-
tical. Para a compara¢do com a solugao numérica, o problema foi resolvido na

posicdo x = 0,5, no eixo que corta a placa em sua metade exata.

Tiy)={" o (5-4)
v
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Foram utilizados passo de tempo (At) de 0,05 segundos, para 400 iteragdes
do método. Os resultados sdo mostrados abaixo; no primeiro grafico (Figura 5.5)
podemos ver a comparagdo entre as solu¢des numérica e analitica, e no segundo

(Figura 5.6) foi exibido o erro absoluto.

Comparacdo Solugées
1,2

e Solugdo Numérica

1,0 ==@==Solucdo Exata

Temperatura
o o
[} [o.}

o
~

0,2

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

Figura 5.5: Solugdes analitica e numérica encontrada para x = 0,5
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Figura 5.6: Erro absoluto da solu¢do numérica
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5.4 Verificacao com Conduc¢ao de Calor em Regido
Heterogénea Nao-Linear

O terceiro e ultimo problema a ser resolvido, também mostrado em apre-
sentado em RAMOS [19]], abrange novamente a a conducdo de calor em dominio
heterogéneo; no entanto, ndao hd uma divisdo bem definida entre duas areas do
dominio com materiais diferentes com propriedades distintas. Neste caso, leva-
remos em consideracdo que as propriedades do material (mais especificamente,
a condutividade térmica e a capacidade térmica) variam de acordo com a tempe-

ratura, como indicado nas Equacgdes 5.5 e 5.6.

¢, =0,002T +0,5, 0<T <100 (5.5)

k=0,01T+1, 0<T<100 (5.6)

Ademais, todas as outras caracteristicas do problema permanecem
idénticas ao primeiro problema apresentado na se¢do 5.2, incluindo a geome-
tria e condi¢des de contorno. Para o calculo da difusividade térmica, o valor da
densidade utilizado foi de 0,5 kg/m3. Utilizamos novamente um passo de tempo
(At) de 0,0004 segundos, com 400 iteracdes, e os calculos foram realizados com
referéncia a posicdo x = 0,5.

Para o cédlculo da solu¢ao numérica, uma vez que as propriedades variam
com a temperatura, ap6s cada iteracdo do cdlculo sera necessdrio recalcular as
matrizes. A implementacdo dessa correcao ndo apresenta dificuldades, com a
adi¢do de um loop que incorpora todo o processo de montagem das matrizes e al-
gumas altera¢des pequenas; no entanto, isso aumenta consideravelmente o custo
computacional do processo. Para um exemplo simples como esse, foi possivel
obter uma soluc¢do, mas para casos mais complexos talvez fossem encontradas di-
ficuldades. Outro detalhe a ser comentado, é que na Equacdo 3.11, consideramos

a condutividade térmica constante, de modo a sair da integral e simplificar os
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calculos. Nesse caso, tal consideragao ndo é aplicavel, e foi realizado o desenvol-
vimento da equacdo de conducgdo de calor sem essa simplificacdo.

Por altimo, outro ponto importante a se considerar é a auséncia de uma
solucdo analitica para a comparagdo com o resultado numérico encontrado.
Como substituto, realizamos a comparagdo com os resultados encontrados por
RAMOS [19]; o trabalho apresenta duas solu¢des numéricas diferentes, o Método
de Multiescala e 0 Método de Elementos Finitos. Como pode ser observado nos
graficos exibidos nas Figuras 5.7 e 5.8, ap6s uma comparacdo qualitativa visual,
é possivel observar que os métodos encontram solug¢des compativeis e suficien-
temente préoximas. Nesse caso, como nao ha solugdo analitica, realizamos uma

verificacdo, e ndo uma validagao.

¥ =05
100
m -
ED -
m 4
S 601
™
o 50 1
3
CE
3,|:| -
20 1
10
|::| T T T T T T
0.000 0025 0.050 0.075% 0. 100 0.125 150
Tempo (5)

Figura 5.7: Solugdo numérica encontrada para x = 0,5
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Solugao numérica convencional —m
Solugao numérica multiescala —e

Temperatura

0 0,05 0,1 0,15
Tempo

Figura 5.8: Solugdes encontradas com o Método Multiescala e Método de Elemen-

tos Finitos (convencional) encontrados por RAMOS

Concluindo, apdés a demonstragao em trés exemplos distintos que as
solucdes encontradas pelo Método de Elementos Finitos implementado neste tra-
balho sdo suficientemente corretas, podemos considerar o c6digo numérico como
vaidade. Portanto, seguimos para o proximo Capitulo, onde apresentaremos a

simulagao final da CPU, que é o objetivo primdrio deste trabalho.
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Capitulo 6

Resultados

Uma vez explicitados os métodos utilizados para a obtengdo de resultados,
e comprovando a acurdcia do método comparando com outros problemas, pode-
mos enfim aplicar o Método de Elementos Finitos para estudar o comportamento
da temperatura em uma CPU composta de materiais heterogéneos.

Como ja mencionado na Introdugao deste trabalho, utilizamos como re-
feréncia o modelo de Unidade Central de Processamento apresentado no estudo
de TU [1]]. Embora esse artigo exponha objetivos e metodologias consideravel-
mente diferentes dos apresentados aqui, ainda assim oferece dados de grande
significdncia sobre a forma, composi¢do e comportamento de “microchips”.

Primeiramente, é importante determinar os materiais constituem a
composi¢do da CPU mostrada na Figura 1.1. A parte central, onde efetivamente
ocorre o processamento realizado pelo componente eletréonico no funcionamento
do computador, é composta de multiplas placas de silicio, através dos quais passa
a corrente elétrica.

Ao redor da unidades onde ocorre o processamento, temos uma breve ca-
mada de pasta de solda, substdncia constantemente utilizada em componentes
eletronicos, placas de processamento, e outros produtos similares. Este produto
tem como papel a protecao da superficie da CPU, evitar a oxidagao, eliminar im-
purezas, entre outras fungdes. Como a pasta utilizada nao foi especificada no
artigo, consideramos a utilizagdo da SAC 305, um tipo de pasta frequentemente
utilizada na composicdo de CPUs, composta de 96,5% de estanho, 3% de prata

0,5% de cobre.
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Por ultimo, ao redor de toda a periferia da CPU temos uma grande
concentracao de pequenos cilindros de cobre. Esses cilindros tem como funcao
principal ampliar a capacidade de dissipagao do calor gerado pelo processamento
que ocorre na parte central da CPU. Uma vez que o cobre apresenta uma alta
difusividade térmica (que pode ser definida como a capacidade do material de
transferir calor da drea com maior temperatura para a area de menor tempera-
tura) em relacdo aos demais materiais da CPU, os cilindros cumprem de maneira
satisfatdria seu proposito.

Portanto, uma vez apresentados os materiais da CPU, e suas caracteristicas,
podemos discutir as consideragdes e aproximacgdes utilizadas para a simulagao
propriamente dita. Primeiramente, tornamos as dreas caracteristicas de cada ma-
terial como continuas. Deste modo, ao invés de multiplas se¢bes compostas de
silicio no centro da CPU, consideramos uma area quadrada interrupta de silicio.
O mesmo para os cilindros de cobre no contorno do componente eletrénico; uma
regido continuamente composta de cobre, em oposi¢ao a multiplos cilindros in-
dividuais. Para o escopo deste trabalho, consideramos que tais aproximagdes nao
devem interferir de maneira apreciavel no resultado final.

Sobre a a geometria da CPU, definimos que este seria constituido como um
quadrado de 20mm de lado. As regides de diferentes materiais seriam organiza-
das de modo a serem quadrados concéntricos. O quadrado composto por silicio
teria lado de 6mm, e a drea de SAC 305 seria de um quadrado de lado de 8mm.

As Figuras 6.1 e 6.2 ilustram o esquema de maneira mais apropriada.
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Figura 6.1: Esquema da geometria e materiais considerados para a simulagao
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Figura 6.2: Imagem da malha utilizada para a modelagem do problema

Uma vez tendo definido as caracteristicas geométricas do problema, va-
mos as demais consideragdes. Como o processamento ocorre nos processadores
de silicio localizados no centro da CPU, levaremos em consideracdo que sera ape-

nas nessa drea onde ocorrerd geracgdo interna de calor. Utilizaremos também a
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hipétese de que a largura da parte de cobre, onde ocorrera a dissipacdo de calor,
é grande o suficiente para isolar a CPU de influéncias externas (como transmissao
de calor por convecgao). Deste modo, consideramos para condi¢des de contorno
que a temperatura em toda a borda é constante.

Outra informacgdo importante proveniente do artigo de TU [1]], é a faixa de
temperatura na qual uma CPU pode trabalhar em condi¢des ideais: entre 40°C
e 50°C. Portanto, utilizaremos esses dados como referéncia para mensurar se os
resultados que descrevem a distribuicao de calor na CPU sao aceitaveis ou nao.
Utilizando também como referéncia o artigo, supomos que a geragdo de calor
no processador seria entre 20W e 70W. Desse modo, realizamos seis simulagoes,
com valores para a geragao de calor de 20W, 30W, 40W, 50W, 60W e 70W. Todas

as demais caracteristicas e varidveis do problema permaneceram idénticas.

20.0
17.5 anal
36.36

Lo - 31.82
12.5 - 27.27
> 10.0 L 22.73
. | 15.18
13.64

>0 9.09

25 455

0.0 0.00

0 5 10 15 20

LT

Figura 6.3: Distribui¢do da geracdo interna de calor para o caso de 40W (de t =0s

at=1.5s)
Consideramos, como condigdes inciais (para todos os problemas a serem

resolvidos) entdo: que todo o componente eletronico estaria a temperatura ambi-

ente de 20°C, ou seja:
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T(x,y,t=0)=20°C (6.1)
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Figura 6.4: Temperatura na CPU tem t = 0s (condigdes iniciais)

Como mencionado anteriormente, haverd geracdo interna de calor na
regido central composta de silicio (como mostrado na Figura 6.2).

Como também mencionado anteriormente, para as condi¢des de contorno,
consideramos que a temperatura em toda a borda da CPU é constante, se man-
tendo a temperatura ambiente, ou seja, 20°C.

Utilizamos um passo de tempo At de 0,0001 segundos, com um total de
15.000 iteragodes, totalizando assim 1.5 segundos para observar o comportamento
da transferéncia de calor.

Os valores da difusividade térmica dos materiais que compoe a CPU sao

mostrados abaixo:

Acopre = 440mm?/s (6.2)

asac305 = 35mm?/s (6.3)
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Asilicio = 88mm®/s (6.4)

Podemos entdo, finalmente, apresentar os resultados encontrados nas
simulagdes. Uma vez que estamos utilizando como referéncia a temperatura
ideal para o funcionamento da CPU, para cada caso de geragdo interna de ca-
lor plotamos em um grafico a temperatura maxima registrada (sempre ocorrendo
no centro) ao longo do tempo decorrido. Desse modo, podermos verificar se o
componente eletrénico poderia funcionar com esse nivel de geracao de energia.
Exibimos também, para melhor visualiza¢do do fendmeno, a distribui¢do de tem-
peratura em seis instantes de tempo: t = 0s, t= 0,06s, t= 0,12s, t=0,2s, t= 0,4s t
= 1,0s. Paramos em t = 1,0s pois, como pode ser observado nos gréficos, por esse
instante de tempo que a temperatura se torna constante, uma vez que a derivada

temporal nao tem mais efeito.
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Figura 6.5: Distribui¢des de temperatura para Q = 20W
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Figura 6.6: Distribui¢des de temperatura para Q = 30W
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Figura 6.7: Distribui¢des de temperatura para Q = 40W
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Figura 6.8: Distribui¢des de temperatura para Q = 50W
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Figura 6.9: Distribui¢des de temperatura para Q = 60W
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Figura 6.10: Distribui¢des de temperatura para Q = 70W
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Figura 6.11: Temperatura maxima para Q = 20W
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Figura 6.12: Temperatura maxima para Q = 30W
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Temperatura Maxima para 40 W
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Figura 6.13: Temperatura maxima para Q = 40W
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Figura 6.14: Temperatura maxima para Q = 50W
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Figura 6.15: Temperatura maxima para Q = 60W
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Figura 6.16: Temperatura maxima para Q = 70W

Na Figura 6.5, podemos observar o comportamento da distribui¢ao de tem-
peratura na CPU ao longo do tempo, para um calor interno gerado de 20W.
Como observado anteriormente, apds aproximadamente o instante t = 1.0s, a
distribuicdo de temperatura se torna constante, uma vez que a derivada temporal
ndo tem mais efeito, e entramos na parte permanente. Nesse caso, a temperatura
maxima registrada é de aproximadamente 32°C, de modo que a CPU pode operar
com tranquilidade. A temperatura maxima pode ser melhor observada na Figura
6.6. Na parte a) podemos ver a temperatura maxima em todo o espaco de tempo

da simulagdo, enquanto na parte b) temos uma visao mais detalhada do periodo
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de tempo entre t = Os e t = 0,6s, provendo mais informacées sobre a influéncia da
derivada temporal.

A Figura 6.7 é referente ao caso com geragao interna de 30W. Podemos ob-
servar a presenca de temperaturas relativamente maiores do que no caso de 20W,
mas ainda dentro do limite de seguranga da CPU de 40°C a 50°C. Como é possivel
verificar na Figura 6.8, a temperatura maxima de 38°C é atingida aproximada-
mente no instante t = 1.0s, confirmando o padrdo j4 referenciado da influéncia
da derivada temporal.

Na Figura 6.9 é exibido o perfil de temperatura na CPU é para um calor
interno de 40W. E possivel observar um aumento expressivo de temperaturas
com relagdo ao caso de 20W. Na figura 6.10, vemos que a temperatura maxima
registrada de 44°C ja esta dentro da faixa limite para um funcionamento saudavel
da CPU, mas sem entrar em territério proibitivo.

Considerando agora a Figura 6.11, para o caso de 50W, vemos que a tem-
peratura aumenta expressivamente. O limite da palheta de cores, que nas Figuras
6.5, 6.7 e 6.9 eram de 50°C, agora passa a ser de 55°C. A Figura 6.12 apresenta
mais detalhes, informando que a temperatura maxima registrada é de aproxima-
damente 50°C, ou seja, o limite apresentado anteriormente. O funcionamento
por da CPU nessa temperatura por um periodo de tempo extenso nao é recomen-
dado, e poderia causar danos permanentes aos componentes eletronicos.

Para a Figura 6.13 e 6.15, aumentamos novamente o limite da barra de
cores, desta vez para 70°C, para melhor detalhar o perfil de temperatura. Para o
caso de 60W, a Figura 6.14 nos informa uma temperatura maxima de 56°C, que
excede o limite estabelecido, e é proibitivo para o funcionamento da CPU.

Por fim, a Figura 6.15 nos mostra o altimo caso, com a simulagado realizada
para 70W. A temperatura maxima registrada na CPU, de aproximadamente 63°C
como axibido na Figura 6.16, torna o funcionamento do modelo de CPU utilizado
neste trabalho inviavel.

Portanto podemos concluir que, dentro das consideragdes e especificagoes
para o funcionamento da CPU, o mesmo podera operar de maneira segura entre
20W e 40W gerados no processamento sem riscos de superar a temperatura limite

de 50°C. E possivel observar, (especialmente na parte f das imagens, que mostra
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a distribuicdo de temperatura no regime permanente) que os casos de 50W, 60W
e 70W superam a temperatura maxima de 50°C.

E importante também reforcar que, aproximadamente apés o instante t =
1.0s, a temperatura atinge seu maximo e permanece constante, 0 que comprova
que o comportamento da derivada temporal permanece o mesmo em todos os
casos. Para os valores superiores de geracao de calor (de 50W a 70W e além), nao
seria recomendada a operagdo, com risco de danificar o componente eletrénico.

Utilizando entdo os dados obtidos nas simula¢des das Figuras 6.6 a 6.16,
podemos plotar em um grafico os valores das temperaturas maximas obtidas para

cada valor de geragao interna de calor. O resultado é mostrado na Figura 6.17.

Temperatura Maxima por Geracao de Calor
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Figura 6.17: Temperatura méxima registrada na CPU por taxa de calor gerado

Podemos observar que as duas grandezas se comportam de maneira li-
near uma em relacdo a outra. Desse modo, podemos escrever uma func¢ao que
descreva essa relagdo, possibilitando que seja possivel descobrir a temperatura
maxima que serd registrada na configuracao apresentada da CPU para um dado

calor interno, demonstrada pela Equacgdo 6.5.

Tpax = 0,6076Q + 20 (6.5)

Onde T,,,, é a temperatura maxima registrada e Q é a geragdo interna de
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calor.
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Capitulo 7

Conclusao

Examinando os resultados exibidos nos altimos dois Capitulos, é possivel
observar que a aplicagdo do Método de Elementos Finitos para a solugdo de pro-
blemas de transferéncia de calor por condugdo apresenta resultados satisfatérios,
levando em consideragdo a complexidade das equagdes e o custo computacional
de processamento exigido para que os resultados fossem encontrados.

Definimos que, para o modelo de CPU apresentado, pode funcionar ide-
almente (apresentando uma temperatura maxima de até 50°C) com um calor in-
terno gerado de até 50W; calor interno esse gerado pela corrente elétrica que
aciona os processadores de silicio. Foi possivel também determinar uma relagao
linear entre a temperatura maxima registrada, e esse calor interno gerado no cen-
tro da CPU.

Os resultados mostrados na Segao 5.3 do Capitulo 5 mostram, por exem-
plo, que o erro absoluto méximo registrado foi de aproximadamente 0.006. Desse
modo, quando aproximagdes com esse grau de precisdo forem suficientes, a
aplicagao do Método de Elementos Finitos é uma 6tima escolha, uma vez que
a aplicagdo cédigo em Python é relativamente simples e, uma vez pronto, é ne-
cessario apenas realizar a modelagem da geometria necessédria e implementar as
condig¢oes de contorno caracteristicas do problema para que resultados sejam en-
contrados.

Outras consideragdo notavel é que, uma vez que esse cédigo base esteja
funcional e exibindo resultados satisfatorios, realizar alteracdes para lidar com

problemas mais complexos nado exigird esforcos desnecessariamente arduos. Por
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exemplo, para a andlise de problemas em trés dimensdes, ao contrdrio das duas
dimensodes consideradas neste trabalho, apenas exigira mudangas na montagem
das matrizes e na leitura do arquivo de texto gerado pelo Gmsh. O restante da
l6gica e estrutura ndo necessita de mudancas, possivelmente apenas de pequenos
ajustes.

Outro exemplo de melhorias seria a expandir o modo de transferéncia de
calor para incluir também convecgdo, uma vez que neste trabalho consideramos
apenas a presenca de conducdo. Diferente da inclusdo de uma dimensao, abran-
ger outro modo de transferéncia de calor causaria mudancgas nas equag¢des mode-
ladas, mas as alteragdes necessdrias no cédigo ndo seriam drasticamente extensas.

Portanto, levando em consideragdo as reflexdes expostas acima, podemos

afirmar que os objetos propostos por este trabalho foram alcangados.
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Apéndice A

Algoritmo

A.1 Partel

def file_reader(file_name):

n

file name_format = file name + ".msh"
with open(file_name_format, 'r’) as arqv:
content = arqv.read()

arqgv.close()
read_lines = content.split(’\n")

Chave = [["$PhysicalNames", "$EndPhysicalNames"],
["$Nodes", "$EndNodes"],
["$Elements", "$EndElements"]]

IndexChave = 0

status = False

CC = dict() # Dicionario das condigoes de contorno
nos = list() # Nos

IEN = 1list() # IEN

IENcc = list() # IEN das condigdes de contorno
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for line in read_lines:
if(line == Chave[IndexChave][0]):
status = True

continue

elif(line == Chave[IndexChave][1]):
IndexChave += 1
status = False
if(IndexChave == 3):
break

continue

if(status is True):
content = line.split(" ")
if(IndexChave == 0): # Physical Names
if(len(content) > 1):
CC[ int(content[1]) ] = content[2][1:-1:1]
else:

pass

elif(IndexChave == 1): # Nos
if(len(content) > 1):
dados = PontoNodal((int(content[0])-1),
float(content[1]),
float(content[2]))

nos.append(dados)

elif(IndexChave == 2): # Elementos

if(len(content) == 7): # Condigoes de Contorno

pontos[int(content[-2]) - 1].cc = CC[int(content]-
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41)1
IENcc.append(int(content[-2]) - 1)

elif(len(content) == 8): #IEN
dados2 = [(int(content[-3])-1), (int(content[-2])-
1), (int(content[-1])-1)]
IEN.append(dados?2)
else:
pass

return nos, IEN, IENcc

class PontoNodal():
def _ init_ (self, name_p, x_p, y_p, Z_p):
self.name = name_p
self.x = x_p

self.y =y p

class Malha():

def __init_ (self, file_name):

self.nos, self.IEN, self.IENcc = file_reader( file_name )

self.nosNumber = len(self.nos) # Namero de nos

self.elementsNumber = len(self.IEN) # Namero de elementos

# Definir lista as coordenadas x:
self.X = [self.nos[i].x for i in range(self.nosNumber) ]
# Definir lista as coordenadas y:

self.Y = [self.nos[i].y for i in range(self.nosNumber) ]
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self.x_min = min(self.X

( )
self.x_max = max(self.X)
self.y min = min(self.Y)
self.y _max = max(self.Y)

malha = Malha(nome_arquivo)

A.2 Parte 2

def mult-por-escalar(escalar, matriz):
for i in range(len(matriz)):
for j in range(len(matrizt[i])):
matriz[i][j] *= escalar

return matriz

K =1 [0 for i in range(malha.nosNumber)] for i in range(malha.nosNumber) |
M =1 [0 for i in range(malha.nosNumber)] for i in range(malha.nosNumber) ]
Alpha = [ [0 for i in range(3)] for i in range(malha.elementsNumber) ]

# Criar matriz dos alfas

for g in range(malha.elementsNumber):

for h in range(3):

X malha.X[malha.IEN[g][h]]

y = malha.Y[malha.IEN[g][h]]
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# Centro de Silicio
if x >7.0and x < 13.0 and y > 7.0 and y < 13.0:
Alpha[g][h] = AlfaSil

# Borda de Cobre

elif x < 6.0 or x > 14.0 or y < 6.0 or y > 14.0:
Alpha[g][h] = AlfaCobre

# Fronteira entre SAC e Cobre

elif x == 6.0 and y > 6.0 and y < 14.0:

Alpha[g][h] = AlfaSacCobre

elif x == 14.0 and y > 6.0 and y < 14.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacCobre

elif y == 6.0 and x > 6.0 and x < 14.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacCobre

elif y == 14.0 and x > 6.0 and x < 14.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacCobre

# Fronteira entre SAC e Silicio

elif x ==7.0 andy > 7.0 and y < 13.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacSil

elif x == 13.0 and y > 7.0 and y < 13.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacSil

elif y ==7.0 and x > 7.0 and x < 13.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacSil
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elif y == 13.0 and x > 7.0 and x < 13.0:
Alpha[g][h] = AlfaSacSil

else:

Alphalg][h] AlfaSac

Q=11
for t in range(malha.pointsNumber):
px = malha.X[t]

py = malha.Y[t]

if px > 7.0 and px < 13.0 and py > 7.0 and py < 13.0:
Q.append(Qint/RhoCv_Silicio)

else:

Q.append(0.0)

for e in range(malha.elementsNumber):

# Listagem dos indices dos nés que compoem o elemento:

v = malha.IEN[e]

# Calculo do determinante:

det = malha.X[v[2]]*( malha.Y[v[0]] - malha.Y[v[1]])
det += malha.X[v[O]]*( malha.Y[v[1]] - malha.Y[v[2]])

det += malha.X[v[1]]*(-malha.Y[v[O]] + malha.Y[v[2]])

#CAilculo da area:

area = det/2.0

#CAlculo dos elementos das matrizes
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ai = malha.X[v[1]]*malha.Y[v[2]] - malha.X[v[2]]*malha.Y[v[1]]
aj = malha.X[v[2]]*malha.Y[v[O]] - malha.X[v[O]]*malha.Y[v[2]]
ak = malha.X[v[O]]*malha.Y[v[1]] - malha.X[v[1]]*malha.Y[v[O]]

bi = malha.Y[v[1]] - malha.Y[v[2]]
bj = malha.Y[v[2]] - malha.Y[v[O]]
bk = malha.Y[v[0]] - malha.Y[v[1]]

ci = malha.X[v[2]] - malha.X[v[1]]
cj = malha.X[v[0]] - malha.X[v[2]]
ck = malha.X[v[1]] - malha.X[v[O0]]

# Calculo da matriz de massa

Me = mult-por-escalar(area/12.0, [[2.0, 1.0, 1.0], [1.0, 2.0, 1.0],
[1.0, 1.0, 2.0]])

# Calculo da Matriz B

B = mult-por-escalar((1.0/(2.0xarea)), [[b1, b2, b3], [c1, c2, c3]])

# Matriz B Transposta

BT = [list(line) for line in zip(*B)]

# Calculo da matriz de rigidez

Ke = areax*np.dot(BT, B)

for i in range(3):
ii = malha.IEN[e][i]
for j in range(3):

jj = malha.IEN[e][]]

K[ii][jj] += Alphale][i]*Ke[i][]]
MEiil[jj] += Melill[jl
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# Matriz nula que contera as condigdées de contorno:

C = [0 for i in range(malha.nosNumber) |

# Matriz é preenchida:

for i in range(malha.nosNumber):
cc = malha.nos[i].cc
if(cc == "Bottom"):

C[i] = T_Bottom

elif(cc == "Top"):
Cli] = T_Top
elif(cc == "Left"):
Cl[i] = T_Left
elif(cc == "Right"):
C[i] = T_Right
A.3 Parte 3

# Matriz temperatura inicial

12 =[]

# Matriz temperatura inicial

T = 1]

# Definindo temperaturas inciais
for k in range(len(malha.X)):
cc = malha.nos[k].cc
if(cc == "Bottom"):
T1.append(T_Bottom)
elif(cc == "Top"):
T1.append(T_Top)
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elif(cc == "Left"):
T1.append(T_Left)
elif(cc == "Right"):
T1.append(T_Right)
else:

T1.append(T_inicial)

A = np.add(mult_por_escalar(1/dt,M), mult_por_escalar(1/2.0,K))

B1 = np.add(mult_por_escalar(1/dt,M), mult_por_escalar(-
1/2.0,K))

B2

np.matmul (B1,T1)

B3

np.add(B2, np.matmul(M,Q))

B = np.add(B3,C)

for k in range(nint+1):

if k !=0:

B2

np.matmul (B1,T1)

B3

np.add(B2, np.matmul(M,Q))

B = np.add(B3,C)

T2 = np.linalg.solve(A,B)

T1 = T2
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