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Capitulo 1

Introducao

A dinamica dos fluidos é uma importante area de pesquisa na comunidade cientifica
e, em especial, na engenharia. Isso se deve a dois principais fatores: o primeiro,
devido ao fato que fenomenos dominados pela fluidodinamica estao largamente pre-
sentes no cotidiano de intmeras industrias tecnoldgicas, como no automobilismo,
aviagao, meteorologia, quimica, térmica, entre outros; o segundo, devido ao fato de
que o equacionamento dos fenomenos responsaveis por reger o movimento dos flui-
dos é de grande complexidade e sua principal equacao, a equacao de Navier-Stokes,
permanece sem solugao até os dias atuais.

A principal alternativa utilizada na predicao desses fenomenos, largamente uti-
lizada na atualidade, é o desenvolvimento de protétipos em escala reduzida que
simulem fisicamente o comportamento do sistema real. Muito embora essa alterna-
tiva apresente resultados satisfatérios e coerentes com as necessidades da industria
tecnolodgica, sua aplicacao pratica demanda a construgao minuciosa de modelos e
inimeras simulagoes, o que em geral representa um alto investimento financeiro.

A partir do avanco no poder computacional, que sofreu abrupta ascensao desde
o inicio do século XXI, iniciou-se o desenvolvimento de técnicas digitais avancadas
que, a partir de modelos fisicos e matematicos desenvolvidos para obter uma solugao
aproximada das equagoes que regem a dinamica dos fluidos, atuam na simulacao
numeérica de dominios fisicos através de algoritmos computacionais. A esse con-
junto de técnicas, foi atribuido o nome Fluidodinamica Computacional (ou CFD,
Computacional Fluid Dynamics).

Dentro da gama de possibilidades apresentadas pelas técnicas CFD, dois métodos



Figura 1.1: Exemplo de simulagao CFD para duas diferentes geometrias (SU2

destacam-se devido a sua grande difusao no meio académico e ampla utilizacao
por empresas de engenharia: o Método dos Volumes Finitos (FVM, Finite Volume
Method) e o Método de Elementos Finitos (FEM, Finite Element Method). O pre-
sente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um algoritmo numérico
utilizando o FEM capaz de simular um escoamento bidimensional de um fluido
monofésico, incompressivel e newtoniano, analisando sua interacao com diversas ge-
ometrias em um meio continuo. Para tal fim, o modelo matematico utilizado para
aproximar a equagao de Navier-Stokes sera a Formulagao Corrente-Vorticidade, que
permite o desacoplamento entre velocidade e pressao, diminuindo consideravelmente
o esforco computacional necessario para a simulacdo. A discretizacao espacial foi
realizada utilizando o método dos residuos ponderados através do Método de Ga-
lerkin, enquanto a discretizacao temporal utiliza um esquema de diferengas finitas
progressivo de primeira ordem.

A validacao do cddigo foi realizada através da simulacao de casos classicos de
engenharia que tem seu comportamento bem definido na literatura. Os resultados
numéricos obtidos em simulagao sao comparados com curvas analiticas ou com si-
mulagoes numéricas de alta confiabilidade no meio cientifico. Os casos de validagao
escolhidos foram o Escoamento entre Placas Paralelas (Escoamento de Poiseuille),
o Escoamento em Cavidade com Tampa Deslizante (ou Escoamento Lid-driven).

A malha computacional é uma representagao discreta do dominio real a ser si-
mulado. A construcao das malhas utilizadas no presente trabalho contara com o
software G'msh, ferramenta que dispoe de diversas funcionalidades para o controle

na criagao dos elementos.



A implementagao do codigo utilizado na criacao do algoritmo numérico contou
com a linguagem de programacao Python. O Python conta com uma ampla gama de
bibliotecas, como o Numpy e o Meshio, que possibilitam a manipulagao de operagoes
envolvendo algebra linear e a leitura da malha computacional, imprescindiveis para
a obtencao dos resultados.

O pés-processamento, procedimento utilizado para analisar os dados provenientes
da simulacao computacional, contard com a o software ParaView, que dispoe de
diversas ferramentas para a visualizacao grafica das variaveis, além de permitir a
confecgao de graficos e geracao de imagens.

O estudo foi executado em 11 (onze) geometrias distintas, que tiveram como
objetivo observar o comportamento do escoamento em diferentes corpos e angulos

de ataque. Sao elas:

e Corpo quadrado

e Corpo triangular equilatero contra escoamento

e Corpo triangular equilatero alinhado ao escoamento

e Corpo triangular isdsceles contra escoamento

e Corpo triangular isdsceles alinhado ao escoamento

e Corpo de aerofélio NACA 0012 com angulo de ataque 0°
e Corpo de aerofélio NACA 0012 com angulo de ataque 8°
e Corpo de aerofélio NACA 0012 com angulo de ataque 20°
e Corpo de aerofélio NACA 4415 com angulo de ataque 0°
e Corpo de aerofélio NACA 4415 com angulo de ataque 8°

e Corpo de aerofélio NACA 4415 com angulo de ataque 20°

O presente trabalho foi organizado em 6 capitulos. O capitulo 2 apresenta uma
revisao bibliografica, explorando de maneira minuciosa as equacoes de governo do
problema, o equacionamento da Formulacao Corrente-Vorticidade e a aplicagao do

Método de Elementos Finitos.



O capitulo 3 conta com a metodologia numérica utilizada, descrevendo o proce-
dimento de geragao de malha, o desenvolvimento linha a linha do cédigo numérico
e 0 pos-processamento.

O capitulo 4 introduz a validacao do cédigo numérico, englobando todos os casos
de validacao, as condigoes e parametros de sua simulacao e o processamento dos
resultados, comparando com resultados ja estabelecidos na literatura.

O capitulo 5 é composto pelos resultados da simulagao das 11 geometrias citadas,
apresentando imagens, graficos e tabelas dos dados obtidos.

O capitulo 6 conta com a conclusao do trabalho, agregando reflexdes sobre os

resultados obtidos e apresentando sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Equacoes de governo

Essa secao visa apresentar as principais equagoes diferenciais utilizadas na modela-
gem matematica de um escoamento. A derivacao dessas equacgoes respeita a hipotese
do continuo, que estabelece que o fluido em questao é homogéneo em qualquer par-
cela infinitesimal de seu volume. Dessa forma, torna-se possivel modelar o escoa-

mento a partir dos principios gerais de conservacao:
e Conservagao da massa

e Conservacao da quantidade de movimento

2.1.1 Equacao da Continuidade

A equagao da continuidade provém do principio de conservagao da massa, que versa
sobre a variacao da massa em determinado local do espago. Determinando o volume

em andalise como volume de controle (VC) e sua fronteira como superficie de controle

(SC), pode-se dizer que (PONTES] 2009):

Taxa de actiimulo de massa Fluxo liquido de massa 0
+ =
dentro do volume de controle que atravessa a superficie de controle

Segundo (YUNUS A. CENGEL| [2017), em termos mateméticos, a primeira par-
cela dessa soma pode ser reescrita como a integral da variagao de massa em todo o

volume de controle:



0

Considerando uma integral no volume, a taxa de variacao da massa pode ser subs-

tituida utilizando a densidade p:

0 0

_ _ [ 9
Voa(dm) = Vca(pdV) = /VC i (2.2)

Para obter o fluxo de massa atravessando a superficie de controle, aplica-se o produto

do vetor velocidade (U) com o vetor normal a superficie S (n):
]{ pU - ndS (2.3)
sc

Na qual U = (u,v,w) é o vetor velocidade. Unindo ambas as formulagoes, chegamos

a Eq. :

@dV +j§ pU -ndS =0 (2.4)
ve Ot sc

Segundo o Teorema de Gauss (PONTES| 2009)), sendo G um vetor genérico, tem-se:
fa.ndsz/v-adv (2.5)
S 1%

Aplicando o teorema de Gauss no segundo termo da Eq. (2.4)) e unindo as integrais,

resulta em:

/VC {% +V- (,OU)} dV =0 (2.6)

Sendo dV um volume arbitrario, a equagao acima é verdadeira para qualquer volume,

portanto:

o+ (pU) =0 (2.7)



A Eq. (2.7) é conhecida como equagao da continuidade. Tomando como hip6tese a
incompressibilidade do fluido, a derivada temporal da densidade p ¢é igualada a zero

e essa equagao pode ser simplificada para a Eq. (2.8):
V.-U=0 (2.8)

2.1.2 Equacao de conservacao da quantidade de movimento

De maneira semelhante a adotada na secao anterior, o principio da conservagao
da quantidade de movimento pode ser equacionado de acordo com sua defini¢ao,
postulada pela segunda lei de Newton e que afirma que a variacao da quantidade de
movimento ¢ igual a soma de todas as forcas que atuam externamente ao sistema.
Considerando o mesmo volume e superficie de controle (VC) analisado anteriormente

e seguindo o raciocinio apresentado em (PONTES| 2009), pode-se dizer que:

Taxa de acumulo de quantidade Fluxo liquido de quantidade
de movimento dentro do volume p + { de movimento que atravessa p =
de controle a superficie de controle
Resultante das forcas aplicadas
' + {Resultante das forcas de Volume}
a superficie de controle

Em termos matemaéticos, os termos da equagao podem ser reescritos da seguinte
forma:
Taxa de acimulo de quantidade 5

de movimento dentro do volume p = g (pU) dV
ve ot

de controle
\

.
Fluxo liquido de quantidade
de movimento que atravessa p = 7{ (pU)U - ndS
sc

a superficie de controle
\

Resultante das forcas aplicadas
% o -ndS
sc

a superficie de controle

{Resultante das forcas de Volume} = / pgdV
ve

7



Os simbolos o e g representam, respectivamente, o tensor de tensoes e o vetor
de aceleragao da gravidade. Vale comentar que apenas a gravidade foi considerada

como forca volumétrica. Unindo todos os termos em uma s6 equacao, chega-se na

Eq. :

9 (pU) dV—l—j{

(pU)U -ndS = o-ndS+ / pgdV (2.9)
ve Ot sc sc ve

De maneira andloga a apresentada na secao anterior, pode-se aplicar o Teorema de

Gauss:

0
Tav+ | v-(pUU) AV = [ V-odV + / pgdV  (2.10)
ve Ot ve ve ve

Organizando as variaveis, chega-se a:

/VC{%(PU)%—V-(,OUU)—V.U_pg]dV:O (2.11)

Visto que dV é um volume de controle arbitrario, a equacao é valida para qualquer

volume de controle, de forma que:

0
a(pU)—i—V-(pUU)—V-J—pg:O (2.12)

E possivel desenvolver os termos positivos dessa equacao:

%(pU)+V-(pUU)—>p{%—lZ+U~VU}+U{%+V-(pU)} (2.13)

Como ja foi visto, o ultimo termo dessa expressao é a equacao da continuidade,
tendo o valor numérico de zero. Dessa forma, a Eq. (2.12)) pode ser reescrita:
oU
P

E—FU'VU}_V'U—FPQ (2.14)



E interessante decompor o tensor de tensoes como uma soma de tensores, um devido

a pressao p e outro devido a viscosidade 7:

o=-pl+T1 (2.15)

Com I sendo a matriz identidade. O tensor 7 é chamado de tensor de tensoes
viscosas e, considerando um fluido homogéneo, isotrépico e newtoniano, pode ser

modelado dessa maneira:

= u[VU + (VU)"] (2.16)

Na qual p é a viscosidade dinamica do fluido. Unindo as Eqgs. (2.15)) e (2.16) a Eq.
(2.14])):
[8U

pla TU- VU] V- [—pI + u(VU + (VU] + pg (2.17)

Considerando que a viscosidade dinamica p é uma grandeza escalar que independe

da posicao:

{%—lj +U- VU] —Vp+u(V-VU +V - (VU)D)] + pg (2.18)

Aplicando propriedades vetoriais:

{%_[Z L U- VU} —Vp+ u(VU +V(V-U)D)] + pg (2.19)

Finalmente, aplica-se a equagao da continuidade incompressivel a Eq. (2.19)):

aa—(tj +U-VU = ——Vp +vVU +g (2.20)



Na qual v = ¢ é conhecida como a viscosidade cinematica do fluido. Essa equacao,
que tem como hipdtese um fluido newtoniano, é conhecida como a equagao de Navier-
Stokes, apresentada aqui para um fluido incompressivel, homogéneo e isentrépico.
Essa equacao pode ser também reescrita utilizando o conceito de derivada material
D 0

2 _ Y U.v
Do tUV

DU

1
— =_-V VU 2.21
Di p p+v +g (2.21)

2.2 Funcao corrente

Assim como é apresentado em (YUNUS A. CENGEL; 2017), considerando o caso
de um escoamento incompressivel e bidimensional no plano xy, pode-se reescrever a

equacao da continuidade:

ou  Ov

=0 2.22
or Jy ( )

Entretanto, com o objetivo de diminuir o niimero de variaveis envolvidas, é possivel

representar as duas componentes da velocidade u e v utilizando uma tnica variavel

(R

_ _ W

u

Essa nova variavel é chamada de funcao corrente. Note que sua utilizacao respeita

a Bq. (2.22):

o (oY 0 oY 0% 0%
Ox (8y) * dy ( 895) 0 Oxdy  Oyox 0 (2.24)

Ela recebe esse nome pois as curvas do escoamento onde v é constante sao equi-
valentes as linhas de corrente do escoamento, ou seja, sao curvas tangente ao vetor
velocidade local em todos os pontos. Esse fato pode ser facilmente constatado

através da definicao matematica de linhas de corrente:

10



d
Ao longo de uma linha de corrente, d—y - udy — vdx =0 (2.25)
T u

Aplicando a defini¢ao de funcao corrente a Eq. (12.25)):

o,
3y T =0 (2.26)

Sabe-se que para qualquer funcao suave 1 de duas variaveis x e y, a variacao total

de v entre dois pontos a uma distancia infinitesimal é:

¢d + % (2.27)

= 8x

Unindo ambas as equagoes, chega-se a:

dyp =0 (2.28)
Provando que ao longo de uma linha de corrente, a fungao corrente ¢ é constante.

2.3 Formulacao corrente-vorticidade

De acordo com (PANTON| [2013), vorticidade é uma grandeza fisica empregada para
quantificar a rotacao das particulas de um fluido em movimento. Matematicamente,

define-se a vorticidade w como:

w=VxU (2.29)

Considerando um escoamento bidimensional, as componentes w, e w, sao nulas,

restando apenas a componente em z:

v Ou

11



Aplicando o operador rotacional em toda a equagao de Navier-Stokes:

ou 1
V x [E +U-VU} =V x {—;VP—FVVQU—I-Q (2.31)

Para o caso bidimensional, considerando um vetor genérico v = (v;,v,), V X v =

Ov,  Ov,

. Aplicando essa operacao em cada um dos termos da Eq. (2.31)):

or dy
2 @—i—u@—l—v@ —i @+u%+v@ =
Oy | Ot ox Jy Ox | Ot ox oy|
(2.32)
o —1@+VV2u+ _ 2 —1@+uv2v+
dy | pox g dx | poy g
Reorganizando os termos a montante do sinal de igualdade:
ofou_ov], 0 fou o], 0fou_ov]_
ot |0y Ox Or |dy Ox oy |0y  Ox| (2.33)
Ow, N ow, N Ow,  Duw, ’
o Vor T oy Dt

E interessante observar que vetor aceleracao gravitacional g e a viscosidade v sao
constantes do problema, ao passo que a pressao p esta sob a agao do operador gradi-
ente. Assim como é indicado em (PANTON]| 2013), pode-se aplicar as propriedades
que o rotacional de um gradiente e o rotacional de uma constante sao zero, reduzindo

os termos a jusante do sinal de igualdade:

V™) a(vzu)l
O % (2.34)

022\ 9y Ox o2 \oy Ox/)| 0x? oy? | ‘

Dessa forma, unindo a Eq. (2.33) a Eq. (2.34)), chega-se a equagao de transporte de

vorticidade:

1
V x [—;Vp—l—I/VQU—i—g] =V X [VVQU} :1/{

=vViw, (2.35)



Dentre as vantagens dessa formulagao, a principal é o desacoplamento entre pressao
e velocidade, permitindo maior facilidade na resolugao numérica do escoamento,

como sera apresentado na secao seguinte.

Como foi visto na segao anterior, a fungao corrente também relaciona as
componentes da velocidade. Dessa maneira, é possivel aplicar a Eq. (2.23)) a Eq.

[2-30):

A utilizagdo das Eq.s (2.35) e (2.36) permitird obter o perfil de velocidades do

escoamento e, portanto, sua resolucao serda o objeto de estudo desse trabalho.

2.4 Meétodo de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos (MEF) é um procedimento numérico para a solucao
de equagoes diferenciais em determinado dominio a partir da subdivisao desse
dominio em pequenas parti¢coes, chamadas de elementos. De maneira resumida,
o método consiste na avaliacao de determinadas varidveis de interesse em cada ele-
mento discreto do dominio. A justaposicao da variacao dessas varidaveis em cada
elemento é utilizada para descrever todo o campo da varidvel no dominio (ANJOS|
2021)).

Essa secao tem como objetivo apresentar a aplicacao do MEF para a resolucao

do problema previamente apresentado.

2.4.1 Meétodo dos residuos ponderados

Para obter a solugao da formulacao corrente-vorticidade, é necessario resolver as

seguintes equacoes:
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V) = —w, , para todo 2 (2.37)
_ (o0 oY
\ U B ( ay ’ 8x>

Onde €2 é o dominio. E possivel reorganizar essas equacoes de forma a iguala-las a

Zero:

(D
D“;Z V2, =0
Vi +w, =0 (2.38)

0 0
U— _w’ _ovN _ 0
L oy Ox
O sistema ([2.38) ¢é conhecido como formulagao forte do problema. Uma solucao
analitica dessas equacoes respeitaria rigorosamente essa igualdade. Entretanto, o
MEF é um método numérico discreto, de forma que sua resolucao produz um resul-

tado aproximado. Dessa forma, assume-se que cada equagao gerarda um residuo R

intrinseco a aproximagao:

( Dw,

T vViw, = Ry
V2 +w, = Ry (2.39)
A
- (5 a0) -

Com o objetivo de minimizar o residuo, o método dos residuos ponderados sugere a
multiplicagao do residuo por uma funcao de ponderacao ou funcao peso, de forma

que a integral da ponderacao no dominio é igual a zero:

/5R1dQ:0 —>/(5[
Q )

YRdQY =0 —> / V[V +w.]d2 =0 (2.40)

Q Q
_ oy 9 _

0, v e ¢ sao as fungoes peso. A aplicagao dessa integral forca que o residuo ponderado

Duw, 9
_ 0 —
D vV wz] d 0

14



total seja zero no dominio de estudo. Distribuindo as integrais do sistema ([2.40) e

separando a ultima equagao:

( Dw
/5 2dQ) — / SvViw.dQ =0
o Dt 0

/nyQz/JdQ + / Yw,d) =0
Q Q

/qudQ—/Qgg—Z}dQ:O
\/ngdﬂ+/9<g—fd9=o

A esse novo sistema, atribui-se o nome de formulacao fraca, no qual as fungoes foram

(2.41)

integradas no dominio continuo. No sistema existem variaveis que precisam
ser derivaveis a segunda ordem. Entretanto, com o objetivo de prosseguir com o
calculo, é interessante diminuir a ordem de derivacao dos termos. Isso pode ser
feito aplicando o Teorema de Green nas integrais onde termos de segunda ordem

aparecem:

/ SvV%w,dQ = — / V6 - vVw.d) + / §(vVw, - n)dl (2.42)
Q Q T

/ AYV2hdQ = — / V- VpdQ + / (V- n)dl (2.43)
Q Q I

Onde I' é a fronteira do dominio €2 e n é o vetor normal orientado para o exterior
de I'. Essa formulagao é conhecida como formulacao fraca final do sistema devido ao
fato de que o termo de segunda ordem foi redistribuido entre as varidveis de interesse
e as fungoes peso correspondentes.

As integrais na fronteira do dominio utilizam a avaliacao das propriedades nesse
local, ou seja, as condigoes de contorno do sistema. Para o problema em questao,
todas as condicoes de contorno sao dos tipos valor prescrito, ou Dirichlet, e fluxo
prescrito nulo, ou Neumann homogéneo. Por definicao, as integrais na fronteira I’
resultam em valor nulo em contornos com esses tipos de condicao, resultando no

seguinte sistema de equagoes:

15



(D
/5 “ZdQ+/V5-wade=o

/vwde—/Vv-V@/)dQ:O
9) Q

/Q(udQ—/QCg—ZJdQZO
k/QCUdQ—i-/Qfg—ialﬂ:0

2.4.2 Meétodo de Galerkin

(2.44)

Até agora, o método dos residuos ponderados partiu do principio que as equagoes
da Formulagao Corrente-Vorticidade serao resolvidas para determinado dominio {2
do espaco e que sua discretizagao acarretard em um residuo numérico. Entretanto,
nada foi dito sobre a maneira como esse dominio sera discretizado. Para definir
as variaveis de interesse em cada elemento e discreto do dominio, sera utilizado
um conjunto de funcoes chamado de funcao de forma N, que é uma funcao de

interpolagao vélida para cada elemento do dominio:

Wl =Y (w.);Nf (2.45)
n=1

np

P = Z Y;N¢ (2.46)
n=1
np

ut = Z UiNz’e (247)
n=1
np

Ve = uNf (2.48)
n=1

Sendo np é o numero de nés que forma cada elemento do dominio, formado por

ne elementos. De forma anéloga, para as func¢oes peso:

np

0° = 4;N¢ (2.49)
n=1
np

V=) Ny (2.50)
n=1

16



np
SEDIN (2.51)
n=1

Nessa formulagao, w?, ¥°, u° e v° sao constantes a se determinar, enquanto NV
e N; sao as fungoes de forma, que podem ser modelados de diferentes formas. Em
uma dessas modelagens, chamada de método de Galerkin, as fun¢oes de forma para
as varidveis e para as fungoes peso sao as mesmas, ou seja, N7 = N7.

As funcoes de forma podem apresentar diferentes formulacoes, a depender da
ordem desejada. E possivel, por exemplo, utilizar fungoes polinomiais de diferentes
graus para avaliar aquela variavel dentro de determinado elemento a partir do valor
constante determinado em seus nés, como apresentado na Figura , que representa

essas fungoes do elemento linear e quadratico:

Figura 2.1: Representacgao de duas possiveis fungoes de forma (ANJOS| 2021))

A diferenca de ambas estd na ordem do polinémio interpolador. Por definicao,
as funcoes de forma devem receber o valor unitario no né em questao e zero nos
demais. Elementos de ordem mais baixa exigem um poder computacional menor
quando comparados aos demais, sendo utilizados sempre que possivel. Embora seja
intuitivo concluir que elementos de ordem maior trarao resultados melhores, isso
nem sempre é verdadeiro, como indica (ANJOS| 2021).

O proéximo passo é aplicar essas definigoes no sistema ([2.44)):

17



/ > 6N D [(w.): N +/ > V(;N?) - vV [(w.)iNf]dQ = 0
1,j€e i,j€e

/ > N (w.)NsdS — / > V(3Ng) - V(1 NF)dQ = 0
i,j€e h,j€e (2.52)

e e e ﬁh )
> GNfuN{dQ — ZCJN S0 = 0
Qe i,j€e Z]Ee

/ > "GN N£dQ + / > GNs wz 9N 4y g

1,j€e i,j€e

E interessante notar que, agora, as integrais nao estao sendo avaliadas em todo
o dominio {2, mas sim no dominio do elemento 2°. Também se faz necessario abrir

a derivada material composta na primeira equagao do sistema (2.52)):

/ > 6N —(w- NedQ—>/ Z(SNe{ Ne}dm

i,j€e i,J€€e

/ > " 6N{U - V[(w.);Nf]dQ

i,j€e

(2.53)

Por definicao, as func¢oes de forma N s@o constantes no tempo. Além disso, por

hipétese, as varidveis locais (w,);, u; e v; sdo constantes, permitindo reorganizar a

primeira equagao do sistema (2.52)):

>, {a(g;)i NENEAQ + (w)i | U - (NSVNEAQ + (w,)iv | VNS - VNfdQ] =0
ij€e Qe Qe Qe

(2.54)
Como explicitado, a funcao peso ¢; se repete em todos os termos e pode ser

eliminada da equacao. O mesmo raciocinio aplica-se em todas as equacoes, de forma

que € possivel eliminar as fungoes peso 7; e (; do sistema:
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( _8(wz)i
> NENFAQ+ (w); | U - (NSVNEAQ + (ws)iv
7;7],66 L 0t Qe Qe
> (W) | NNgdQ—y; [ VNE- VNfdQ} =0
i,j€e = Qe Qe
- ve
> |wi [ NENFAQ - vy N;a Z dQ] =0
= e e 8y
1,7€€e - Q Q
- ve
> v | NEN£dQ + 4 N;a—’dQ] =0
Lijee b /9 o 0 Ox

2.4.3 Forma matricial

Qe

VNS VNfdQ] =0

(2.55)

As integrais apresentadas no sistema ([2.55) sao avaliagoes das fungoes de forma

em cada elemento do dominio discretizado, ou seja, sao um parametro dependente

apenas da geometria do elemento e suas coordenadas. Dessa forma, é interessante

representar essas integrais de maneira matricial, ja que, uma vez definido o dominio,

essas fungoes serao constantes do problema.

mf= | NiNjQ
9= | aaji NdS2
k;x:/eg%iaa?idg
k=] ayi ayi dQ)
| B = K+,

(2.56)

Essas matrizes sao conhecidas como matrizes elementares, que sao matrizes re-

ferentes a cada elemento e de dimensao a depender do tipo de elemento utilizado.

Reescrevendo o sistema (2.55)) utilizando a notacao do sistema (2.56]):
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(
a zZ)1
E [ <gt) m® + (w.)i(u - gg +v-gy) + (W.)ivk®| =0

i,j€e

S [(w.)im® — k] = 0

nice (2.57)
> [wm® = digy] =0
1,j€e
> [vim® +1higl] = 0
\ 7,j€e

Cada elemento possuira uma sistema matricial a ser resolvido. Entretanto, cada
elemento possui diversos nos vizinhos compartilhados, de forma que é necesséario
resolver o sistema para todo o dominio. Para esse fim, ¢ utilizada uma matriz
montagem especial A, que é responsavel por unir as matrizes elementares em um

processo conhecido como Assembling:

.
M = Am°
G, = Ag
(2.58)
Gy = AgZ
\K = AEL°®

As matrizes que resultam do Assembling s@ao conhecidas como matrizes globais
do sistema, nomeadas como matriz de massa M, matriz de rigidez K e matrizes do
gradiente G, e G. Essas sao as matrizes utilizadas na resolucao do sistema linear

para todo o dominio:

( Ow,
M(?t +(u- Gy +v-Gyw, + vKw, =0
Muw, — K¢y =0
(2.59)
Mu—- Gy =0
\MU—FGmQﬂ:O

Para utilizar o sistema matricial apresentado acima e resolver do problema, basta
agora definir a malha computacional utilizada para realizar a montagem das matri-

zes, como sera apresentado na proxima secao.
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2.4.4 Malha computacional

Uma malha computacional é um conjunto de elementos de geometria definida uti-
lizados para representar um dominio fisico de maneira computacional. Uma das
vantagens apresentadas pelo uso do Método de Elementos Finitos é a possibilidade
de utilizar elementos de diferentes formas.

Para a resolucao desse problema, elementos triangulares com trés nos (vértices
do elemento utilizados para armazenar os valores das varidveis) serdo utilizados.
Isso se deve ao fato de a Formulacao Corrente-Vorticidade permitir fungoes de forma
polinomiais de primeira ordem para aproximar as variaveis de interesse no interior do
elemento e pela facilidade dos elementos triangulares em se aproximar da geometria
fisica de desejada.

As funcoes de forma utilizadas para esse tipo de elemento sao amplamente des-
critas pela literatura, como em (LEWIS, [2004), e apresentadas nas Egs. e
(2.61)):

(Thy i)

(Tj,y5)

(i, yi)

Figura 2.2: Representacgao do elemento triangular (LEWIS| 2004))

1
N(:L‘, y) = (NZ, Nj, Nk) — Ni,j,k: = ﬁ(ai’j’k + biJ’,kﬁ + ci,j,ky) (260)

@i = TiYp — Telis b =Y — Yk G= Tk — T
a; = TpYi — TiYks by =Yp —Yis ¢ = Ti — T (2:61)

A = L;Y; — TjlYis b = i — Yj;  Ckr = Tj — Ty,
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Na qual A é a area do elemento, determinada por:

Iox oy
1
A= édet 1 T Y; (262)
Iz wk

Considerando esse tipo de elemento, as matrizes elementares apresentadas no

sistema ([2.56) sao:

2 11
A
= — 2.63
m=501 2 1 (2.63)
11 2
bi by by
1
g:i:é b; bj by (264)
bi b bk
G G Ck
. 1
gyzg Ci Cj Cg (265)
G Cj Cg

b2 -+ 62 blb] + CZ'Cj blbk + C;Ck
L P D+ bib (2.66)
1A 05 1 CiC;j ;¢ kbj + crC; .
bzbk + cicg bkbj + CkCj bi + CZ

2.4.5 Discretizagao temporal

O 1ultimo passo da formulacao consiste em descrever como a derivada temporal sera
modelada. A discretizacao desse termo partird de uma aproximacao utilizando um
esquema de diferencas finitas, onde o termo é discretizado através de um esquema
progressivo de primeira ordem (ANJOS| [2021). Tomando como ponto de partida a

equagao para o transporte de vorticidade:
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Ow,
ot

M +(u-Gg+v-Gyw, +vKw, =0 (2.67)

Basta substituir o termo de derivada temporal por sua aproximacao:

n+l _  n
Wy W,

M [ A7 ] +(u-Gp+v-Gylw, + vKw, =0 (2.68)

n+1
z

Enquanto w? representa a vorticidade avaliada no tempo atual, w indica a
vorticidade do passo de tempo seguinte. Uma vez que agora a vorticidade é discreta
no tempo, é natural que seja necessario definir a qual passo de tempo essa variavel
pertence. Dessa necessidade, surgem duas maneiras distintas de abordar o problema.
A primeira, chamada de abordagem implicita, considera que o termo de convec¢ao

utiliza os valores do novo passo de tempo e precisa ser resolvido pelo sistema linear:

M M
— -Gy . K )W =——uw" .C. 2.
(At+(u G, +v-Gy)+v )wz Ath—l—cc (2.69)

Na qual c.c. representa as condigoes de contorno a serem aplicadas. Ja no es-
quema explicito, o termo convectivo utiliza os valores do passo de tempo anterior,

entrando dessa forma no lado direito do sistema linear:

M M
(E + I/K) Wit = <E —(u-Ggp+v- Gy)> wy + c.c. (2.70)

2.4.6 Adimensionalizagao

Os fenomenos da natureza, naturalmente, dependem de diversos fatores distintos,
tornando a comparacao entre fendmenos uma pratica nao trivial. Com o intuito
de permitir uma comparacao mais fiel, o teorema II de Buckingham sugere que o
processo de adimensionalizacao das equacoes que regem os fenomenos fisicos per-
mite relacionar eventos, desde que haja a semelhanca completa. Essa semelhanga é
definida pela igualdade do valor numérico de constantes resultantes do processo de

adimensionalizacao.
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Em outras palavras, se dois eventos distintos, mas regidos pela mesma lei,
possuirem adimensionais iguais, entao o comportamento dos dois eventos também
sera igual. Dessa forma, o processo de adimensionalizacao permite relacionar dire-
tamente os resultados da simulagao com o de fenomenos de mesma natureza (FOX|
2010).

Tomando como ponto de partida o sistema :

(Mag;z—f—(u-G:c—Fv-Gy)wz—i-l/sz:O
Mw. — Kb =0
Mu—-Gyp =0
\MU—FGde:O

Para a adimensionalizacao das equacoes, ¢é necessario adimensionalizar as
variaveis. Para isso, serao utilizados alguns parametros como a velocidade carac-

teristica Uy e o comprimento caracteristico L:

O sobrescrito * é utilizado para identificar a grandeza adimensional. Para adi-
mensionalizar as matrizes massa, rigidez e gradiente, basta partir de sua definigao,

apresentada no sistema (2.56]), e aplicar o modo adimensional das varidveis:

U (2.71)
% - %ai* G = LGe (272)
(9% N %8?/ — Gy = LGy (2.73)
88_; _ éa(iiﬂ : aa_; _ %%;2 LK = I’K (2.74)

24



O primeiro passo é adimensionalizar as varidaveis do problema. Partindo da

definicao de vorticidade e substituindo as grandezas por seu respectivo adimensional:

Uy

Mw=Gzv— Gyu= T (Ga™v" — Gy "u") — w* (2.75)

:70@

O mesmo pode ser feito para a definicao da funcao corrente. Aqui sera utilizada
a expressao utilizando a componente horizontal u da velocidade, mas note que o

resultado para a outra componente seguira rigorosamente o mesmo procedimento:

Mu = Gyt —s (M*u")Up = (Gyw*)% = (2.76)

Uma vez que todas as variaveis do problema possuem adimensionais conhecidos, é

possivel aplicar todas as variaveis adimensionais nas equagoes, resultando no sistema

R.7T

( aw*
M*
ot~

M*w* — K** =0

\

M*w" = Gy"v" — Gy"u”

\

E interessante observar que houve a aparicao de um termo adimensional na
equacao do transporte de vorticidade. KEsse termo, muito conhecido na area da
dinamica dos fluidos, chama-se nimero de Reynolds e é utilizado para medir a
relacao entre as forcas inerciais e as forcas viscosas atuante em um escoamento:

UygL

v

Finalmente, é possivel definir a exata forma das equacoes a serem solucionadas

no problema. O sobrescrito * foi deixado de lado para uma exibicdo mais limpa
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das equacoes, entretanto todas as variaveis daqui em diante contarao com o carater

adimensional.

(Ma(;;z +(u-Gm+v-Gy)wz+éKwZ=O

Mw,— K¢y =0

Mu—- Gy =0 (2.79)
Muv+ Ga =0

Mw = Gzv — Gyu
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Capitulo 3

Metodologia numérica

3.1 Geracao de malha

Apoés definida a geometria de interesse para simulacao, o primeiro passo é gerar a
malha computacional. Para tal fim, diversos softwares se apresentam como opgoes,
cada qual com suas peculiaridades e caracteristicas. Para a confec¢ao desse traba-
lho, foi utilizado o software de cédigo aberto Gmsh (CHRISTOPHE GEUZAINE]
2017) em sua versao 3.0.6, disponivel gratuitamente. Esse programa, desenvolvida
Christophe Geuzaine e Jean-Francois Remacle e lancado sob a GNU General Public

License, é repartido em mddulos, sendo os dois principais:

e (Geometry - médulo responsavel por construir a figura geométrica e o dominio
computacional fechado de desejo. Dispoe como principais ferramentas a
criacao de pontos, linhas, curvas, além de permitir a definicao de faces e vo-
lumes que posteriormente serao discretizados no espaco. Além disso, nesse
modulo também sao definidos os Physical groups, grupos responsaveis por de-
finir a quais entidades serao atribuidas as futuras condig¢oes de contorno, a

serem definidas no cédigo numérico.

e Mesh - mdédulo responsavel por construir a malha computacional a partir da
geometria definida. Aqui, o usuario pode controlar o tipo de elemento dese-
jado, o tamanho minimo e maximo dos elementos, zonas de maior refino, os

diferentes algoritmos de construcao, entre outros.

Todas as malhas utilizadas nesse trabalho foram confeccionadas utilizando ele-
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mentos triangulares de primeira ordem e o algoritmo de triangulagao Frontal. Apos
gerada a malha computacional, é necessario exporta-la no formato adequado para
o tratamento via Método de Elementos Finitos, que nesse caso foi o formato .msh.
Um exemplo de malha computacional gerada pelo Gmsh em sua interface grafica

pode ser observado na Figura [3.1}

File Tools Window Help

[ Modules
[ Geometry
Elementary entities
[ Physical groups
Reload script
Remove last script command
Edit script
[ Mesh
[# Define

Optimize 3D
Optimize 3D (Netgen)
Set order 1
Set order 2
Set order 3
High order tools E]
Inspect
Refine by splitting
Partition
Smooth 2D
Recombine 2D
Reclassify 2D
Delete

Save

[# Solver

% |

E0XYZ& 118 Done meshing 2D (0.078125 s)

Figura 3.1: Exemplo de malha gerada pelo software Gmsh

3.2 C(Coddigo numérico

Apoés gerada a malha, é necessdrio importéa-la para o processamento em um codigo
numérico, responsavel por aplicar todo o procedimento descrito no capitulo 2 de
forma computacional. Para esse fim, o cédigo desenvolvido segue um algoritmo
especifico, descrito pelo fluxograma ilustrado na Figura|3.2l Para o desenvolvimento
do c6digo numérico, a linguagem de computacao escolhida foi o Python em sua versao

3.8 devido a sua ampla aplicacao no meio académico.
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Importagio de bibliotecas e

defini¢do de pardmetros de simulagdo

|

Importag@o de malha computacional

l

Criacdo das matrizes globais

l

Atribui¢do das condig¢des iniciais

e de contorno

l

Exportagdo para pds-processamento

Figura 3.2: Fluxograma do algoritmo computacional

3.2.1 Importacao de bibliotecas e definicao de parametros
de simulacao

O primeiro passo do desenvolvimento do cédigo é a importagao das bibliotecas ne-

cessarias. Para esse trabalho, as bibliotecas importadas foram:

e Numpy: utilizada para os célculos matriciais envolvendo algebra linear

e Meshio: utilizada para a importagao, exportagao e tratamento da malha com-

putacional
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# wmportando bibliotecas
import numpy as np
import meshio

Logo apds, define-se os parametros gerais de cada simulagao, como a viscosidade

cinematica nu, o passo de tempo dt e o nimero de iteracoes passos:

# Definicdo das constantes do problema
nu = 0.01 # o termo "nu" fotr utilizado para variar o niumero de Reynolds,
dt

passos = 600 # resultando em nu = 1/Re

0.01 # uma vez que 0s demais termos caracteristicos sao unitdrios,

3.2.2 Importacao da malha

Como foi comentado na subse¢ao anterior, a biblioteca utilizada para o tratamento
da malha é o meshio. Ela tem a principal funcao de receber um arquivo no formato

.msh de entrada e converté-lo em listas no Python.

msh = meshio.read('malha.msh') #importa malha computacional

X = msh.points[:,0] #lista com coordenada X dos pontos
Y = msh.points[:,1] #lista com coordenada Y dos pontos
IEN = msh.cells["triangle"] # matriz IEN

ne = IEN.shape[0] # define numero de elementos

IENbound = msh.cells["line"] # lista de vértices nas faces do contorno
IENboundTypeElem = list(msh.cell_datal['line'] ['gmsh:physical'l-1) # pega indice
# de cada cc do physical group
# pra cada par de vértices (face) do IENbound
boundNames = list(msh.field_data.keys()) # pega o nome das cc's
# definidas no Gmsh
IENboundElem = [boundNames[elem] for elem in IENboundTypeElem] # relaciona elem

# ao indice da cc

# criando lista das faces (par de vértices) das células do contorno

cc = np.unique(IENbound.reshape (IENbound.size))

# atridbuindo cada cc ao mome do contorno, definido mo physical group do Gmsh
ccName = [[] for i in range(len(X))]
for elem in range(0,len(IENbound)):

ccName [IENbound [elem] [0]] = IENboundElem[elem]

ccName [TENbound [elem] [1]] = IENboundElem[elem]
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A importacao da malha via meshio, além de permitir grande acessibilidade
aos dados utilizando listas compreensiveis pelo Python, possibilita a obtencao de
parametros de malha importantes com grande facilidade, como o nimero de elemen-
tos, suas coordenadas e a matriz IEN, também chamada de matriz de conectividade,
que relaciona os elementos com seus vértices. A matriz conectividade é de grande
importancia para a correta definicao das condi¢bes de contorno e na interpolagao

entre células vizinhas. Um exemplo de matriz IEN é apresentado na Figura |3.3|

IEN m Ug U3 X Y
1);_A 3 1 /9 2 7 0.0 0.0
4 @ 2 |6 2 9 1.3 0.3
@ 3 /1 6 5 0.6 0.6
7
@ @ 4 |5 6 9 0.0 0.9
s

05—+ 9 @ 5 3 8 7 0.2 0.2
@ @ 2 6 |7 8 9 0.6 0.1
@ 7 |4 5 8 0.9 0.9

1 6
0 o A 8 |5 9 8 0.4 0.8
9 |3 4 8 0.7 0.5

Figura 3.3: Matrizes IEN, X e Y de uma malha computacional (ANJOS) 2021

3.2.3 Criacao das matrizes globais

Nesse trecho do cédigo, sao criadas as matrizes globais do sistema vide o desenvol-
vimento apresentado nas Eqs. (2.63)) a (2.66|). Para mais informagoes sobre esse

procedimento, visitar Apéndice A.

for e in range(O,ne): # loop em cada elemento

G .0

for i in range(0,3): # loop em cada vértice do elemento
ii = IEN[e,i]
for j in range(0,3):
jj = IEN[e,jl

K[ii,jjl = K[ii,jjl + keleli,j] #
M[ii,jj] = M[ii,jj]l + meleli,j] # Procedimento de
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Gx[ii,jjl = Gx[ii,jjl + gxeleli,jl # Assembling
Gy[ii,jjl = Gy[ii,jjl + gyeleli,jl #

O procedimento de montagem das matrizes elementares e o Assembling seguem
rigorosamente o procedimento apresentado na se¢do 2.4.4 e presente em (LEWIS|
2004). De maneira resumida, a construgao dessas matrizes ocorre dentro do loop em

cada elemento e consiste em:

1. Ler as coordenadas (x,y) de cada elemento
2. Determinar os parametros a, b, ¢ e a area do elemento

3. Montar a matriz elementar

3.2.4 Atribuicao das condigoes iniciais e de contorno

Agora que as matrizes globais foram construidas para toda a malha e os vértices para
a aplicacao das condigoes de contorno ja foram identificados, é necessario programar
sua atribuicao. Como ja foi comentado, a solugao do problema em questao envolve
duas condigoes de contorno (Dirichlet e Neumann homogéneo), cada qual com uma

abordagem especifica.
e Condicao de Dirichlet

A condicao de Dirichlet, ou condigao de valor prescrito, impoe um valor especifico
para a variavel de interesse nos vértices onde é aplicada. Dessa forma, o valor nao
deve ser alterado enquanto a simulacao acontece, ou seja, o produto entre a linha da
matriz global cujo indice é um vértice com condicao de contorno Dirichlet e o valor
a ser calculado deve resultar no valor pré-estabelecido. Considerando um sistema

matricial genérico Ax = b:

11 a2 - Qip € by
Q21 Qg2 -+ QA2pn T2 by

= (3.1)
an1  Ap2 Ann Tp bn
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A condicao de contorno de Dirichlet é realizada através da imposicao explicita do
valor pré-estabelecido apds a montagem do sistema linear resultante. Considerando
um sistema matricial genérico Ax = b, substituindo a linha ¢ do sistema linear pela

equagao do contorno x; = b;.

aix Qi - A1y vt Q1p 1 by

Ag1 A2z -+ Az -+ Q2p X2 by
= (3.2)

0 0 1 0 T; b;

Ap1 Ap2 -+ Apg - OApp T, bn

Dessa forma, o algoritmo para a aplicacao dessa condicao de contorno é:

1. Zerar linha ¢
2. Inserir 1 na diagonal i,

3. Inserir b; no vetor solucao, do lado direito

Para exemplificar, a aplicacao das condigoes de contorno para v sao feitas da

seguinte forma:

for i in cc:
Ali,:] = 0.0 # zerando toda a linha
Ali,i] = 1.0 # impondo 1 na diagonal

bl[i] = psiccli] # <mpondo o walor definido mo wvetor solugdo

e Condigao de Neumann homogéneo

Para o caso da condicao de Neumann, ou de fluxo prescrito, seria necessario
resolver uma integral na superficie de contorno I' proveniente do processo de dis-
cretizacao espacial via Teorema de Green, apresentado na Eq. , e somar o
resultado dessa integral no vetor solucao b.

Entretanto, como foi descrito no capitulo 2, a condig¢ao utilizada na resolucao do

problema é a de Neumann homogéneo, ou de fluxo prescrito nulo. Isso faz com que o
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resultado dessa integral na superficie seja necessariamente nulo. Como consequéncia,
a atribuicao dessa condicao faz com que nenhuma alteragao seja necessaria na re-
solucao do sistema linear Ax = b, bastando prosseguir com o procedimento padrao.
Mais detalhes sobre as condigoes de contorno podem ser encontradas em (ANJOS,

2022).
e Condicao para a vorticidade w

A condicao inicial e de contorno para w se diferencia das demais por nao ser
definida de maneira direta (utilizando condigdes de valor ou fluxo prescrito), mas a
partir do calculo de outras variaveis. Dessa forma, apds definidas as demais condigoes

iniciais e de contorno, a vorticidade é computada seguindo sua definicao, apresentada

na Eq. (30
ov  Ou

YT o dy

Que, apds o procedimento de discretizagao apresentado no capitulo 2, se torna:
Mw = Gzv— Gyu (3.3)

Pelo fato de depender dos valores de velocidade, que sao varidveis no tempo, essa

condicao tera que ser aplicada a cada loop temporal, como sera discutido adiante.

e Implementacao no cédigo

No primeiro passo de tempo, todas as varidveis sao inicializadas com o valor
nulo e nao ha resolucao de equacao linear para as variaveis u, v e 1. Por essa razao,
apenas as condicoes no vetor solucao precisam ser impostas. Como exemplo, para a

entrada do dominio:

u = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') #
v = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') # Varidveis inicializadas
omega = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') # com walor nulo

psi = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') #

psicc = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') # Vetor auziliar para guardar

# informagoes de cc para psi

34



for i in cc:

if ccName[i] == 'inflow': # cc para a entrada do domintio
uli] = 1.0 # Dirichlet para u
v[i] = 0.0 # Dirichlet para v
psicclil = Y[il # Dirichlet para psi

J& para w, a condigao inicial é calculada a partir da resolugao da Eq. [3.3}

# Calculo da condicao inicial de omega (M \omega = Gz * v - Gy * u)
b = np.dot(Gx,v) - np.dot(Gy,u)
omega = np.linalg.solve(M,b)

3.2.5 Loop temporal

O loop temporal é um processo iterativo no tempo, no qual as equacoes do problema
sao resolvidas. Ao final de cada iteracao, as variaveis calculadas sao utilizadas como
condicao inicial para a iteracao seguinte e esse procedimento se repete até o niimero
final de iteracoes, definido pelo usuario. O processo iterativo pode ser ilustrado pelo

fluxograma presente na Figura |3.4]

Calcular c.c. de vorticidade

Resolver transporte de vorticidade

Repetir processo até
a ultima iteragdo

Y

Resolver fungao corrente

Y

Resolver velocidades

Figura 3.4: Fluxograma do processo iterativo no tempo
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e Cilculo da c.c. de vorticidade

Uma vez iniciado o [oop, o primeiro passo € o calculo da condigao de contorno da
vorticidade a partir das velocidades obtidas no passo de tempo anterior. Para isso, é
resolvida a Eq. (3.3]) com uma pequena adaptacao - os resultados serdo armazenados

em um vetor especifico para a condicao de contorno da vorticidade, we. :

Muw. = Gzv — Gyu (3.4)

# Inicto do loop iterativo mo tempo
for t in range(passos):
print(t) # Controle da iteragao atual

# Calculo da condicao de contorno de omega (M omegacc = Gz * v - Gy * u)
b = np.dot(Gx,v) - np.dot(Gy,u) # Resolugao do ststema linear Az = b,
omegacc = np.linalg.solve(M,b) # onde A = M, =z = omegacc e b = (Gz v - Gy u)

O vetor contendo as condicoes de contorno de vorticidade seré usado no préoximo

passo, ou seja, na resolucao do transporte de vorticidade.

e Resolucao do transporte de vorticidade

O proximo passo é resolver o transporte de vorticidade utilizando a equacao
discreta no tempo (Eq. (2.68)) apresentada na segao 2.4.5. Entretanto, como foi
abordado nessa secao, existem duas possiveis maneiras de abordar o problema: o

método implicito e o método explicito, apresentados nas Eqs. (2.69)) e (2.70)), res-

pectivamente.

M M
Método Implicito — (Kt +(u-Gz+v-Gy)+ VK) W't = Ktw” + c.c.

M M
Método Explicito — <E + yK) W't = (E —(u-Ggp+v- Gy)> w" +c.c.
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Nas quais w" representa o valor de vorticidade calculado no passo de tempo

*1 o valor a ser calculado no passo de tempo atual.

anterior e w"

De maneira resumida, a alteragao entre os dois métodos permite ao usuario esco-
lher se deseja que a velocidade seja tratada de maneira implicita, ou seja, aplicada
na matriz A na resolucao do sistema linear, ou de maneira explicita, ou seja, apli-
cada no vetor solucao b na resolugao do sistema linear. Ambas as maneiras estao

corretas e a escolha entre uma ou outra é de escolha do usuério.

Para a solucao do sistema linear, é necessario seguir os seguintes passos:

1. Construir matriz A
2. Construir vetor solugao b
3. Aplicar condigoes de contorno para a variavel

4. Resolver sistema linear

Como a construcao da matriz A e do vetor b diferem quanto ao método utilizado,

ambos apresentam diferentes implementacoes no cédigo. Pelo método implicito:

# Resolwendo o transporte da worticidade
A_1 = (1.0/dt) * M + nu*K

# Modo IMPLICITO: vwgo entrando na matriz A
ul = np.diag(ul:,0]) # Transforma o vetor u em uma matriz diagonal
vI = np.diag(v[:,0]) # Transforma o vetor v em uma matriz diagonal

vgoIl = np.dot(ul,Gx) + np.dot(vI,Gy) # Constrét matriz vgo = Gz u + Gy v
A_1 += vgol # Adiciona a matriz vgo a matriz A

# Vetor solugd@o b para o sist. linear do transporte da wvorticidade
b_1 = (1.0/dt) * np.dot(M,omega)

# Imposigcdo das cc's para omega

for i in cc:

A_1[i,:] = 0.0 # zerando toda a linha

A_1[i,i] = 1.0 # impondo 1 na diagonal

b_1[i] = omegacc[i] # cc definida no inicio do loop com base

# nas veloctdades do passo anterior

# Resolve transporte de vorticidade, atualizando o valor de omega

omega = np.linalg.solve(A_1,b_1)
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Ja pelo método explicito:

# Resolvendo o transporte da vorticidade
A_1 = (1.0/dt) * M + nu*K

# Modo EXPLICITO: wgoI entrando mo wetor solugdo b
ul
vl
vgol = np.dot(ul,Gx) + np.dot(vI,Gy) # Constrdt matriz vgo = Gz u + Gy v

np.diag(ul:,0]) # Transforma o vetor u em uma matriz diagonal

np.diag(v[:,0]) # Transforma o vetor v em uma matriz diagonal

# Vetor solugd@o b para o sist. linear do transporte da wvorticidade

b_1 = (1.0/dt) * np.dot(M,omega) - np.dot(vgoI,omega)

# Imposigcdo das cc's para omega

for i in cc:

A_1[i,:] = 0.0 # zerando toda a linha

A_1[i,i] = 1.0 # impondo 1 na diagonal

b_1[i] = omegacc[i] # cc definida no inicto do loop com base

# nas veloctdades do passo anterior

# Resolve transporte de vorticidade, atualizando o valor de omega

omega = np.linalg.solve(A_1,b_1)

e Resolugao da funcao corrente

Uma vez atualizado o vetor vorticidade, é possivel prosseguir com o calculo da fungao

corrente seguindo o sistema (2.59)):

Muw = K1) (3.5)

De maneira semelhante a aplicada na vorticidade, as matrizes serao construidas,

as condigoes de contorno serao aplicadas e o sistema linear sera resolvido.

# Resolwendo fungdo corrente K*psi = M*omega, inicializando vetor solugdo b

b_2 = np.dot(M,omega)

# Inicializando matriz A
A2 =K

# Impondo ccs de pst
for i in cc:
A_2[i,:] = 0.0 # zerando toda a linha
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A_2[i,i] = 1.0 # impondo 1 na diagonal
b_2[i] = psiccl[i]

psi = np.linalg.solve(A_2,b_2)

e Resolucgao das velocidades

Por fim, as velocidades na direcao x e y podem ser obtidas através da atualizacao

de 9 seguindo as respectivas equagoes apresentadas no sistema ([2.59)):

Mu = Gyt (3.6)
Mv = —Gyi) (3.7)
# Resolvendo velocidades M*u = Gy*psi e Mxv = - Gr*pst
b_3 = np.dot(Gy,psi)
b_4 = np.dot(-Gx,psi)

u = np.linalg.solve(M,b_3)
v = np.linalg.solve(M,b_4)

for i in cc:

if ccName[i] == 'inflow':
uli] = 1.0
v[i]l = 0.0

if ccName[i] == 'farfield':
v[i] = 0.0

if ccName[i] == 'noSlip':
ufi]l = 0.0
v[i]l = 0.0

Em posse dos novos valores de velocidade e apds a aplicagao das condigoes de

contorno, ja foram gerados todos os dados necessarios para uma nova iteragao no

tempo.

3.2.6 Exportacao para pdés-processamento

Na maioria dos casos, é interessante observar como a simulacao avanca a cada

iteracao, tanto para o controle dos parametros numéricos como para observagao
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do comportamento fisico daquela simulacdo (por exemplo, o desenvolvimento de um
escoamento até atingir o estado estaciondrio). Para esse fim, é interessante exportar
os dados gerados a cada iteracao.

No presente trabalho, a analise dos dados foi feita utilizando o software Pa-
raView, que serda apresentado na préxima secao. Para que as dados gerados pela
simulagao sejam compreensiveis pelo programa, a biblioteca meshio dispoe de uma
funcao especifica capaz de exportar os dados no formato .vtk, compativel com o

ParaView.

# Exzportando dados para pés—-processamento
if t in range(0,passos):
point_data={'u':u}
data_vy={'v':v}
data_psi={'psi':psi}
data_omega={'omega':omegal}
point_data.update(data_v)
point_data.update(data_psi)
point_data.update (data_omega)
meshio.write_points_cells('Iter'+str(t)+'.vtk',msh.points,

msh.cells,point_data=point_data,)

Esse passo marca o fim do processo iterativo no tempo e, ao fim de todas as

iteragoes, do c6édigo numérico.

3.3 Pobs-processamento

Como foi comentado na secao anterior, os dados gerados no presente trabalho serao
analisados e o pds-processados através do software de cédigo aberto ParaView (DE-
VELOPERS] 2020) em sua versao 5.8, disponivel gratuitamente. Esse programa,
desenvolvido pela empresa Kitware Inc., é uma ferramenta criada para a andlise e
visualizacao de dados utilizando parametros quantitativos e qualitativos.

Como algumas de suas principais funcionalidades, pode-se citar:

e Investigar localmente e globalmente o valor numérico de campos escalares e

vetoriais e sua evolugao no tempo

e Manipular campos existentes através de procedimentos matematicos para a
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geragao de novos campos (é possivel, por exemplo, aplicar o operador gradiente

a um campo gerado em simulagao)

e Realizar cortes bidimensionais e tridimensionais para a inspecao de regioes

especificas do dominio computacional
e Gerar graficos da evolugao espacial e temporal das variaveis de interesse

e Proporcionar a visualizacao direta de fendmenos de interesse em simulagoes de

fluidodinamica computacional, como linhas de corrente e vetores velocidade
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Figura 3.5: Interface grafica do ParaView exibindo o campo de velocidade de uma

simulagao

Todas as imagens, tanto do dominio computacional quando dos resultados, foram
geradas utilizando o software ParaView. Para mais informagoes sobre as ferramentas

presentes na aplicacao, basta acessar a pagina do fabricante.



Capitulo 4
Validacao do cédigo numérico

Esse capitulo tem por objetivo a validacao do cdédigo numérico apresentado, uti-
lizando como método de validagao a simulacao de casos conhecidos no mundo da
engenharia e a comparagao dos resultados obtidos com as solucoes presentes na li-
teratura. Para esse fim, o c6digo desenvolvido sera utilizado para simular dois casos

classicos: o caso Lid-driven cavity flow e o caso Poiseuille.

4.1 Caso Poiseuille

O escoamento de Poiseuille é um caso classico na engenharia, onde escoa-se um
fluido newtoniano, monofasico e incompressivel entre duas placas planas e paralelas.
Como hipdtese, assume-se um escoamento permanente e totalmente desenvolvido,
apresentando um gradiente de pressao dp/dx constante. Ao adotar essas condigdes,

obtém-se como resultado o escoamento apresentado na Figura |4.1]

Yy

Figura 4.1: Escoamento sob placas planas (PONTES, [2009)

Para validar a simulacao, os resultados numéricos obtidos sao comparados a
solugao analitica adimensional do caso (Eq.(4.1])), obtida através da solugao das
equacoes de Navier-Stokes para o caso bidimensional e a aplicacao das condigoes de

contorno (DA CUNHA| 2020)):
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u=06(y —y*) 1)

v=20

As velocidades em x e em y sao representadas, respectivamente, por u e v,
enquanto d é a distancia entre as placas, estabelecida como d = 1.

O caso simulado conta com uma velocidade de entrada uniforme de © = 1 e uma
velocidade nula para os demais contornos. A funcao corrente v foi definida como 1
para parede superior e 0 para a inferior. Para a simulagao numérica desse caso, foi
utilizada uma malha computacional de 1158 elementos e um ntimero de Reynolds

de Re = 1.

Os resultados das variaveis de interesse obtidos na simulagao pode ser encontrado

na Figura [£.2]

VX vy
0.000 05 1 1514 0310 w02 01 0] 0.1 02 0.338
- 0 oo s ——
omega psi
-16506 -0 5 o 5 10 16824 0000 02 04 06 0.8 1.000
e | ——

Figura 4.2: Resultados da simulacao do caso Poiseuille

Com o objetivo de validar quantitativamente a simulagao, foram extraidos valores
de velocidade horizontal de um corte transversal do caso, tornando possivel uma
comparacao grafica entre a curva analitica e os resultados computacionais. Tais
resultados podem ser encontrados na Figura

Os resultados da simulagao apresentam boa concordancia com a curva obtida

analiticamente.
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Comparagao entre resultado da simulagdo e resultado analitico

e — —— Simulagao
- —-— Analitico

Velocidade em x [m/s]
o o o = = =
IS ) o0 o [ kS

o
[N

o
o

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
Distancia em y [m]

Figura 4.3: Resultados da simulacao do caso Poiseuille

4.2 Caso Lid-driven

O caso Lid-driven, também conhecido como Escoamento em Cavidade, consiste no
escoamento de um fluido newtoniano, monofasico e incompressivel dentro de uma
cavidade quadrada, causado pelo deslocamento da superficie superior. Esse deslo-
camento faz com que o fluido adquira um movimento circular sob a acao de forcas

viscosas, conforme apresentado na Figura [4.4

u=1,v=0
[ e
u=20 u=0
=0 v=0
))
F)C
u=0,v=0

Figura 4.4: Escoamento em cavidade (CARLOS MARCHI, 2009)

O caso simulado conta com uma velocidade de u = 1 para a parede superior e
velocidade nula para os demais contornos. A funcao corrente v foi definida como
0 para todas os contornos. Para a simulacdo numérica desse caso, foi utilizada

uma malha computacional de 544 elementos e um nimero de Reynolds de Re = 10,
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tornando possivel uma posterior comparagao com os resultados encontrados por

(CARLOS MARCHI, 2009).

Os resultados das variaveis de interesse obtidos na simulagao podem ser encon-

trados na Figura [4.5]

VX
0198 0 02 04 06 08 1000 0365 D2 02 0.361

' el

|

[T

omego psi
-19.362 -15 -10 5?804 -0097 008 006 004 -002 0.000

I

Figura 4.5: Resultados da simulagao do caso Lid-driven

Com o objetivo de validar quantitativamente a simulacao, foram extraidos valores
de velocidade horizontal e vertical do fluido em cortes na regiao central do dominio
computacional (x = 0.5 e y = 0.5). Dessa forma, é possivel comparar graficamente

esses dados com os resultados obtidos por (CARLOS MARCHI, 2009)), estudo no

qual o caso Lid-driven foi simulado utilizando o Método de Volumes Finitos com
aproximacao numérica de segunda ordem em uma malha computacional fina (1024
x 1024 elementos). Tais resultados podem ser encontrados nas Figuras e @

Os resultados da simulagao apresentam boa concordancia com os apresentados em

(CARLOS MARCHI, 2009).
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Figura 4.6: Resultados de velocidade em X da simulagao do caso Lid-driven
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Figura 4.7: Resultados de velocidade em Y da simulagao do caso Lid-driven
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Capitulo 5

Resultados

Nesse capitulo serao apresentados os resultados obtidos para a simulacao de cada
geometria. No total, serao simuladas cinco diferentes geometrias, cada qual com
diferentes angulos de ataque, totalizando onze simulacoes. Os resultados de cada

simulagao serao apresentados a partir dos seguintes topicos:

e cspecificagao da malha computacional e condigoes de contorno
e resultados das variaveis de interesse da simulacao

e pos-processamento

Todas as simulacoes apresentam condigoes iniciais e de contorno semelhantes,
apresentadas na Figura 5.1 De maneira resumida, as seguintes condiges serao

aplicadas:

e Condigao de entrada (inflow)

— Condicao de Dirichlet para velocidade horizontal: u = 1.0
— Condicao de Dirichlet para velocidade vertical: v = 0.0

— Condicao de Dirichlet para funcao corrente: ) =y
e Condicao de saida (outflow)
— Condi¢ao de Neumann homogéneo para fungao corrente: V- n = 0.0

e Condigao de parede afastada (farfield)
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— Condicao de Neumann homogéneo para velocidade horizontal: Vu-n =

0.0
— Condicao de Dirichlet para velocidade vertical: v = 0.0

— Condigao de Dirichlet para fungao corrente: ¢ =y
e Condigao de nao-escorregamento para a geometria central (noSlip)

— Condicao de Dirichlet para velocidade horizontal: u = 0.0
— Condicao de Dirichlet para velocidade vertical: v = 0.0

— Condicgao de Dirichlet para funcao corrente: ¥ = y., na qual y. representa

o valor da altura central do dominio

A vorticidade é calculada a partir dos demais campos, como foi apresentado no

capitulo 2.

=1y Vu-n=>0 v =10
1
U =
_ = b=y 7N
v=10 l\ ! Vi-n=0
= u=v=0~_ 7/
=1y --
—_—
=1y Vu-n=>0 v =10

Figura 5.1: Condicoes iniciais e de contorno considerando uma figura central

genérica.

Para a confeccao das malhas computacionais, foi utilizado o software de cédigo
aberto Gmsh. Ja para o pés-processamento, foi utilizado o software de codigo aberto

ParaView. Em todas as simulagoes, os seguintes parametros foram utilizados:

Passo de tempo At 0.01 [s]
Nuimero de Reynolds (Re) | 100

Numero de Iteragoes 600

Tabela 5.1: Parametros da simulacao

48



5.1 Escoamento ao redor de corpo quadrado

Para a simulacao desse caso, foi discretizado um dominio retangular com um qua-
drado na parte anterior, permitindo uma melhor observacao do comportamento do
fluido na parte posterior. O quadrado foi posicionado de maneira a encontrar o esco-
amento perpendicularmente. O dominio e suas faces de contorno sao representadas

na Figura

farfield

noSlip
inflow D outflow

farfield

Figura 5.2: Dominio e condi¢oes de contorno do caso

Tomando esse dominio como referéncia, foi construida uma malha computacional

com 6520 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.3]

Figura 5.3: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condi¢ao de noSlip

atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
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no calculo das varidveis nessa zona, ¢é interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura

Figura 5.4: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

Apds o término da simulagao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura |5.5|

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,
como apresentado na Figura[5.6] Os resultados das grandezas podem ser observados
nas Figuras[5.7 e

Os resultados de v, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem a aparicao de uma zona apds a geometria onde pontos de circulacao seriam
formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado um pods-processamento que

ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio, apresentado na Figura [5.9
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Figura 5.5: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

Figura 5.6: Destaque da regiao onde o corte foi executado

Esse resultado demostra a aparicao de vértices na regiao posterior da geometria

simulada, o que é um resultado esperado e amplamente reportado na literatura

especifica (PANTON], [2013)).
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Figura 5.9: Evolucao temporal das linhas de corrente
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Para fins de comparagao entre as simulagoes, alguns resultados numéricos das
variaveis foram extraidos. Além dos dados de u, v e w, o software ParaView
permite o cédlculo do gradiente dos campos, o que é interessante para identificar,
por exemplo, variagoes de velocidade. Tais dados podem ser encontrados na Tabela

0.2

Variavel Min. Max.
U -0.32  1.33

v -1.06  0.95
|VU| 0.0 39.13
w -49.72 45.09

Tabela 5.2: Avaliacao das varidveis para comparacao quantitativa

De acordo com a literatura, o aumento do nimero de Reynolds proporciona o
descolamento e aparecimento de esteiras de vortices, conhecido como esteiras de
von Karman. Com o intuito de verificar a capacidade do cédigo de capturar esse

comportamento, uma nova simulagdo com elevado nimero de Reynolds foi feita (Re

= 300). Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras ep.11]

000 02 04 0.6 0.8 1 12 14 1.67

Figura 5.10: Velocidade ilustrando esteiras de von Karmén para Reynolds elevado

De fato, para um maior nimero de Reynolds, hd o aparecimento das esteiras

de von Karman. Esse resultado reforca a confiabilidade da formulacao corrente-
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Figura 5.11: Vorticidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado

vorticidade em representar matematicamente e fisicamente os fendmenos naturais
regidos pelas equacoes de Navier-Stokes, além de validar o potencial do codigo

numérico desenvolvido.

5.2 Escoamento ao redor de corpo triangular

Para a simulagao desses casos, foi discretizado um dominio retangular com um
triangulo na parte anterior, permitindo uma melhor observacao do comportamento
do fluido na parte posterior. O triangulo foi posicionado de maneira a encontrar o
escoamento perpendicularmente. Esse conjunto de casos conta com a simulacao de

quatro dominios diferentes:

e Caso A: Triangulo equilatero contra o escoamento
e Caso B: Triangulo isésceles contra o escoamento
e Caso C: Triangulo equildtero de encontro ao escoamento

e Caso D: Triangulo isosceles de encontro ao escoamento

Tomando o caso A como referéncia, o dominio e suas faces de contorno sao

representadas na Figura [5.12]
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inflow D outflow

farfield

Figura 5.12: Dominio e condigoes de contorno do caso

5.2.1 Caso A: Triangulo equilatero contra o escoamento

Tomando o dominio da Figura[5.12 como referéncia, foi construida uma malha com-

putacional com 5968 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.13]

Figura 5.13: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das varidveis calculadas, uma vez que a condicao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no céalculo das variaveis nessa zona, é interessante que haja maior refino na malha
computacional, como apresentado na Figura

Apés o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura [5.15

’

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
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Figura 5.14: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse
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Figura 5.15: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,
como apresentado na Figura[p.16] Os resultados das grandezas podem ser observados

nas Figuras[5.17 e [5.18]
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Figura 5.16: Destaque da regiao onde o corte foi executado
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Figura 5.17: Evolugao temporal da funcao corrente v
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Figura 5.18: Evolugao temporal do campo de vorticidade w
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Os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem a apari¢ao de uma zona apés a geometria onde pontos de circulacao seriam
formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado um pds-processamento que

ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio, apresentado na Figura [5.19]
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Figura 5.19: Evolugao temporal das linhas de corrente

Esse resultado demostra a aparicao de vértices na regiao posterior da geometria
simulada, o que é um resultado esperado e amplamente reportado na literatura
especifica (PANTON] [2013). Alguns resultados numéricos de cada varidvel,

conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na Tabela [5.3

Variavel Min. Max.

u 038 131
v 0.97  0.96
IVU| 0.0 46.70
w  -41.70 44.24

Tabela 5.3: Avaliacao das varidveis para comparagao quantitativa
De maneira andloga a comentada no caso anterior, foi feita uma nova simulacao

com elevado niumero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as esteiras

de von Karméan. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras e
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Figura 5.20: Velocidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado
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Figura 5.21: Vorticidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado

5.2.2 Caso B: Tridngulo isésceles contra o escoamento

Tomando o dominio da Figura[5.12| como referéncia, foi construida uma malha com-
putacional com 6608 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.22]

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condicao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no calculo das varidveis nessa zona, ¢ interessante que haja maior refino na malha
computacional, como apresentado na Figura [5.23

Apés o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
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Figura 5.22: Malha computacional do caso
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Figura 5.23: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,
como apresentado na Figura[5.25] Os resultados das grandezas podem ser observados
nas Figuras [5.20] e [5.27]

Os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem a apari¢ao de uma zona apds a geometria onde pontos de circulacao seriam
formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado um poés-processamento que
ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio, apresentado na Figura [5.28]

Esse resultado demostra a aparicao de vértices na regiao posterior da geometria

simulada, o que é um resultado esperado e amplamente reportado na literatura
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Figura 5.24: Evolugao temporal dos campos de velocidade u e v

Figura 5.25: Destaque da regiao onde o corte foi executado

especifica (PANTON| [2013). Alguns resultados numéricos de cada varidvel,

conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na Tabela

De maneira andloga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-

mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
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Figura 5.26: Evolucao temporal da funcao corrente
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Figura 5.27: Evolugao temporal do campo de vorticidade w,
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Figura 5.28: Evolucao temporal das linhas de corrente
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Variavel Min. Max.

u 017 128
v 1.03 0.94
IVU| 00 3270
w  -38.76 41.34

Tabela 5.4: Avaliacao das variaveis para comparagao quantitativa

esteiras de von Kérmén. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras e
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Figura 5.29: Velocidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado

Figura 5.30: Vorticidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado
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5.2.3 Caso C: Triangulo equilatero alinhado ao escoamento

Tomando o dominio da Figura[5.12 como referéncia, foi construida uma malha com-

putacional com 6156 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.31]

Figura 5.31: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condi¢ao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no célculo das varidveis nessa zona, ¢ interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura [5.32
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Figura 5.32: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

Apds o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura [5.33

E interessante notar como a velocidade, principalmente na dire¢ao horizontal,

varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é

64



Iferacdo 200

Iferacdo 400

Iferacdo 500

Iferacdo 600

Figura 5.33: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,

como apresentado na Figura[p.34l Os resultados das grandezas podem ser observados

nas Figuras e[5.36]

Figura 5.34: Destaque da regiao onde o corte foi executado
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Figura 5.35: Evolugao temporal da funcao corrente v
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Figura 5.36: Evolucao temporal do campo de vorticidade w,

Os resultados de v, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem a apari¢ao de uma zona apds a geometria onde pontos de circulacao seriam
formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado um pds-processamento que
ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio, apresentado na Figura [5.37}

Esse resultado demostra a aparicao de vértices na regiao posterior da geometria

simulada, o que é um resultado esperado e amplamente reportado na literatura

especifica (PANTON, 2013). Alguns resultados numéricos de cada varidvel,

conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na Tabela
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Figura 5.37: Evolugao temporal das linhas de corrente

Variavel Min. Max.

u 027 127
v 044 0.44
IVU| 00 2072
w  -19.87 18.83

Tabela 5.5: Avaliagao das variaveis para comparagao quantitativa

De maneira andloga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-
mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
esteiras de von Karman. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras [5.38| e

0.9

U
000 02 04 06 08 1 12 1.4 1.67

‘ U —

Figura 5.38: Velocidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado
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Figura 5.39: Vorticidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado

5.2.4 Caso D: Triangulo isésceles alinhado ao escoamento

Tomando o dominio da Figura como referéncia, foi construida uma malha com-
putacional com 6426 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.40|

YAV AV AV AVAVAVAVA¥AV AV AVAVAVAV AV AVAVAYAVAVAVAYAVAVAVAVAVAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVS

N e S S e
YAY

B

XY A A A VA VAVAVA VA VAVAVATA VA YA Sy SO

AV

VAVAN
AVAY

VA%

\
£ V4
AV AVAVAV e AT ATav e o
YAV vsariva
X

\VAVAVAVAVAVAVAVAV
4N AVAVAY:
AN

VAVAV AT
VAVAVAYAVAVAV, v,
VAL VAVATL ViAot s
R F R

FRRROEN
SRR

INNININTUK,
VAVAVAVAVAVAVAVAN

L]
ORISR
< vAA’

1
VY VAVAVAS VAVAVAVAVAVAVAVA!
S VAVAVAY, VN VAV (SYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVS wavivg S
N VA SN AN S VAVaAVAVa A Vv VAVAVAVAVAVAVAY s vt -AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA U yar Vg
AR ARRAA AR ISR IO IAAT O

VA
N/
v

K

AN

Figura 5.40: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condi¢ao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao

no célculo das varidveis nessa zona, é interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura

Apos o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura [5.42]

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
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Figura 5.42: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,

como apresentado na Figura[5.43] Os resultados das grandezas podem ser observados
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nas Figuras e

Figura 5.43: Destaque da regiao onde o corte foi executado

lteracdo 200 Itera¢c&o 500

Iteracdo 400 Iteragcdo 600

Figura 5.44: Evolugao temporal da funcao corrente v

Os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem a aparicao de uma zona apds a geometria onde pontos de circulacao seriam
formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado um pods-processamento que
ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio, apresentado na Figura [5.46|

Esse resultado demostra a aparicao de vértices na regiao posterior da geometria

simulada, o que é um resultado esperado e amplamente reportado na literatura

especifica (PANTON| [2013).  Alguns resultados numéricos de cada varidvel,

conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na Tabela

De maneira andloga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-

mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
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Figura 5.45: Evolucao temporal do campo de vorticidade w,
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Figura 5.46: Evolugao temporal das linhas de corrente

Varidvel Min. Maéax.

u 0.20 1.24
v 0.32  0.38
IVU| 00 1582
w  -17.72 18.00

Tabela 5.6: Avaliagao das variaveis para comparagao quantitativa

esteiras de von Karman. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras e

5.43l
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Figura 5.47: Velocidade ilustrando esteiras de von Karméan para Reynolds elevado
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Figura 5.48: Vorticidade ilustrando esteiras de von Karman para Reynolds elevado

5.3 Escoamento ao redor do aerofolio NACA 0012

Para a simulacao desses casos, foi discretizado um dominio ao redor de um aerofélio
NACA 0012, posicionado na parte anterior e permitindo uma melhor observacao do
comportamento do fluido na parte posterior. O aerofdlio foi posicionado no centro,

variando o seu angulo de ataque para tres situacoes distintas:

e Caso A: NACA 0012 com angulo de ataque 0°
e Caso B: NACA 0012 com angulo de ataque 8°

e Caso C: NACA 0012 com angulo de ataque 20°

Tomando o caso A como referéncia, o dominio e suas faces de contorno sao

representadas na Figura [5.49
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Figura 5.49: Dominio e condigoes de contorno do caso

5.3.1 Caso A: NACA 0012 com angulo de ataque 0°

Tomando o dominio da Figura[5.49) como referéncia, foi construida uma malha com-

putacional com 9672 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.50]

Figura 5.50: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condicao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no calculo das variaveis nessa zona, é interessante que haja maior refino na malha
computacional, como apresentado na Figura[5.51

Apébs o término da simulagao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura [5.52

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
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Figura 5.52: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,

como apresentado na Figura Os resultados das grandezas podem ser observados

nas Figuras [5.54] e [5.55]



Figura 5.53: Destaque da regiao onde o corte foi executado
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Figura 5.54: Evolugao temporal da funcao corrente v
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Figura 5.55: Evolugao temporal do campo de vorticidade w
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Embora os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorti-
cidade, nao indiquem diretamente o surgimento de zonas de circulacao, foi gerado
um poés-processamento que ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio,
apresentado na Figura com o objetivo de investigar o comportamento dessas

linhas.

/
\
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= — =
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———————— =——————  —
e ————— - = BE—————— —— = %

lteracdo 400 [terag&o 600

Figura 5.56: Evolucao temporal das linhas de corrente

Como esperado, nao houve a aparicao de vortices na regiao posterior desse per-
fil. Esse é um resultado previsto para perfis de aerofdlio, tendo em vista que o
aparecimento de zonas de recirculacao seria uma barreira para a geragao de forcas
de sustentacao, que é o principal objetivo de um aerofdlio. Sua presenca, dessa
forma, representaria uma falha no design dessas geometrias. O comportamento
apontado sugere concordancia com o que é observado na natureza. Alguns resulta-

dos numéricos de cada variavel, conforme comentado nos casos anteriores, podem

ser encontrados na Tabela (.7

Variavel Min. Max.

u 0.00 1.22
v 034 034
IVU| 00 2687
w  -33.43 2857

Tabela 5.7: Avaliacao das variaveis para comparacao quantitativa

De maneira analoga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-

mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
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esteiras de von Kédrman. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras e
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Figura 5.57: Velocidade do escoamento para Reynolds elevado
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Figura 5.58: Vorticidade do escoamento para Reynolds elevado

Para o caso do NACA 0012 totalmente alinhado com o escoamento, nao ha
a formagao aparente de vértices, como apresentado na Figura [5.57 Como con-

sequéncia desse fato, nota-se um escoamento similar ao observado para Re = 100.

5.3.2 Caso B: NACA 0012 com angulo de ataque 8°

Tomando o dominio da Figura [5.49) como referéncia, foi construida uma malha com-
putacional com 10016 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.59
A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao

com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condicao de noSlip
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Figura 5.59: Malha computacional do caso

atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no céalculo das variaveis nessa zona, é interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura

-
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Figura 5.60: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

Apés o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura 5.61

E interessante notar como a velocidade, principalmente na dire¢ao horizontal,
varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,
como apresentado na Figura[5.62] Os resultados das grandezas podem ser observados
nas Figuras e

Embora os resultados de v, em conformidade com os da velocidade e da vorti-

cidade, nao indiquem diretamente o surgimento de zonas de circulacao, foi gerado
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Figura 5.61: Evolugao temporal dos campos de velocidade u e v

Figura 5.62: Destaque da regiao onde o corte foi executado

um pos-processamento que ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio,
apresentado na Figura [5.65) com o objetivo de investigar o comportamento dessas
linhas.

Como esperado, para uma pequena angulacao, nao houve a apari¢ao de zonas

de recirculacao na regiao posterior desse perfil. De maneira andloga ao caso
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Figura 5.63: Evolugao temporal da funcao corrente v

”erogdo : - - lTerogéo 500
-_—. —

-_—.

-

omega

-10

2700 20
|

0

10 20 25.00
| |

Figura 5.64: Evolucao temporal do campo de vorticidade w

(/K

(

Figura 5.65: Evolugao temporal das linhas de corrente
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anterior, esse é um resultado previsto para perfis de aerofélio, sustentando a tese
de que para pequenas angulagoes, o aerofélio mantém o bom desempenho, sem a
aparicao de zonas de recirculagao. O comportamento apontado, dessa forma, sugere
concordancia com o que é observado na natureza. Alguns resultados numéricos de

cada variavel, conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na

Tabela 5.8

Variavel Min. Max.

u 0.00 1.25
v 0.33 041
IVU| 00 29.74
w  -37.72 2158

Tabela 5.8: Avaliacao das variaveis para comparacao quantitativa

De maneira analoga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-
mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as

esteiras de von Karman. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras [5.66| e

b.67

0.00 0.2 04 0.6 08 1 110

— ‘ ‘

Figura 5.66: Velocidade do escoamento para Reynolds elevado

Para o caso do NACA 0012 com baixo angulo de ataque (8 graus de inclinacao),
embora nao haja aparecimento da esteira de von Karmaén, é possivel observar um

aumento na velocidade e na vorticidade em uma regiao superior do escoamento,
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Figura 5.67: Vorticidade do escoamento para Reynolds elevado

como apresentado nas Figuras

e[5.67} Esse fato é agravado com o aumento do
numero de Reynolds. A explicacao para isso é que a diferenca de velocidades na
parte superior de aeroflios, sob a condigao de Kutta (na qual os fluidos devem deixar
o aerofdlio suavemente), pressupoe a criacao de um voértice que abandona o bordo
de fuga no inicio do escoamento. Esse mecanismo é responsavel pela geracao das
forcas de sustentacao e pode ser amplamente observado na literatura (BOTTASSO|

2019) e em aeronaves, o que valida o comportamento observado.

5.3.3 Caso C: NACA 0012 com angulo de ataque 20°

Tomando o dominio da Figura[5.49 como referéncia, foi construida uma malha com-

putacional com 9978 elementos triangulares, apresentada na Figura
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Figura 5.68: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
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com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condicao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no calculo das varidveis nessa zona, ¢ interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura [5.69|

Figura 5.69: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

Apés o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura |5.70)

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica ¢é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,
como apresentado na Figura[5.71] Os resultados das grandezas podem ser observados
nas Figuras e

Os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem um principio de aparicao de uma zona no bordo de fuga onde pontos de
circulagao poderiam ser formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado
um pos-processamento que ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio,
apresentado na Figura [5.74

Esse resultado nao confirma a aparicao de vortices na regiao posterior da
geometria simulada, porém sugere o inicio do descolamento do escoamento. Esse
é um resultado esperado, tendo em vista o aumento do angulo de ataque e uma

possivel entrada na regiao de estol do aerofélio (BOTTASSO, [2019). Alguns

resultados numéricos de cada variavel, conforme comentado nos casos anteriores,
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Figura 5.70: Evolugao temporal dos campos de velocidade u e v

Figura 5.71: Destaque da regiao onde o corte foi executado

podem ser encontrados na Tabela [5.9

De maneira analoga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-

mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
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Figura 5.73: Evolucao temporal do campo de vorticidade w
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[tferagcdo 400 [teracdo 600

e

Figura 5.74: Evolugao temporal das linhas de corrente
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Variavel Min. Max.

U -0.01 1.25
v -0.34  0.56
IVU| 00 4161
w -43.63 16.28

Tabela 5.9: Avaliacdo das varidveis para comparacao quantitativa

esteiras de von Karman. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras [5.75|e

D. (0l

0.00 02 04 0.6 08 1 119

— : U —

Figura 5.75: Velocidade do escoamento para Reynolds elevado

Figura 5.76: Vorticidade do escoamento para Reynolds elevado

Para o caso do NACA 0012 com maior angulo de ataque (20 graus de inclinacao),

é possivel observar um aumento na velocidade e na vorticidade em uma regiao supe-
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rior do escoamento, como apresentado nas Figuras e Esse fato é agravado
com o aumento do nimero de Reynolds, tornando claramente observavel a formagao
de um vértice abandonando o aerofélio, sendo esse o mesmo mecanismo presente na

simula¢ao com o baixo angulo de ataque (8 graus).

5.4 Escoamento ao redor do aerofolio NACA 4415

Para a simulacao desses casos, foi discretizado um dominio ao redor de um aerofélio
NACA 4415, posicionado na parte anterior e permitindo uma melhor observacao do
comportamento do fluido na parte posterior. O aerofdlio foi posicionado no centro,

variando o seu angulo de ataque para trées situacoes distintas:
e Caso A: NACA 4415 com angulo de ataque 0°
e Caso B: NACA 4415 com angulo de ataque 8°

e Caso C: NACA 4415 com angulo de ataque 20°

Tomando o caso A como referéncia, o dominio e suas faces de contorno sao

representadas na Figura [5.77]

noSlip

inflow — outflow

Figura 5.77: Dominio e condigoes de contorno do caso

5.4.1 Caso A: NACA 4415 com angulo de ataque 0°

Tomando o dominio da Figura [5.77] como referéncia, foi construida uma malha com-

putacional com 9824 elementos triangulares, apresentada na Figura |5.78|
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Figura 5.78: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das varidveis calculadas, uma vez que a condicao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no céalculo das variaveis nessa zona, é interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura [5.79

Figura 5.79: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

Apés o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura [5.8()

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,

como apresentado na Figura Os resultados das grandezas podem ser observados

nas Figuras[5.82] e [5.83]

88
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Iterag&o 500

Iferacdo 600

Figura 5.81: Destaque da regiao onde o corte foi executado

Embora os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorti-
cidade, nao indiquem diretamente o surgimento de zonas de circulacao, foi gerado
um poés-processamento que ilustra a evolugao de linhas de corrente no dominio,
apresentado na Figura com o objetivo de investigar o comportamento dessas

linhas.
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Figura 5.82: Evolugao temporal da funcao corrente v

o - - o
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omega
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|

L — ‘

[teracdo 400

Figura 5.83: Evolugao temporal do campo de vorticidade w

Como ocorreu com o perfil NACA 0012, ndao houve a aparicao de vortices na
regiao posterior desse perfil. De maneira analoga, esse é um resultado previsto para
perfis de aerofdlio, tendo em vista que o aparecimento de zonas de recirculagao
seria uma barreira para a geracao de forgas de sustentagao. O comportamento
apontado sugere, portanto, concordancia com o que é observado na natureza.
Alguns resultados numéricos de cada variavel, conforme comentado nos casos

anteriores, podem ser encontrados na Tabela [5.10]

De maneira andloga a comentada nos casos anterior, foi feita uma nova simulacao

com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as esteiras
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Figura 5.84: Evolugao temporal das linhas de corrente

Varidvel Min. Maéax.

u 0.00 1.22
v 0.36  0.38
IVU| 00 2981
w  -24.35 35.93

Tabela 5.10: Avaliacao das variaveis para comparacao quantitativa

de von Karméan. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras e

Figura 5.85: Velocidade do escoamento para Reynolds elevado

Para o caso do NACA 4415 totalmente alinhado com o escoamento, nao ha
a formacao aparente de vortices, como apresentado na Figura [5.85] Como con-

sequéncia desse fato, nota-se um escoamento similar ao observado para Re = 100.
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-66.62

Figura 5.86: Vorticidade do escoamento para Reynolds elevado

5.4.2 Caso B: NACA 4415 com angulo de ataque 8°

Tomando o dominio da Figura

putacional com 9870 elementos triangulares, apresentada na Figura
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como referéncia, foi construida uma malha com-

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV  AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYY
"AYAVAVAVA'AV"AvAvAvAvA'AvAVAVA'A"v‘v"A'Av‘v‘w“““y"‘v‘v‘v‘“v‘g$“VFAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV;vAVAVAvA“AVAv‘gg
'¢Xg;e{#Ae}%yyAuuv‘uv‘vﬂAVAvAuVAVA%v%véxgyg;AWE

K|

"""""vAv"‘x#xeAvﬁﬁﬂAVAVAV"

% O TAVAYAVAVAAs
X Agmﬁ%%ﬁigeuvﬂﬂﬂil
S

VAVAVAY

DX &
A AVATAVAY
TATLATAVAVAVAVAN

e TATAVATAVA VL 0o A
)

\VAVAVAY
"Qﬁg;ﬁ%;ﬁv
INNINN

AVAVAVAVAY
VA VAV AAT AV aVAVAYAVAVANAANAVAVAVAVAVA

Figura 5.87: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao

com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condi¢ao de noSlip

atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao

no célculo das varidveis nessa zona, ¢ interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura

Apos o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e

avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores

de velocidade sao apresentados na Figura

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,
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Figura 5.88: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

o - -
o - -
o - -
Iferacdo 600

u A"

0.9 122 033 0.1 0.3 043

0.00 0.3 0.6 , .
e | s i

Figura 5.89: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,

como apresentado na Figura[5.90] Os resultados das grandezas podem ser observados

nas Figuras e
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Figura 5.90: Destaque da regiao onde o corte foi executado

lferagcéo 200 Iteracdo 500
lferagc&o 400 Iterac&o 600
Iteracdo 200 Iteragao 500
Iteracdo 400 Itera¢c&o 600

Figura 5.92: Evolugao temporal do campo de vorticidade w



Embora os resultados de 1, em conformidade com os da velocidade e da vorti-
cidade, nao indiquem diretamente o surgimento de zonas de circulacao, foi gerado
um poés-processamento que ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio,
apresentado na Figura com o objetivo de investigar o comportamento dessas

linhas.

- ——_/——\\—4 __f\ ~
Iteragdo 200 %———@ =——=—— Iteragdo 500

lteragdo 400

= —————= lteracao o0

///
////

Figura 5.93: Evolugao temporal das linhas de corrente

Como esperado, para uma pequena angulacao, nao houve a aparicao de zonas de
recirculacao na regiao posterior desse perfil. De maneira andloga ao caso anterior,
esse é um resultado previsto para perfis de aerofélio, sustentando a tese de que para
pequenas angulacoes, o aerofélio mantém o bom desempenho, sem a aparicao de
zonas de recirculagao. O comportamento apontado, portanto, sugere concordancia
com o que é observado na natureza. Alguns resultados numéricos de cada variavel,

conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na Tabela [5.11}

Varidvel Min. Max.

u 0.00 1.22
v 0.33 043
IVU| 0.0 27.46
w  -33.40 24.94

Tabela 5.11: Avaliacao das variaveis para comparacao quantitativa

De maneira analoga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-

mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
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esteiras de von Kdrmdn. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras e

.99

Figura 5.94: Velocidade do escoamento para Reynolds elevado

omega
0

~66.62 -40 20 20 40 59.00
|

L e —— ‘

Figura 5.95: Vorticidade do escoamento para Reynolds elevado

Para o caso do NACA 4415 com baixo angulo de ataque (8 graus de inclinacao),
embora nao haja aparecimento da esteira de von Karmén, é possivel observar um
aumento na velocidade e na vorticidade em uma regiao superior do escoamento,
como apresentado nas Figuras e Esse fato ¢ agravado com o aumento do
nimero de Reynolds. A explicacao para isso é que a diferenca de velocidades na
parte superior de aerofélios, sob a condigao de Kutta (na qual os fluidos devem deixar
o aerofdlio suavemente), pressupoe a criacdo de um voértice que abandona o bordo
de fuga no inicio do escoamento. Esse mecanismo é responsavel pela geracao das
forcas de sustentacao e pode ser amplamente observado na literatura ,
e em aeronaves, o que valida o comportamento observado.

96



5.4.3 Caso C: NACA 4415 com angulo de ataque 20°

Tomando o dominio da Figura [5.77] como referéncia, foi construida uma malha com-

putacional com 9864 elementos triangulares, apresentada na Figura [5.96]|

Figura 5.96: Malha computacional do caso

A zona de interesse, localizada ao redor da geometria discretizada, é uma regiao
com grandes gradientes das variaveis calculadas, uma vez que a condi¢ao de noSlip
atribui velocidade zero aqueles pontos. Com o objetivo de obter uma maior precisao
no célculo das varidveis nessa zona, ¢ interessante que haja maior refino na malha

computacional, como apresentado na Figura [5.97]

Figura 5.97: Detalhe da malha computacional do caso na regiao de interesse

Apos o término da simulacao, os resultados obtidos foram pds-processados e
avaliados em diferentes passos de tempo para cada variavel de interesse. Os valores
de velocidade sao apresentados na Figura [5.98

E interessante notar como a velocidade, principalmente na direcao horizontal,

varia em todo espaco ao redor do corpo simulado. Contudo, essa caracteristica é
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Figura 5.98: Evolucao temporal dos campos de velocidade u e v

tipica desse campo, nao se repetindo para as demais grandezas. Dessa forma, para
observa-las com mais detalhes, foi feito um corte ampliado ao redor da geometria,

como apresentado na Figura Os resultados das grandezas podem ser observados

nas Figuras [5.100] e [5.101}

Figura 5.99: Destaque da regiao onde o corte foi executado
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Figura 5.101: Evolugao temporal do campo de vorticidade w

Os resultados de v, em conformidade com os da velocidade e da vorticidade,
sugerem um principio de aparicao de uma zona no bordo de fuga onde pontos de
circulagao poderiam ser formados. Para avaliar esse comportamento, foi gerado
um pos-processamento que ilustra a evolucao de linhas de corrente no dominio,
apresentado na Figura [5.102]

Esse resultado confirma a aparicao de uma pequena zona de estagnacao na
regiao posterior da geometria simulada, no bordo de fuga, além de apresentar o
inicio do descolamento do escoamento. Esse é um resultado esperado, tendo em

vista o aumento do angulo de ataque e uma possivel entrada na regiao de estol

do aerofélio (BOTTASSO, 2019). Alguns resultados numeéricos de cada varidvel,
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Figura 5.102: Evolucao temporal das linhas de corrente

conforme comentado nos casos anteriores, podem ser encontrados na Tabela [5.12]

Variavel Min. Max.

u 0.03 125
v 035 0.52
IVU| 0.0 3399
w  -39.29 17.14

Tabela 5.12: Avaliacao das variaveis para comparacao quantitativa

De maneira andloga a comentada nos casos anteriores, foi feita uma nova si-
mulagao com elevado nimero de Reynolds (Re = 300) com o intuito de observar as
esteiras de von Karméan. Os resultados obtidos podem ser vistos nas Figuras [5.103
e[0.104

Para o caso do NACA 4415 com maior angulo de ataque (20 graus de inclinacao),
¢ possivel observar um aumento na velocidade e na vorticidade em uma regiao supe-
rior do escoamento, como apresentado nas Figuras e Esse fato é agravado
com o aumento do nimero de Reynolds, tornando claramente observavel a formagao
de um voértice abandonando o aerofélio, sendo esse 0 mesmo mecanismo presente na
simulagao com o baixo angulo de ataque (8 graus).

Além disso, ao contrario do que ocorreu no perfil NACA 0012, é possivel observar
certa oscilagao no escoamento, como apresentado na Figura [5.75] Essa oscila¢ao é

uma consequéncia direta do aumento do nimero de Reynolds, sugerindo um com-
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Figura 5.103: Velocidade do escoamento para Reynolds elevado

omega
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Figura 5.104: Vorticidade do escoamento para Reynolds elevado

portamento semelhante ao observado nas simulagoes anteriores, no qual as esteiras

de von Karman puderam ser observadas.

101



5.5 Discussao dos resultados

Para viabilizar uma visualizagao mais integrada dos resultados, foi gerada a Tabela

que unifica as principais variaveis de cada simulacao.

Variaveis Triangulo NACA 0012 NACA 4415
Quad.

(Méx.) A B C D A B C A B C

IVU| 39.13  46.70 32.70 20.72 15.82 26.87 29.74 41.61 29.81 27.46 33.99
|w] 49.72 4424 4134 19.87 18.00 33.43 37.72 43.63 3593 33.40 39.29

Tabela 5.13: Avaliagdo comparativa das variaveis em cada caso

e Influéncia de parede normal ao escoamento na parte anterior da geometria

Variaveis Triangulo NACA 0012 NACA 4415
Quad.

(Max.) A B C D A B C A B C

IVU| 39.13  46.70 32.70 20.72 15.82 26.87 29.74 41.61 29.81 27.46 33.99
|w] 49.72 4424 4134 19.87 18.00 33.43 37.72 43.63 3593 33.40 39.29

Tabela 5.14: Avaliacao comparativa com destaque em laranja

Os casos que se encaixam nessa modalidade sao: Quadrado, Triangulo A e
Triangulo B. Como mostram as células da Tabela iluminadas em laranja, fica
perceptivel que esses casos apresentaram valores para vorticidade elevados, em es-
pecial quando comparados com os casos onde ha uma transicao mais suave entre
escoamento e bordo de ataque (Triangulos C e D). Esse resultado sugere que um
escoamento que encontra uma parede normal resulte em grandes valores para a vor-

ticidade, em especial quando os cantos vivos apresentam angulos retos (Quadrado).
e Influéncia de parede normal ao escoamento na parte posterior da geometria

Os casos que se encaixam nessa modalidade sao: Quadrado, Triangulo C e
Triangulo D. Embora quantitativamente nao se possa atribuir uma diferenga con-

sideravel, resultados qualitativos apresentaram destaque na formacao de vértices e,
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em especial, na formagao da esteira de von Kdrman para maiores ntimeros de Rey-
nolds. Os resultados sugerem que geometrias com essa caracteristica apresentam

um desprendimento de vértices mais bem definidos, vide Figuras e[5.39

e Influéncia de geometria do triangulo

Variaveis Triangulo NACA 0012 NACA 4415
Quad.

(Méx.) A B C D A B C A B C

|VU| 39.13 1 46.70 32.70 [ 20.72 15.82 26.87 29.74 41.61 29.81 27.46 33.99
|w] 49.72 4424 41.34 ' 19.87 18.00 33.43 37.72 43.63 3593 33.40 39.29

Tabela 5.15: Avaliagdo comparativa com destaque em ciano

Como mostram as células da Tabela |[5.15|iluminadas em ciano, pode-se observar
que os triangulos com uma transicdo mais abrupta (Triangulos A e C) apresen-
tam valores maiores tanto do gradiente de velocidade quanto da vorticidade quando
comparados com os triangulos com transigdo mais suave (Triangulos B e D). Esse
resultado sugere que transi¢oes mais suaves auxiliam na reducao da variacao brusca

de velocidades e de circulacao no escoamento ao redor de geometrias.

e Influéncia de geometria do aerofélio e dos angulos de ataque

Alguns comentarios gerais:

— Ambos os aerofdlios apresentaram, em geral, linhas de corrente sem pon-
tos de estagnacgao para Re = 100, provando sua melhor eficiéncia aero-

dinamica em comparacao com as demais geometrias

— Os aerofélios alteram sua superioridade quantitativa a depender da si-
tuagao, o que sustenta a tese de que pequenas mudancas na geometria de

corpos similares pode alterar seu comportamento

— NACA 0012 gerou menos oscilagoes que o NACA 4415 em maior Rey-
nolds, o que sugere que esse aerofdlio possua um perfil aerodinamico mais

estével nesse cenario.
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Além disso, também ¢é interessante observar que, ao contrario do que acontece nas
demais geometrias, o valor minimo da vorticidade supera consideravelmente o valor
maximo. Os valores negativos de vorticidade foram iluminados de azul na Tabela

para destaque:

Variaveis Triangulo NACA 0012 NACA 4415
Quad.

(Méx.) A B C D A B C A B C

IVU| 39.13  46.70 32.70 20.72 15.82 26.87 29.74 41.61 29.81 27.46 33.99

PR I

Tabela 5.16: Avaliagdo comparativa com destaque em azul

Como é possivel observar nas Tabelas - [5.12] esse efeito se agrava com o
aumento do angulo de ataque. A provavel justificativa para esse fenomeno é que
o aumento do angulo de ataque faz com que a diferenga entre as velocidades (e,
consequentemente, pressoes) na regiao superior e inferior dos aerofélios aumente
(até certo limite, denominado estol). Essa diferenga de pressdes é o que gera a
forca de sustentacao, principal objetivo no uso de aerofélios, de forma que esse é um
resultado esperado.

Muito embora o aumento do médulo da vorticidade seja um indicio do aumento
da forca de sustentacao, seria necessario avaliar a distribuicao global dessa variavel ao
redor da geometria e aplicar outros modelos matemético para concluir com precisao
a relagao entre a vorticidade e a forca de sustentacao, fugindo do escopo do atual

trabalho.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta monografia foi apresentada a solugao computacional de um escoamento livre
ao redor de diversas geometrias utilizando o Método de Elementos Finitos. A For-
mulacao Corrente-Vorticidade foi utilizada como modelo fisico para a Equacao de
Navier-Stokes. A discretizacao espacial contou com o Método de Residuos Pondera-
dos utilizando o Método de Galerkin com interpolacao de primeira ordem, enquanto
a discretizacao temporal utilizou um esquema de diferencas finitas progressivo de
primeira ordem. O c6digo desenvolvido encontra-se disponivel no Apéndice A deste
trabalho e podera ser utilizado livremente por toda a comunidade cientifica.

Para a validacao do cddigo, foram utilizados dois casos com solucoes conheci-
das: o Escoamento entre Placas Paralelas (Poiseuille) e o Escoamento em Cavidade
(Lid-Driven). As respostas obtidas pelo c6digo e as presentes na literatura foram
comparadas e foi obtida concordancia satisfatéria.

Em todas as simulagoes, o cédigo permitiu observar o comportamento espe-
rado de um escoamento ao redor das geometrias. A influéncia de paredes, de ge-
ometrias com melhor aerodinamica e seu alinhamento com o escoamento pode ser
facilmente observada tanto qualitativamente quanto quantitativamente, sugerindo
concordancia entre os resultados encontrados e os fendmenos fisicos representados.

Para baixos nimero de Reynolds, o cddigo foi capaz de identificar zonas de recir-
culacao de fluidos na zona posterior as geometrias. Em simulagoes para um nimero
de Reynolds maior, foi possivel observar a formagcao de esteiras de von Karman. Nos
aerofolios, foi possivel detectar a presenca do vértice inicial abandonando o bordo de

fuga, concordando com a condicao de Kutta. Esses resultados confirmam a validade
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do codigo e sua capacidade de identificar fenomenos fisicos de maior complexidade.

Paredes normais ao escoamento na regiao anterior das geometrias geraram ele-
vados valores de vorticidade. J& as paredes normais na regiao posterior influenci-
aram na forma da esteira de von Karman. A geometria dos corpos triangulares
demonstrou que os corpos mais alongados e, portanto, com uma transi¢do mais
suave, apresentaram variagoes menos bruscas no escoamento. Por fim, testes com
aerofdlios mostraram que pequenas diferencas no formato do corpo influencia de
maneira global seu comportamento. O perfil NACA 0012 sugeriu maior estabilidade
aerodinamica, apresentando menor oscilagao dos campos de velocidade e vorticidade
a maior numero de Reynolds. Com relacao a forca de sustentacao, uma conclusao
concreta demandaria a utilizacao de outros modelos matematicos, fugindo do escopo
deste trabalho.

Para realizacao de estudos futuros, sugere-se uma atualizacdo do modelo ma-
tematico e do c6digo numérico para calcular nao sé os campos, mas as forcas atuantes
nos objetos simulados. Tal agao tornaria possivel calcular variaveis aerodinamicas
de grande valia, como as forcas de arrasto e sustentagao. Além disso, sugere-se a
implementacgao de equacoes termodinamicas, permitindo a utilizagao do cédigo para
estudos em trocadores de calor, refrigeracao, e demais objetos de estudo térmico.

Por fim, simulagoes numéricas sofrem influéncia de oscilagoes numéricas. Para
trabalhos futuros, seria interessante obter redugao das oscilagoes espurias através de
métodos de estabilizacao, permitindo simulacoes com grandes nimeros de Reynolds

e maiores passos de tempo.
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Apeéendice A

Cdédigo Fonte

i mmmme==e== FORMULAGAO CORRENTE-VORTICIDADE EM ESCOAMENTO LIVRE —-—-—————————- #
# Autor: Juan de Olivetira dos Santos

# Engenharia Mecanica — Universidade Federal do Rio de Janeiro

# wmportando bibliotecas
import numpy as np

import meshio

# Definicdo das constantes do problema
nu = 0.01 # o termo "nu" foi utilizado para variar o numero de Reynolds,
dt

passos = 600 # resultando em nu = 1/Re

0.01 # uma vez que os demais termos caracteristicos sao unitdrios,

# Importacdo e tratamento da malha

msh = meshio.read('malha.msh') #importa malha computacional

>
1]

msh.points[:,0] #lista com coordenada X dos pontos

<
]

msh.points[:,1] #lista com coordenada Y dos pontos
IEN = msh.cells["triangle"] # matriz IEN

ne = IEN.shape[0] # define numero de elementos

IENbound = msh.cells["line"] # lista de vértices mas faces do contorno
IENboundTypeElem = list(msh.cell_data['line'] ['gmsh:physical'l-1) # pega indice
# de cada cc do physical group
# pra cada par de vértices (face) do IENbound
boundNames = list(msh.field_data.keys()) # pega o nome das cc's
# definidas no Gmsh
IENboundElem = [boundNames[elem] for elem in IENboundTypeElem] # relaciona elem

# ao indice da cc
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33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

# criando lista das faces (par de vértices) das células do contorno

cc = np.unique(IENbound.reshape (IENbound.size))

# atribuindo cada cc ao mome do contorno, definido no physical group do Gmsh
ccName = [[] for i in range(len(X))]
for elem in range(0,len(IENbound)) :

ccName [TENbound [elem] [0]] IENboundElem[elem]

ccName [TENbound [elem] [1]] IENboundElem[elem]

# inicializando as matrizes

K = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')

M = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Gx = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Gy = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Kx = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Ky = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Kxy = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Kestx = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')
Kesty = np.zeros( (npoints,npoints), dtype='float')

# loop dos elementos da malha
for e in range(O,ne):
v = IEN[e]
# area do elemento
det = X[v[2]11+(C Y[v[011-Y[v[111) \
+ X[v[0]11*(C YIv[1]1]-Y[v[2]1) \
+ X[v[111*(-Y[v[0]11+Y[v[2]1)

area = det/2.0

# matrizes do elemento linear

m = (area/12.0) * np.array([ [2.0, 1.0, 1.0],
[t1.0, 2.0, 1.0],
(1.0, 1.0, 2.0]1 1)

# formula do elemento triangular linear
bl = Y[v[1]]-Y[v[2]]
b2 = Y[v[2]]1-Y[v[0]]

b3 = Y[v[0]1-Y[v[1]]
cl = X[v[2]]1-X[v[1]]
c2 = X[v[0]]1-X[v[2]]
c3 = X[v[1]1]1-X[v[0]]

# matriz do gradiente
B = (1.0/(2.0%area)) * np.array([ [bl, b2, b3],
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81

82

83
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103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

# matriz do divergente

BT = B.transpose()

[cl, c2, c3] 1)

kxele = (1.0/(4.0*area))*np.array([ [bl**2, bl*b2, blxb3],

[b2%bl, b2**2, b2*b3],
[b3*b1, b3*b2, b3**2] ])

kyele = (1.0/(4.0*area))*np.array([ [cl#*2, cl*c2, cl*c3],

kele = kxele + kyele

[c2%cl, c2%*2, c2*c3],
[c3*cl, c3*c2, c3**2] 1)

gxele = (1.0/6.0)*np.array([ [bl, b2, b3],

[b1, b2, b3],
[b1, b2, b3] 1)

gyele = (1.0/6.0)*np.array([ [cl, c2, c3],

for i in range(0,3):

ii = IEN[e,i]

for j in range(0,3):
jj = IEN[e,jl

[c1, c2, c3],
[cl, c2, c3]1 D

# montagem (assembling) das matrizes K, M, Gz e Gy
K[ii,jjl = K[ii,jjl + kele[i,j]

M[ii,jjl = M[ii,jj] + mli,j]

Gx[ii,jj] = Gx[ii,jjl + gxeleli,]]

Gylii,jjl = Gyl[ii,jjl + gyeleli,jl

# Inicializagd@o das varidvers

u = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') #
v = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') # Varidveis inicializadas
omega = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') # com valor nulo

psi = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') #

psicc = np.zeros( (npoints,1),dtype='float') # Vetor auziliar para guardar

for i in cc:

if ccName[i]

ufi] =1
v[il = 0
psicclil

.0
.0

if ccName[i]

v[i] = 0.

0

== 'inflow':

Y[i]
== 'farfield':

# informagdes de cc para psi

# cc para a entrada do dominio
# Dirichlet para u
# Dirichlet para v

# Dirichlet para pse
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129

130

131

132
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134
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137

138
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141
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159

160
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162
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164

165

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

psicc[il = Y[il]

if ccName[i] == 'noSlip':
uli] = 0.0
v[i] = 0.0

psicc[i]

0.0

# Calculo da condicao inictal de omega (M \omega = Gr * v - Gy * u)
b = np.dot(Gx,v) - np.dot(Gy,u)
omega = np.linalg.solve(M,Db)

# Inicio do loop iterativo no tempo
for t in range(passos):

print(t) # Controle da iteracao atual

# Calculo da condicao de contorno de omega (M omegacc = Gz * v — Gy * u)
b = np.dot(Gx,v) - np.dot(Gy,u) # Resolugao do sistema linear Az = b,
omegacc = np.linalg.solve(M,b) # onde A4 = M, = = omegacc e b = (Gz v - Gy u)

# Resolwendo o transporte da vorticidade
A_1 = (1.0/dt) * M + nu*K

# Utilizando o modo IMPLICITO: wgo entrando na matriz A
ul
vl
vgoIl = np.dot(ul,Gx) + np.dot(vI,Gy) # Constrét matriz vgo = Gz u + Gy v

np.diag(ul:,0]1) # Transforma o vetor u em uma matriz diagonal

np.diag(v[:,0]) # Transforma o vetor v em uma matriz diagonal

A_1 += vgol # Adiciona a matriz vgo a matriz A

# Vetor solugd@o b para o sist. limear do transporte da vorticidade
b_1 = (1.0/dt) * np.dot(M,omega)

# Imposig¢do das cc's para omega

for i in cc:

A_1[i,:] = 0.0 # zerando toda a linha

A_1[i,i] = 1.0 # impondo 1 na diagonal

b_1[i] = omegacc[i] # cc definida no inicio do loop com base

# nas veloctdades do passo anterior
# Resolve transporte de vorticidade, atualizando o valor de omega
omega = np.linalg.solve(A_1,b_1)
# Resolvendo funcdo corrente K*psi = M*omega, inicializando vetor solugdo b

b_2 = np.dot(M,omega)

# Inicializando matriz A
A2 =K
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193
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195

199

200
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202

203

204

205

206

207

208

209

210

211

212

213

214

215

# Impondo ccs de ps?t

for

i in cc:

A_2[i,:] = 0.0 # zerando toda a linha
A_2[i,i] = 1.0 # impondo 1 na diagonal

b_2[i] = psicc[il

psi = np.linalg.solve(A_2,b_2)
# Resolwendo velocidades M*u = Gy*psi e Mxv = - Gr*pst
b_3 = np.dot(Gy,psi)
b_4 = np.dot(-Gx,psi)
= np.linalg.solve(M,b_3)
= np.linalg.solve(M,b_4)
for i in cc:
if ccName[i] == 'inflow':
ufi] = 1.0
v[i]l = 0.0
if ccName[i] == 'farfield':
v[i] = 0.0
if ccName[i] == 'noSlip':
uli] = 0.0
v[i]l = 0.0

# Exportando dados para pés—processamento

if t in range(0,passos):

point_data={'u':u}

data_vy={'v':v}

data_psi={'psi':psi}

data_omega={'omega':omega}

point_data.update(data_v)

point_data.update(data_psi)

point_data.update(data_omega)
meshio.write_points_cells('Iter'+str(t)+'.vtk',msh.points,

msh.cells,point_data=point_data,)
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