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Este trabalho apresenta uma simulacao numérica bidimensional do escoamento
viscoso e incompressivel ao redor de um aerofélio simétrico, posicionado em tinel
de vento, operando em regime de transi¢cao, com nimero de Reynolds da ordem de
11.400. O objetivo principal é analisar o comportamento das for¢as aerodinamicas
em diferentes angulos de ataque e em baixa velocidade de escoamento. O modelo
adotado baseia-se nas equacoes de Navier—Stokes em variaveis primitivas, resolvidas
por meio do Método dos Elementos Finitos com interpolacao P1P1+ e esquema
temporal semi-Lagrangeano, garantindo a estabilidade numérica do acoplamento
pressao—velocidade e do termo convectivo. A implementagao foi realizada em lin-
guagem Python, utilizando bibliotecas numéricas eficientes para manipulagao de
matrizes esparsas. O cédigo desenvolvido foi previamente validado por meio de casos
de referéncia disponiveis na literatura. Além disso, realizou-se um estudo compara-
tivo de desempenho entre CPU e GPU na resolucao do sistema linear, destacando
o impacto do crescimento da malha na eficiéncia computacional. Os resultados ob-
tidos demonstram boa acuracia fisica e revelam tendéncias relevantes sobre o custo

computacional das diferentes arquiteturas.
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This work presents a two-dimensional numerical simulation of viscous and in-
compressible flow around a symmetric airfoil placed in a wind tunnel, operating in a
transitional regime with a Reynolds number on the order of 11,400. The primary ob-
jective is to analyze the behavior of aerodynamic forces at different angles of attack
and under low flow velocity. The adopted model is based on the primitive variable
formulation of the Navier-Stokes equations, solved using the Finite Element Method
with P1P14 interpolation and a semi-Lagrangian time integration scheme, ensuring
numerical stability of the pressure—velocity coupling and the convective term. The
implementation was carried out in Python, employing efficient numerical libraries
for sparse matrix operations. The developed code was validated through bench-
mark cases from the literature. Additionally, a comparative performance analysis
between CPU and GPU was conducted for the linear system solution, highlighting
the influence of mesh size on computational efficiency. The results demonstrate
good physical accuracy and reveal relevant trends regarding the computational cost

of different hardware architectures.
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Capitulo 1

Introducao

Desde os primeiros estudos de Arquimedes até os avancos tedricos de Euler e Rey-
nolds, a Mecanica dos Fluidos tem desempenhado um papel decisivo no progresso
da engenharia e da ciéncia. Com o surgimento da Aerodinamica como subarea
especifica, voltada a andlise do comportamento do ar ao redor de corpos solidos,
tornou-se possivel compreender e modelar fenomenos fundamentais para o desenvol-
vimento de aeronaves, veiculos terrestres e turbomaquinas. Ao longo do século XX,
impulsionada pelas demandas da industria aerondutica e bélica, a Aerodinamica
consolidou-se como uma disciplina estratégica, cuja aplicagao direta impacta o de-
sempenho, a eficiéncia energética e a seguranca de sistemas de transporte e geragao
de energia. Esse legado historico destaca a importancia continua da dinamica dos
fluidos aplicada na solugao de problemas tecnolégicos contemporaneos.

Dentro desse contexto, a Fluidodinamica Computacional (CFD — Computatio-
nal Fluid Dynamics) consolidou-se como uma ferramenta indispensavel na andlise e
predicao do comportamento de escoamentos. Por meio da resolucao numérica das
equagoes que regem a dinamica dos fluidos, a CFD permite investigar fenomenos
complexos sem a necessidade de experimentos fisicos dispendiosos ou de dificil
execucao. Atualmente, grande parte dos avancos tecnologicos em aerodinamica se
apoia diretamente em simulacoes computacionais para guiar decisoes de projeto,
otimizacao e validacao.

Este trabalho insere-se nesse panorama ao apresentar o desenvolvimento e a
aplicacao de um simulador numérico para o escoamento de ar ao redor de um per-

fil aerodinamico bidimensional. A formulacao adotada é baseada nas equacoes de



Navier-Stokes para variaveis primitivas, resolvidas por meio do Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF), com discretizagao temporal semi-Lagrangeana. A implementagao
do modelo foi realizada na linguagem Python, utilizando bibliotecas como NumPyYy,
SciPy, Meshio e outras que viabilizam a manipulacao de malhas, operacoes matrici-
ais esparsas e a resolucao eficiente de sistemas lineares.

A simulacao tem como base um aerofélio real de madeira, instalado em um tunel
de vento do Laboratério de Mecanica dos Fluidos e Aerodinamica (LabMFA), da
Escola Politécnica da UFRJ. Este aerofdlio, de perfil aparentemente simétrico, nao
possui dados técnicos especificos, sendo empregado em experimentagoes académicas
apenas com o proposito de visualizagao do escoamento. Um modelo 3D é ilustrado

na Figura 1.1 com suas medidas aproximadas.

\e =277 cm

Figura 1.1: Aerofdlio em andlise: Perfil simétrico confeccionado em madeira com

corda de 12,85 cm e espessura maxima de 2,77 cm.

O objetivo da simulacao é investigar o comportamento do escoamento em
torno do perfil sob condicoes realistas, com velocidade de entrada do tinel de
aproximadamente 5 km/h, resultando em um nimero de Reynolds moderado da
ordem de 11.400. Sao analisadas diferentes configuracoes de angulo de ataque, com
énfase na distribuicao das forcas aerodinamicas e na variacao dos coeficientes de
sustentacao e arrasto. A Figura 1.2 representa um modelo aproximado do ttinel de

vento.



Figura 1.2: Modelo aproximado de tinel de vento presente no LabMFA - UFRJ.

Complementarmente, este trabalho também propoe uma andlise comparativa
entre o desempenho computacional de cédlculos matriciais realizados em unidades
de processamento central (CPU) e unidades de processamento gréfico (GPU), com
foco especifico na etapa de resolucao do sistema linear gerado pelo método numérico.
Essa avaliacao é relevante, considerando o crescente interesse no uso de arquiteturas
paralelas e bibliotecas aceleradas por GPU, como CuPy (equivalente & NumPy) e
ferramentas para algebra linear esparsa, que prometem significativa reducao nos
tempos de simulacao em problemas de grande escala.

Assim, este estudo visa nao apenas aplicar os fundamentos da CFD a analise de
um escoamento aerodinamico de interesse experimental, mas também contribuir para
a compreensao do impacto do desempenho computacional no custo e na viabilidade
de simulacoes em ambientes de pesquisa académica.

Este trabalho esta estruturado em oito capitulos. O Capitulo 1 introduz o tema,
destacando a importancia da andlise aerodinamica numérica e os objetivos do es-
tudo. O Capitulo 2 apresenta a revisao bibliografica, abordando os fundamentos da
aerodinamica e os conceitos de fluidodinamica computacional com énfase no Método

dos Elementos Finitos. O Capitulo 3 descreve as equagoes de governo, incluindo as



leis de conservacao, as equagoes de Navier-Stokes e o tratamento das condicoes de
contorno. No Capitulo 4, é detalhada a formulagao numérica, com a abordagem
variacional, o método de Galerkin, o esquema semi-Lagrangeano e o calculo dos co-
eficientes aerodinamicos. O Capitulo 5 trata da metodologia computacional, desde
a geracao de malha até a estruturacao do algoritmo e a analise de desempenho entre
CPU e GPU. O Capitulo 6 trata da validacao do modelo, por meio da simulacao de
trés casos classicos de referéncia: o escoamento de Poiseuille, a cavidade com tampa
movel e o escoamento em torno de um cilindro, cujos resultados sao confrontados
com dados da literatura. No Capitulo 7, sao apresentados os resultados obtidos
para o escoamento ao redor do aerofélio simétrico submetido a diferentes angulos de
ataque, com anélise dos coeficientes de arrasto e sustentagao. Por fim, o Capitulo 8

traz as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Aerodinamica

A Aerodinamica é um ramo fundamental da mecanica dos fluidos que se dedica
ao estudo do comportamento do escoamento ao redor de corpos imersos em um fluido
em movimento. Esse campo tem aplicacao direta em diversas areas da engenharia,
como a aeronautica, automotiva, aeroespacial, naval e civil, sendo especialmente
relevante na anélise de dispositivos que interagem com o ar, como asas de aeronaves,
carrocerias de automoveis e estruturas arquitetonicas (Rubio, 2023).

Um dos principais objetivos dessa area de estudo é compreender e quantificar as
forcas que surgem da interacao entre o fluido e a superficie do corpo, possibilitando a
previsao do desempenho aerodinamico da geometria em andlise. Entre essas forgas,
destacam-se a sustentagao e o arrasto, e a avaliacao de ambas permite, por meio
de sua normalizacao pelas variaveis de escala do problema, a obtencao dos coefici-
entes aerodinamicos, em especial o coeficiente de sustentacao (Cf) e o coeficiente
de arrasto (Cp), grandezas adimensionais amplamente utilizadas para comparacao
de desempenho entre diferentes configuracoes, independentemente da escala fisica
(Anderson, 2015).

Dois efeitos principais influenciam na origem dessas duas forgas ao mesmo tempo,
sao eles: a pressao e a tensao de cisalhamento. A pressao atua sempre de maneira
perpendicular a superficie do corpo e exerce influéncia direta na geracao, principal-
mente, de sustentagao, especialmente em superficies com curvatura ou com angulo

de ataque em relagao ao escoamento. Ja a tensao de cisalhamento é resultado direto



da viscosidade do fluido, manifestando-se tangencialmente a superficie e sendo res-
ponsavel, em especial, pelo arrasto de atrito, que corresponde a resisténcia imposta
pelo fluido ao movimento do corpo.

O célculo preciso dessas forcas exige o conhecimento da distribuicao da pressao e
das tensoes ao longo de toda a superficie. A partir da integracao dessas distribuicoes
obtém-se as componentes normal (N) e axial (A) da forga resultante (R), que sao
posteriormente decompostas nas diregoes paralela e perpendicular ao escoamento
livre, dando origem as forgas de arrasto (D) e sustentagdo (L), respectivamente,

conforme mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Forgas aerodinamicas presentes em um corpo durante o escoamento. A
sustentacao L é perpendicular e o arrasto D é paralelo a direcao do fluido livre.

Adaptado de Anderson (2015).

Para permitir uma comparacao eficiente entre diferentes geometrias, condigoes
de escoamento e regimes operacionais, utilizam-se grandezas adimensionais, dentre
as quais se destacam o numero de Reynolds e o nimero de Mach (Bertin and Smith,
1998). O numero de Reynolds, definido pela razao entre forgas inerciais e viscosas,
governa o regime do escoamento, seja ele laminar ou turbulento, e influencia direta-
mente a distribuicao de pressao e a formacgao de camadas-limite. Escoamentos com
baixo Re tendem a apresentar comportamento laminar, enquanto valores elevados
favorecem a transicao para o regime turbulento, afetando a eficiéncia aerodinamica

e a estabilidade do fluxo.



O numero de Mach, por sua vez, representa a razao entre a velocidade do esco-
amento e a velocidade do som no fluido. Este parametro é de especial importancia
em aplicagoes aeronauticas, nas quais o regime compressivel passa a ser dominante
(Anyoji et al., 2014). Em escoamentos subsonicos (M < 1), os efeitos de compressi-
bilidade sao despreziveis; no entanto, a medida que o nimero de Mach se aproxima
ou ultrapassa a unidade, surgem fenomenos caracteristicos, como ondas de choque
e regioes de expansao, que afetam significativamente as distribuicoes de pressao
e, consequentemente, os coeficientes aerodinamicos. A correta modelagem desses
efeitos é crucial em projetos de alta velocidade (Wang et al., 2021). A velocidade
méxima de escoamento adotada neste trabalho foi de aproximadamente 5 km/h,
correspondente a cerca de 1,39 m/s. Considerando a velocidade do som no ar em
condigbes ambientes da ordem de 340 m/s, obtém-se um nimero de Mach da ordem
de M =~ 0,004, valor muito inferior ao limite em que efeitos de compressibilidade se
tornam relevantes. Desse modo, adotou-se a hipdtese de escoamento incompressivel.

No ambito da aerodinamica, os aerofélios desempenham um papel central, uma
vez que sao projetados especificamente para maximizar a sustentacao e minimizar o
arrasto durante a interacao com o escoamento de ar. Um aerofélio pode ser definido
como o perfil bidimensional de uma superficie cujo formato foi otimizado com o
objetivo de controlar eficientemente o comportamento do fluido ao seu redor (Ira
and Doenhoff, 2013).

Desse modo, a compreensao detalhada da sua geometria é essencial para
a analise de seu desempenho. Conforme ilustrado na Figura 2.2, destacam-se
como elementos principais o bordo de ataque, que representa a extremidade
frontal e é o primeiro ponto de contato com o escoamento, e o bordo de fuga,
situado na extremidade posterior, onde as linhas de corrente se reencontram. A
linha de corda, que conecta esses dois pontos extremos, serve como base para
a definicao de outras propriedades geométricas importantes. A espessura do
aerofdlio corresponde a distancia entre a superficie superior e inferior, medida
perpendicularmente a corda. Ja a linha média é tracada equidistantemente entre
essas duas superficies, e sua curvatura define o arqueamento, caracteristica direta-

mente relacionada & capacidade do aerofélio de gerar sustentacao (Shen et al., 2016).
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Figura 2.2: Nomenclatura da geometria de um aerofélio - Modelo NACA 4415.
Adaptado de Anderson (2015).

Os aerofdlios sao largamente utilizados em componentes criticos da industria,
como asas de aeronaves, pas de hélices, rotores e turbinas. Seu estudo é essencial
para a otimizacao do desempenho aerodinamico, a reducao do consumo energético e a
melhoria da estabilidade e seguranca de sistemas mecanicos em multiplas aplicagoes.
Em razao de sua relevancia pratica e tedrica, os aerofdlios foram escolhidos como

objeto de andlise neste trabalho.

2.2 Fluidodinamica Computacional e Método dos
Elementos Finitos

A analise do comportamento de fluidos em escoamento, sobretudo em contextos
de engenharia, requer a resolugdo das Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) que
governam a dinamica dos fluidos — em especial, as equacoes de Navier-Stokes. No
entanto, devido a complexidade nao linear e acoplada dessas equacoes, as solugoes
analiticas sao limitadas a situagoes altamente idealizadas. Para a grande maioria
dos problemas reais, torna-se imprescindivel o uso de métodos numéricos.

E nesse contexto que surge a Fluidodinamica Computacional, ou CFD como
também é conhecida, uma disciplina que combina fisica dos fluidos, matematica
aplicada e ciéncia da computacao para simular e prever o comportamento de es-
coamentos. O desenvolvimento da CFD estd diretamente ligado a evolucao da ca-
pacidade computacional, e teve seu embriao ainda nos anos 1950, com as primei-

ras tentativas de resolver numericamente escoamentos unidimensionais utilizando o



Método das Diferengas Finitas (Tannehill et al., 1997). O campo se consolidou como

uma area de estudo prépria nas décadas seguintes, ganhando relevancia em diversas

industrias.
A base da CFD é a discretizacao das equagbes governantes — continuidade,
quantidade de movimento e, quando aplicavel, energia — que sao expressas na

forma de EDPs. A impossibilidade de obter solu¢oes analiticas para essas equacoes
em geometrias e condigoes reais levou ao surgimento de métodos numéricos como o
Método das Diferengas Finitas (FDM), o Método dos Volumes Finitos (FVM) e o
Método dos Elementos Finitos. Cada método tem suas particularidades e dominios
de aplicacao, sendo o FVM amplamente utilizado em cdédigos comerciais de CFD,
enquanto o MEF tem conquistado crescente destaque em razao de sua flexibilidade
e fundamentacao variacional.

O Método dos Elementos Finitos, inicialmente desenvolvido para andlise estru-
tural, teve sua base tedrica formalizada nos trabalhos de Courant (1943), e ganhou
tracao na engenharia a partir das décadas de 1950 e 1960, com os trabalhos de Zien-
kiewicz and Cheung (1967). Sua introdugao na fluidodinamica foi mais tardia, em
razao dos desafios associados a instabilidade numérica e a dificuldade em tratar es-
coamentos incompressiveis. Diferente de métodos baseados em malhas estruturadas,
o MEF ¢ baseado na formulacao fraca das EDPs, sendo particularmente eficaz em
dominios com geometrias complexas, e oferecendo grande flexibilidade na escolha
das funcgoes de interpolacao.

Entretanto, o uso do MEF para escoamentos incompressiveis enfrenta desafios
classicos, como a ocorréncia de oscilacoes espirias no campo de pressao ou de ve-
locidade. Tais instabilidades decorrem da violagao da condigao de inf-sup (também
conhecida como condic¢do de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi), que impoe restrigoes
sobre os espacos de aproximacao utilizados para pressao e velocidade. Para mi-
tigar esses efeitos, diversas técnicas de estabilizacao foram desenvolvidas ao longo
dos anos. Destacam-se os métodos SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) e
PSPG (Pressure-Stabilized Petrov-Galerkin), amplamente utilizados para aumentar
a robustez e acurdcia das simulagoes (Zienkiewicz et al., 2005).

Além disso, para lidar com termos convectivos dominantes em altos ntimeros de

Reynolds, técnicas como o método semi-Lagrangeano passaram a ser incorporadas.



Esse método consiste em seguir o trajeto de particulas do fluido no tempo (linha
de corrente ou trajetéria) para calcular a derivada material de forma mais estével,
sendo extremamente eficaz para problemas advectivos onde os métodos puramente
Eulerianos se tornam instaveis (Donea et al., 1982). O semi-Lagrangeano permite o
uso de passos de tempo maiores sem comprometer a estabilidade da solucao, o que
é vantajoso em simulacoes de longo prazo ou com malhas mais refinadas.

Em suma, o MEF representa hoje uma das abordagens mais sofisticadas e
versateis para a simulacao computacional de escoamentos. Sua capacidade de li-
dar com malhas nao estruturadas, geometrias complexas, e sua base tedrica sélida,

faz dele uma ferramenta indispensavel em diversas areas da engenharia.

10



Capitulo 3

Equacoes de Governo

3.1 Conservacao de Massa

A conservacao de massa é um dos principios fundamentais da mecanica dos
fluidos, estabelecendo que a massa de um fluido nao pode ser criada nem destruida
durante o escoamento. Quando se considera um volume de controle fixo no espaco,
todo o fluido que entra ou sai pelas superficies desse volume deve ser contabilizado
de forma que a variacao total de massa dentro do dominio seja exatamente igual a
diferencga entre o fluxo de entrada e saida.

Assim, o aumento ou diminuicdo da massa contida no interior do volume, ao
longo do tempo, corresponde diretamente ao balanco de massa que atravessa suas
fronteiras. Em termos matemaéticos, a taxa de variacao da massa contida no volume

é representada por:

/V%dm (3.1)

Considerando-se que a massa de um fluido pode ser expressa em termos de sua
massa especifica p, a quantidade de massa contida em um elemento de volume dV

¢ dada por dm = pdV. Substituindo na Eq. 3.1:

11



0 ap
il — - 2
/vat am /v o " (3:2)

Em paralelo, o fluxo de massa que atravessa o volume dV considera somente a
componente de velocidade v que se encontra na direcao normal n a superficie desse

volume:
f pv - ndA (3.3)
s

A utilizacao do Teorema de Gauss para transformar essa integral de superficie
em uma integral de volume resulta em uma expressao mais conveniente para

analises locais:
]{ pv - ndA = / V- (pv)dV (3.4)
s 1%

Desse modo, a forma integral da equacao de conservacao de massa pode ser

escrita como:
dp
—dV =— [ V- (pv)dV (3.5)
v ot 1%

Assim, sendo essa equacao valida para qualquer volume de controle, a sua

representacao para o volume de controle infinitesimal torna-se:



ou:

otV () =0 (3.7)

Como no presente trabalho é abordado um dominio bidimensional em coorde-

nadas cartesianas, pode-se reescrever a Eq. 3.7 na forma:

dp  Opu  Ipv
E‘f‘a—m‘i‘a—y—o (38)

Ademais, a hipotese da incompressibilidade deve ser aplicada, visto que a massa
especifica permanece constante em todo o escoamento. Isso reduz a Eq. 3.7 a sua

forma final:

A Eq. 3.9 é denominada equacao da conservacao de massa para fluidos incom-

pressiveis, também conhecida popularmente como equacao da continuidade.

3.2 Conservacao de Quantidade de Movimento

A deducao das equacoes de conservacao da quantidade de movimento segue
um raciocinio analogo ao empregado na formulacao da equacao de conservagao
de massa. Conforme o principio da conservacgao da quantidade de movimento,

considera-se um fluido de massa especifica p escoando através de um volume de
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controle fixo no tempo. Nesse cenario, a variacao temporal da quantidade de
movimento contida no interior do volume é equilibrada pelo fluxo liquido que
atravessa sua superficie, acrescido das forcas que atuam sobre o fluido. Essas forcas
podem ser volumétricas, como o campo gravitacional, ou aplicadas nas superficies
do controle, como a pressao e as tensoes viscosas. Assim, a taxa de variacao da

quantidade de movimento é expressa por:

/ Av) gy (3.10)

A Eq. 3.3 representa o fluxo de massa através do volume de controle. Para se
obter o fluxo correspondente de quantidade de movimento, é necessario multiplicar o
elemento integrando por um vetor velocidade, orientado na dire¢ao do escoamento,

resultando em:
7{ pvv - ndA (3.11)
S

Considerando ¢ o tensor de tensoes que age em cada elemento de fluido da
superficie de controle, a forca de superficie resultante é representada pela seguinte

integral:
7{ o-ndA (3.12)
s
Do mesmo modo, a resultante das for¢as de volume ¢ definida por:

/ pedV (3.13)
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Consequentemente, a equacao da conservacao da quantidade de movimento

assume a forma:

/ V) gy — —]{pvv : ndA+]§a : ndA+/ pgdV (3.14)
v ot s s v

Mais uma vez, recorre-se ao Teorema de Gauss a fim de converter as integrais

de superficie em integrais de volume, conforme segue:

A Eq. 3.15 deve ser vélida para qualquer volume de controle, entdo para um

volume de controle infinitesimal:

d(pv)

T =-V-pvw+V-0+pg (3.16)

Deve-se expandir o termo temporal:

Apv) _ Ov) . 9(p) (3.17)

o "ot ot

O mesmo ocorre com o termo de divergéncia do tensor de momento linear

convectivo:
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V.pvv =pv-Vv+v- V(pv) (3.18)

Assim, a Eq. 3.16 é reescrita como:

0 0
p[a—:+v-Vv} +V[8_€+va] =V.0o+pg (3.19)

Entretanto, em virtude da validade da equacao da continuidade, o segundo

termo do lado esquerdo da Eq. 3.19 torna-se nulo, de modo que:

,O[E—i-v-Vv] =V.-0+pg (3.20)

O tensor de tensoes o é formado pela seguinte equacao:

o=—-pl+71 (3.21)

onde p representa a pressao, I é a matriz identidade e 7 o tensor de tensoes viscosas.

Substituindo ¢ na Eq. 3.20:

0
p[a—:—FV'VV] =-Vp+V-7+pg (3.22)

A Eq. 3.22 representa a equacao de conservacao da quantidade de movimento.

As tensoes internas associadas a viscosidade do fluido sao representadas pelo tensor
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de tensoes viscosas 7, o qual esta diretamente relacionado aos gradientes espaciais

do campo de velocidades.

3.3 Equacoes de Navier-Stokes

Neste estudo, considera-se que a tensao de cisalhamento em cada ponto do fluido
é linearmente proporcional a taxa de deformagao angular local, caracterizando um
comportamento de fluido newtoniano. Assim, a relacdo constitutiva que define o

tensor de tensoes viscosas 7 é dada por:

7 =2uD(v) = u(Vv + Vv') (3.23)

onde p é a viscosidade dinamica do fluido, v é o vetor velocidade, Vv é o gradiente de
velocidade e Vv” é a transposta desse gradiente. O termo D(v) representa o tensor
taxa de deformagao (ou tensor de deformagao angular), que é a parte simétrica
do gradiente de velocidade e descreve como o fluido se deforma localmente sem
considerar rotagoes rigidas.

Essa formulagao implica que, em um fluido newtoniano, as forcas viscosas
sao determinadas exclusivamente pela taxa de deformacao e nao dependem, por
exemplo, da historia do escoamento ou de efeitos nao lineares. Substituindo a

expressao da Eq. 3.23 na Eq. 3.22:

0
p[a—z +v-Vv] = =Vp+ V- (Vv + Vv + pg (3.24)

O membro esquerdo da Eq. 3.24 pode ser convenientemente reescrito utilizando
uma notacao especial que combina os efeitos da variacao temporal local e da
variacao espacial associada ao movimento do fluido. Essa combinacao resulta na
chamada derivada material (ou derivada substantiva), que representa a taxa de

variacao de uma propriedade fisica observada ao longo de uma particula fluida em
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movimento. Assim:

Dv ov
,OFzf = p[a +v- VV] (3.25)

Finalmente, substituindo a expressao anterior na Eq. 3.24, dividindo tudo por

p, aplicando a incompressibilidade e trazendo de volta a equagao 3.9, temos:

Dv 1 9
A 3.26
Di pr+VV v+g (3.26)

V-v=0 (3.27)

Como consequéncia da incompressibilidade, o termo da transposta do gradiente
de velocidades desaparece da equacao. O parametro v é denominado viscosidade
cinematica, sendo definido como o quociente entre a viscosidade dinamica p e a
densidade do fluido p. O sistema formado pelas equagoes 3.26 e 3.27 é comumente
denominado equacgoes de Navier-Stokes, as quais representam, respectivamente, as
leis de conservacao de quantidade de movimento e de massa para um fluido. Por
se tratarem de equacoes nao lineares e fortemente acopladas, ja que a velocidade
e a pressao estao interligadas em ambas, sua solucao exige que sejam resolvidas

simultaneamente.

3.4 Adimensionalizagao

Esta secao trata da adimensionalizacao das equacoes de continuidade e de quan-
tidade de movimento. Embora esse procedimento nao seja estritamente necessario
para a solucao numérica das equagoes, ele é extremamente 1util para a andlise e

compreensao da dinamica do escoamento.
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A reescrita das equacgoes em forma adimensional permite identificar, com mais
clareza, quais termos possuem maior influéncia sobre o comportamento do sistema
em estudo, facilitando a interpretacao dos fendmenos envolvidos.

Além disso, a andlise adimensional desempenha um papel crucial em estudos
experimentais, especialmente quando se trabalha com modelos em escala reduzida.
Dois sistemas distintos, regidos pelas mesmas leis fisicas, podem ser considerados
dinamicamente semelhantes, ou seja, fisicamente equivalentes, desde que os grupos
adimensionais que os caracterizam assumam valores idénticos.

Esse conceito de semelhanca dinamica permite extrapolar os resultados obtidos
em experimentos laboratoriais para sistemas reais de maior escala. Isto posto, sao

definidos os seguintes parametros adimensionais:

p = pop* x = La* g = gog"
L
H= poft v v i
0 U 0 1
_ U2 * I v — _V*
P=hot P ot~ Lot L

Com a substituicao desses parametros nas equagoes de Navier-Stokes, temos:

Vvt =0 (3.28)
* p0U28V* p0U2 * o p0U2 * ok /J’OU *T 2k * %
P o TV VIV = =TV T VIV pogop’s (3.29)

Ao multiplicar a Eq. 3.29 pelo fator L/poU?p*, obtém-se:
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ov* 1 Ho 2 goL
* . v* * — __v* * _— *v * * JU * 3'30
8t*+v v p* p+poLUV V+U2g (3.30)
Mas é importante notar que:
UL UL
Ho 4
U
Fr=— (3.32)
VgL

A equacao 3.30 revela dois nimeros adimensionais de extrema importancia na
analise da dinamica dos fluidos: o nimero de Reynolds e o nimero de Froude.

O nimero de Reynolds (Eq. 3.31), ja introduzido no capitulo 2, expressa a razao
entre as forcas inerciais e as forgas viscosas presentes no escoamento, sendo U a ve-
locidade caracteristica, L o comprimento caracteristico e v a viscosidade cinemaética
do fluido. Esse ntimero é determinante para a classificagao do regime de escoamento,
distinguindo, por exemplo, escoamentos laminares, nos quais predominam os efeitos
viscosos, daqueles turbulentos, nos quais as forgas inerciais sao dominantes.

Ja o nimero de Froude (Eq. 3.32) representa a razao entre a inércia do fluido e
a forca gravitacional. Este parametro é particularmente relevante em escoamentos
gravitacionais, como aqueles observados em canais abertos, onde a interacao entre
a velocidade do fluido e os efeitos gravitacionais influencia diretamente o perfil e a
estabilidade do escoamento. Por fim, temos as equacoes de Navier-Stokes em sua

forma adimensional final:

Vv =0 (3.33)

Dv 1 1 1
= —— VD" + —1'V¥Vv' 4+ —g* 3.34
P S (3.34)
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Essas duas equagoes adimensionais representam, portanto, as equacoes de go-
verno que regem a simulacao numérica realizada neste trabalho. Elas descrevem
o comportamento do escoamento ao redor do aerofélio no tiunel de vento, incorpo-
rando de forma precisa os efeitos da viscosidade, da inércia e das forgas externas
relevantes. E importante destacar que a massa especifica adimensional p* é igual a

1 devido a incompressibilidade do escoamento.

3.5 Forcas Aerodinamicas

Conforme previamente abordado no Capitulo 2, as forcas fluidodinamicas
que atuam sobre a superficie de um corpo imerso em escoamento decorrem das
interacoes mecanicas entre o fluido e a superficie sélida, manifestando-se por
meio da pressao normal e das tensoes de cisalhamento tangenciais aplicadas ao
contorno do corpo. Tais agoes sao formalmente representadas pelo tensor de tensoes
o, o qual expressa o estado de tensao em um elemento de fluido. Embora ja
tenha sido introduzido anteriormente, esse tensor é retomado aqui, em sua versao

adimensional, para fins de completude:

o=—-pl+71 (3.35)

A forca resultante exercida é obtida pela integracao do tensor de tensoes o

aplicado ao vetor normal externo n, ao longo da superficie de contorno I'y:

F = / o-ndl, = / (—pI+7) -ndlyy (3.36)
Faf F‘1f
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A projecao da forca resultante em um sistema de referéncia local, associado
a geometria do corpo, permite dividi-la em duas componentes principais: a forca
normal N, perpendicular a superficie, e a forca axial A, tangente a mesma.

Essas duas forcas, por sua vez, podem ser decompostas nas direcoes paralela e
perpendicular ao escoamento livre, gerando as forcas de arrasto D e sustentacao L,
respectivamente. Assim, sendo a o angulo de ataque do corpo em relagao a diregao

do escoamento incidente, o arrasto e a sustentacao podem ser expressos por:

L= Ncosa— Asina (3.37)

D = Nsina + Acosa (3.38)

Todas as forcas mencionadas até o momento dependem diretamente da geometria
do corpo, das propriedades do fluido e das condigoes de contorno do escoamento. Por
esse motivo, torna-se conveniente adotar grandezas adimensionais que possibilitem
a comparacao entre diferentes configuragoes fisicas dentro de uma mesma base de
analise. E nesse contexto que surgem os coeficientes aerodinamicos, definidos como
formas adimensionais das forcas exercidas pelo fluido sobre o corpo.

Esses coeficientes sao obtidos por meio da normalizacao das forgas de sustentacao
e arrasto com base em uma pressao dinamica de referéncia. A pressao dinamica,

por sua vez, é expressa por:

1
q= 5pU2 (3.39)

em que U representa a velocidade caracteristica do escoamento, frequentemente
associada a velocidade do fluido longe da influéncia do corpo. A area projetada do
corpo exposto ao escoamento, denotada por S, também é utilizada como referéncia.

Com isso, os coeficientes sao definidos da seguinte forma:
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2
L
Cr=5——= 3.41
L %pUQS ( )

sendo Cp o coeficiente de arrasto e C', o coeficiente de sustentacao, tais grandezas
representam a razao entre a forca efetivamente atuante e uma forca de referéncia,
esta definida com base nas propriedades do fluido e em dimensoes caracteristicas
da geometria em questao. Por serem adimensionais, esses coeficientes possibilitam a
analise de similaridade entre diferentes simulacoes ou experimentos, além de facilitar
a extrapolagao dos resultados para outras escalas fisicas sob as mesmas condigoes

dinamicas.

3.6 Condicoes de Contorno e Condicao Inicial

Em simulagoes numéricas voltadas a resolucao de equagoes diferenciais parciais,
a imposicao correta das condi¢oes de contorno desempenha um papel crucial, tanto
para a estabilidade numérica quanto para a representatividade fisica do modelo.
No contexto especifico do escoamento em tinel de vento, essas condicoes devem
reproduzir fielmente o cendrio experimental, a0 mesmo tempo em que se alinham
aos principios fundamentais da mecanica dos fluidos.

No contorno de entrada do dominio (inlet), impde-se uma condi¢ao de Dirichlet
para a velocidade, simulando um escoamento uniforme e paralelo a dire¢ao principal
do tunel. Essa condicao representa a corrente de ar com velocidade constante que

incide sobre o aerofélio. Assim, o campo de velocidades na entrada é dado por:

v = (U,0) em T (3.42)

onde U é a velocidade do escoamento livre e I';, representa a fronteira de en-

trada. Nas paredes superior e inferior do tunel de vento, que sao consideradas

23



superficies sélidas reais (tinel fechado), aplica-se a condigdo de nao deslizamento
(no-slip), refletindo a aderéncia total do fluido as superficies sélidas. O fluido

adquire a velocidade da parede, que neste caso esta em repouso. Portanto, impoe-se:

v = (0,0) em  Twar (3.43)

sendo I',.; 0 conjunto das fronteiras superior e inferior. Na superficie do aerofdlio,
igualmente ¢ aplicada a condicao de nao deslizamento, uma vez que se trata de
uma superficie sélida onde o fluido adere completamente. Isso permite capturar
corretamente os efeitos de separacao e a formacao de estruturas vorticosas no

escoamento. A condicao é dada por:

v =(0,0) em Dy (3.44)

Por fim, no contorno de saida (outlet), estabelece-se uma condigao mista. Para o
campo de velocidades, adota-se uma condicao de Neumann homogénea, assumindo
gradiente nulo normal a fronteira, o que permite ao escoamento sair do dominio

sem interferéncia artificial:

ov

6_1’1 =0 em Fout ) (345)

onde n é o vetor normal a superficie de saida. Para o campo de pressao, impoe-se

uma condicao de referéncia, usualmente fixando a pressao a um valor nulo:

p=20 em | R (3.46)
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Essa formulagao busca permitir que o escoamento deixe o dominio de forma su-
ave, minimizando possiveis reflexdes numéricas ou instabilidades associadas a saida
do fluido.

Além das condigoes de contorno, é necessario definir uma condigao inicial quando
se trata de um problema transiente, ou seja, que envolve a evolugao do escoamento
ao longo do tempo. A condigao inicial estabelece o estado do fluido no instante ¢t = 0
e tem papel fundamental no bom andamento da simulacao.

Para a simulagao do escoamento ao redor de um aerofélio em um tiunel de
vento, considera-se que o fluido, no instante inicial, ja se encontra em movimento
uniforme. Essa escolha é especialmente adequada quando se deseja obter mais
rapidamente o regime permanente da solugao ou quando se estd replicando uma
condi¢ao experimental estabilizada. Assim, adota-se um campo de velocidade

constante em todo o dominio no tempo inicial, dado por:

v(z,y,t) =ve = (U,0) (3.47)

p(l‘,y,t) = Do (348)

onde pg € a pressao inicial, frequentemente assumida constante em todo o dominio se
a pressao relativa for adotada. Essa configuracao inicial representa um fluido que ja
se desloca na direcao do aerofélio, sem perturbagoes iniciais, o que permite observar
mais claramente os efeitos do contorno do corpo e facilita a obtencao de resultados

estabilizados ao longo do tempo.
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Capitulo 4

Método dos Elementos Finitos

4.1 Formulacao Variacional

A formulagao variacional constitui o alicerce do Método dos Elementos Finitos,
sendo responsavel por reescrever as equacoes diferenciais governantes em uma forma
matematica que possibilita sua discretizacao e resolucao numérica. Para isso, sao
empregadas duas categorias de fungoes: as funcoes de aproximacao, que representam
as variaveis de interesse, como a velocidade e a pressao no caso das equacgoes de
Navier-Stokes, e as fungoes peso, que multiplicam cada equacao antes do processo
de integragao sobre o dominio.

Essas funcoes sao definidas dentro de espagos de Sobolev apropriados, as-
segurando as propriedades de integrabilidade e a existéncia de derivadas fracas

necessarias. Assim, o espago de Sobolev pode ser definido como:

H'(Q) = {'U € L*(9): 3—2 € L*(Q),i=1, m} (4.1)

sendo L?(£2) o espaco de fungoes escalarmente quadrado-integraveis sobre o dominio

Q:

L*(Q) = {u Q- R,/QUQCZQ < oo} (4.2)
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O espago L*(Q) ¢é utilizado para a aproximacao da varidvel pressio, enquanto

m

a velocidade ¢ aproximada no espaco V = H(Q)™, correspondente ao produto

cartesiano de m espacos H'(f2). Define-se, portanto, os subespagos funcionais

destinados a aproximagao das variaveis de interesse:

Sy={veV:v=vp em I} (4.3)

Sp={peL’Q):p=pr em T} (4.4)

De forma andloga, definem-se os subespagcos das fungoes peso, sendo exigido que

essas funcoes se anulem na fronteira onde estao prescritas as condicoes de Dirichlet:

Wy ={weV:w=0 em I} (4.5)

Q={q€L?’():q=0 em I'} (4.6)

Para a obtencao da formulagao variacional do problema, também denominada
formulacao fraca, procede-se a multiplicacao das equagoes de governo pelas fungoes

peso, seguida da integragao sobre todo o dominio:

/[V-V}qu:() (4.7)
Q

ov 1 2 1
/Q{E—i—v-Vv—l—Vp—E-l/Vv—mg - wdf) =0 (4.8)
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A influéncia do campo gravitacional pode ser desconsiderada no presente
problema, uma vez que as forcas gravitacionais sao despreziveis em comparagao
as forcas inerciais e de pressao que dominam o escoamento. Dessa forma, pode-se

reescrever a Fq. 4.8 separando seus termos em uma soma de integrais:

[ |G vewv]wan s [1oiiwan - [ [ ovn] wan=o o)
Q 375 9] Q Re

Como mencionado no Capitulo 3, o primeiro termo da Eq. 4.9 pode ser

reformulado utilizando a notacao da derivada substancial:

ov Dv

Aplica-se, entao, o Teorema de Green ao termo difusivo, principalmente com o
objetivo de reduzir a ordem das derivadas, e ao termo de gradiente de pressao, a

fim de transferir a derivada para a funcao peso e expor o termo de contorno:

/ vV2v - wdf) = —/ vVv : VwdQ + / n-v(Vv)-wdl (4.11)

Q Q r
/Vp-wdQ:—/pV-WdQ+/pw-ndF (4.12)
Q Q r
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Os termos de contorno gerados nas duas equacoes, integrais em I', anulam-se
devido a escolha adequada das fungoes peso, que sao construidas para se anularem
nas fronteiras onde as condicoes de Dirichlet sao impostas, garantindo que nao reste
contribuicao de superficie na formulacao final. Obtemos, desse modo, as equagoes

na forma fraca:

Dv 1
— - wd) — V- wdQ+ — Vv : Vwd() = :
Dt wd /Qp wd +Re/QV v:Vwd 0 (4.13)

/[V -v]gdQ =0 (4.14)

Procede-se, entao, a definicao das formas integrais associadas:

m(%,w): Q%~wdﬂ (4.15)
9(p,w) Z/QPV-WdQ (4.16)
k(v v, W) = /Q VUV Vwde) (4.17)
d(q,v) = /Q V- v]gd® (4.18)

A formulacao variacional, por fim, busca determinar a solucao para v € S, e

p € S,, tais que:

—,w) —g(p,w) + ék(u,v,w) =0 (4.19)
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d(g,v) =0 (4.20)
para todo w € Wy, e ¢ € Q,,.

4.2 Meétodo de Galerkin Semi-Discreto

O Método de Galerkin semi-discreto consiste na discretizacao espacial do pro-
blema continuo, preservando ainda a dependéncia temporal das varidaveis. A partir
da formulacao variacional previamente estabelecida, busca-se construir uma apro-
ximagao baseada em subespacos finitos para as variaveis velocidade e pressao, man-
tendo o tempo como um parametro continuo. Dessa forma, transforma-se o sistema
de equacoes diferenciais parciais original em um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias no tempo.

A discretizacao espacial das varidveis é realizada por meio de funcoes de forma,

definidas localmente sobre os elementos da malha, de modo que:

u(x,t) ~ Z Ni(x)u;(t) (4.21)

v(x,t) ~ Z Ni(x)v;(t) (4.22)

p(x,t) ~ nzpl Pj(x)p;(t) (4.23)
wa(x, ) & n; Wi () wi () (4.24)
wy (1) & Z W) (4.25)

o 0) ~ Z Qi(x)as (1) (4.26)

onde N;, P;, W; e (); sao as funcoes de forma associadas as varidveis do problema
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(v e p) e as funcoes peso (w e ¢), enquanto u;, v;, pj, w; € g; representam os
seus respectivos coeficientes. Desse modo, a dependéncia espacial é integralmente
capturada pelas fungoes de forma, enquanto a dependéncia temporal é associada
exclusivamente aos coeficientes.

Ademais, é importante frisar que o niimero total de graus de liberdade associados
a velocidade é superior ao da pressao, o que é uma caracteristica desejavel do ponto
de vista da estabilidade numérica, por isso nv > np.

Considerando as equagoes de Navier-Stokes em sua forma variacional nas

diregoes ortogonais z e y:

Du Dv ow ow
- - Q— u v Q
[, (v D) ao= [0+ 5y ) o

i/ @8wu+@8wu+@8wv +@8wv 49 — 0 (4.27)
Re QV Or Or Oy dy  Ox Ox Oy Oy N
ou  Ov
— 4+ — Q= 4.2
/Q(ax—i_@y)qd 0 (4.28)

A equagdo da quantidade de movimento (Eq. 4.27) pode ser escrita em duas

equacgoes separadas para z e y, respectivamente:

Du ow 1 [ Ou Ow Ou Ow
w dS) A0+ — — = ——21dQ=0 4.29
Qth Qpﬁx +Re/9y_8x ox +6’y 5’y1 ( )
Dv ow 1 [ Ov Ow Ov Ow
—w, d) — LA+ — —— 2+ ——dO = 4.
Q Dt Qp dy * Re QV Oz Oz i dy Oy } 0 (4:30)

A seguir, procede-se a substituicao de cada varidvel das equacOes por suas
representacoes discretizadas e elementares, conforme definido nas Equagoes 4.21 a

4.26:
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Z/PZDUZWNdQ 2/2 Pyp; d+

(4.31)
_(OW;ON;  OW,ON; B
ﬁ;/egy<8x 8xul+ y 8yul)dQ_0
Z/ ZDUZWN dQ) — Z/ Wi s dr+
| (4.32)

. (OW; ON; oW, O, B
@2@3/23” (ay ayme Ox axv,)dQ—O
N' : aN Q;dQ2=0 4.33
J

em que os coeficientes das fungoes peso, w; e g;, sao eliminados das equagoes de
quantidade de movimento e de conservagao de massa, respectivamente, uma vez que
aparecem como fatores comuns em todos os termos.

Cada termo das equacoes pode ser representado por matrizes definidas local-

mente em cada elemento, sendo expressas da seguinte forma:

OW; ON;
p— N, dS) — € L
ms; . W;N; d k. i / v % Ow
. LOW; ON; ¢ oW,
Ry = /Q dy Oy d aij = /Q ox P; df2
ow; ON;
€. = P ds) ds .. = 0. d)
gyﬂ] Qe ay x,1j e 833 Q]

;dS)

ON,
.
Y, Qe a

Adicionalmente, o operador A, responsavel pela montagem global, é utilizado
para transformar as matrizes elementares em matrizes globais que representam

todo o dominio computacional. Dessa forma, obtém-se:
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M,=Am®;  My=Am; Kn=Ak,; K, =AMk

W

G, = Ag ; G, =Ag, ; D, = Ad; ; D, = Ady ;

Finalmente, as equacoes 4.31, 4.32 e 4.33 podem ser organizadas em um sistema

de equagoes diferenciais ordinarias:

1
M4+ E(Km + Ky)u—Gyp=0 (4.34)
1
My + E(Km + Kyy)v—Gyp =0 (4.35)
D,u+ Dy =0 (4.36)

em que U e v constituem a derivada material, definidas por uw =
[Duy/Dt, ..., Duy,/Dt] e v = [Dvy/Dt, ..., Dvy,/Dt]. Os valores nodais de pressao
e velocidade sao representados por p, u e v. As dimensoes das matrizes do sistema
sao nv x nv para K., K,,, M, e M,, nv x np para G, e G, e por fim np x nv para
D, eD,.

E possivel, de forma alternativa, representar o sistema de modo mais compacto,

tratando as componentes da velocidade de maneira vetorial:

1
Mv+—Kv—Gp=0 4.37
V4 oo Kv—Gp (4.37)
Dv =0 (4.38)
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4.3 Método Semi-Lagrangeano

Na formulacao classica das equacgoes de Navier-Stokes, o termo convectivo nao
linear surge na derivada material, conforme apresentado na Secao 3.3 do Capitulo
3. Essa derivada representa a taxa de variagao de uma propriedade ao longo da
trajetéria de uma particula fluida, e estd no cerne da descricao Lagrangeana do

escoamento. Em sua forma geral, é dada por:

Dv  0Ov
E—E—i—v-Vv (439)

A discretizagao desse termo no contexto Euleriano, ou seja, com base em uma
malha fixa no espaco, pode resultar em instabilidades numéricas, especialmente em
escoamentos com regime convectivo dominante, nos quais o nimero de Reynolds é
elevado. Uma das formas de lidar com essa dificuldade é utilizar o método semi-
Lagrangeano, que permite uma abordagem hibrida entre as formulacoes Lagrange-
ana e Euleriana.

Esse método consiste, essencialmente, em avaliar a quantidade transportada ao
longo da trajetéria de uma particula fluida, tracando-a a partir do ponto onde se
deseja calcular a solucgao, retrocedendo no tempo até encontrar o ponto de origem da
particula. Neste trabalho, o método é aplicado a derivada material da velocidade,
com o objetivo de obter maior estabilidade e robustez numérica.

A ideia central da formulacao de primeira ordem é que, para um dado ponto fixo
x; na malha, busca-se o ponto x; no instante anterior que deu origem a particula

fluida agora presente em x;. Isso pode ser representado pela aproximacao explicita:

X =x — At v (4.40)

A Figura 4.1 representa, em uma dimensao, a trajetéria caracteristica de um

34



ponto material ao longo da malha computacional. O circulo branco indica a posi¢ao
do ponto material, enquanto o circulo preto corresponde ao né da malha. A linha
tracejada mostra a trajetoria caracteristica, conforme descrita na Equacao 4.40.
Nesse contexto, a posicao x; e a velocidade v;, conhecidas no instante t", sao

utilizadas para estimar o ponto de partida x4 no instante anterior "1,

° PN . ° ° tn+1
Ti—1 X Tit1
P P /@ s ° tn
t
chd,a’ o . ° tn—l
| , Tj—1 Z; Ti+1
T

Figura 4.1: Esquema unidimensional do método semi-Lagrangeano. O ponto x4 é

encontrado integrando a malha para tras no tempo, de acordo com a Eq. 4.40.

O ponto x4, em geral, nao coincide com um né da malha, portanto sua velocidade
nao esta diretamente disponivel. Para obté-la, identifica-se o elemento no qual ele
esta inserido e realiza-se uma interpolacao com base nas velocidades nos nés desse
elemento, utilizando as funcoes de forma associadas. Essas velocidades se encontram
no tempo t", portanto a velocidade vy também pertence a esse tempo.

Com essa informagao, aproxima-se a derivada material pela diferenca entre as

velocidades v; e vy:

Dv vty
DT A (441)

Desse modo, o termo convectivo é incorporado de maneira implicita na mo-

vimentacao da particula, eliminando a necessidade de discretiza-lo explicitamente,
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como seria feito com outros esquemas. Como resultado, o método semi-Lagrangeano
tende a apresentar maior estabilidade numérica, mesmo com passos de tempo re-
lativamente grandes, além de reduzir oscilagoes esptrias associadas a escoamentos
dominados por conveccao.

Para que o método semi-Lagrangeano opere de forma eficiente, é fundamental
um cuidado especial na etapa de localizagao do ponto de partida. Essa etapa, se mal
estruturada, pode comprometer o desempenho da simulagao, sobretudo em malhas
com grande numero de elementos. Neste trabalho, adotou-se uma estratégia de
busca baseada na vizinhanca imediata de cada n6 da malha. A partir do ponto x;,
verifica-se se o ponto de partida x,; pertence a algum dos elementos adjacentes.

Caso nao seja localizado, calcula-se a distancia de x; aos nés desses elementos e
seleciona-se aquele mais proximo, reiniciando o processo a partir de sua vizinhanca.
O ciclo se repete até que o elemento que contém o ponto x4 seja identificado.
Essa abordagem mostrou-se eficiente do ponto de vista computacional e apresenta
a vantagem adicional de ser simples de implementar, mesmo em dominios com

geometria complexa.

|

!

/
on

Dominio

Figura 4.2: Representacao de quatro trajetérias possiveis do algoritmo de busca do

no de partida em uma malha triangular.

Conforme ilustrado na Figura 4.2, o algoritmo de busca pode se deparar com
quatro situagoes distintas. No caso 1, o ponto x4 encontra-se diretamente em um
dos elementos vizinhos de x;, sendo localizado logo na primeira iteragao.

No caso 2, o ponto estd mais distante, exigindo multiplas iteracoes — neste
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exemplo, trés — até que o elemento correspondente seja identificado. A cada passo,
calcula-se 0 né mais proximo de x4 entre os presentes na vizinhanca, e o processo
se repete até a localizagao correta.

No caso 3, x4 estd fora dos limites da malha. Nessa situacao, o algoritmo conti-
nua a buscar o ndé mais préximo em cada vizinhanca, mas, ao detectar a repeticao
do mesmo né nas trés ultimas iteracoes, infere que o ponto estd fora do dominio.
Nesse caso, a velocidade v, é atribuida com base na interpolacao entre os pontos de
contorno mais proximos.

Por fim, no caso 4, o ponto x4 esta localizado atras de um contorno interno,
como no entorno de um obstaculo. Mesmo assim, o algoritmo é capaz de encontrar
o elemento correto, contornando a geometria com sucesso.

Como apresentado na Equagao 4.41, a derivada material foi discretizada no
tempo por meio do método semi-Lagrangeano. Desse modo, com as discretizacoes
espaciais e temporais, as equagoes de governo sao representadas, em sua forma

final, por:

n+l _ n 1
MY N Yd 4 VI = G =0 (4.42)
Dv*tt =0 (4.43)

4.4 Elementos de Malha

Uma das etapas fundamentais para a resolu¢ao numérica do problema consiste
na discretizacao do dominio fisico por meio de uma malha formada por elementos
finitos. Essa malha pode assumir configuragoes estruturadas ou nao estruturadas,
sendo que sua topologia e qualidade influenciam diretamente a precisao da solugao,
a estabilidade numérica e o custo computacional envolvido.

No caso das equacoes de Navier-Stokes com varidaveis primitivas, a discretizacao

simultanea dos campos de velocidade e pressao impoe restrigoes especificas a esco-
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lha dos elementos, devido ao acoplamento entre essas variaveis. Uma das exigéncias
mais conhecidas é a condicao de compatibilidade entre os espacos de aproximacao,
formalizada pelo chamado critério de inf-sup ou condicao de Babuska—Brezzi. Essa
condicao estabelece que, para garantir a estabilidade da solucao, os espacgos fun-
cionais escolhidos para representar a pressao e a velocidade nao devem ser iguais,
sendo necessario, na maioria dos casos, empregar elementos com graus de liberdade
distintos para cada variavel.

Neste trabalho, utiliza-se um elemento triangular com quatro nds, sendo
trés localizados nos vértices do triangulo e um adicional no centro geométrico
do elemento. Essa configuracao é frequentemente chamada de elemento P1P1+
(Figura 4.3), onde as componentes de velocidade sdo aproximadas em todos os
quatro nds (incluindo o ponto central), enquanto a pressao é definida apenas nos
vértices. Essa estratégia representa uma abordagem mista, pois emprega fungoes de
forma lineares para a pressao e fungoes com um ponto adicional para a velocidade,
satisfazendo assim a condicao inf-sup de maneira eficiente, sem a necessidade de
utilizar elementos de ordem superior em toda a malha. Os elementos de contorno
sao, naturalmente, unidimensionais e estao representados por um segmento de reta

que liga dois nos.

Velocidade @

Pressio O

Figura 4.3: Elemento P1P1+. Para o célculo da velocidade sao utilizados os qua-
tro nés do elemento, ja para a pressao usa-se apenas trés. Na regiao proxima ao
contorno, uma das arestas do elemento triangular forma também um elemento de

contorno, como indica a linha tracejada.
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Do ponto de vista matematico, as funcoes de forma associadas ao elemento
P1P1+4 sao construidas a partir da base linear usual dos elementos triangulares
P1, acrescida de uma fungao em bolha, que introduz um grau adicional de liber-
dade interno ao elemento. As funcoes P1 classicas, N;, N; e Ny, sao definidas em
termos das coordenadas baricéntricas L;, L; e Lj, do triangulo de referéncia, sendo
continuas em todo o dominio e lineares em cada elemento, com suporte nos vértices
do triangulo. Essas fungoes sao utilizadas tanto para a discretizacao da pressao
quanto para parte do campo de velocidades.

A quarta funcao, associada ao ponto central do triangulo, é uma funcao de
forma interna, N;. Essa funcao, de natureza cubica, é conhecida por ser nula em
todos os vértices e nas arestas do elemento, atingindo valor maximo no centro do
triangulo e seu uso é exclusivo para o enriquecimento do espago de aproximacgao da

velocidade. As funcgoes de forma sao dadas por:

Ny = Ly — 9L, L; Ly,

N, = 27L;L; Ly,

No Método dos Elementos Finitos, cada tipo de elemento possui um conjunto
caracteristico de matrizes elementares, cujo calculo foi abordado na Sec¢ao 4.2,
que representam a contribuicao local de cada célula da malha para as equagoes
globais do problema. As matrizes do elemento P1P1+4 sdo uma extensao direta
daquelas obtidas para o P1 tradicional (Triangulo Linear). A estrutura inicial das
matrizes do elemento P1 (3x3) é ampliada para incorporar o quarto ponto (centro),
resultando em matrizes de dimensao 4x4 no caso de varidveis que utilizam a base
enriquecida. No caso da pressdo, que permanece com interpolacao linear (P1),

mantém-se a estrutura triangular simples com trés nés. Desse modo, temos:
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ke

b? + Ci2 bzbj + CiCj blbk + cicg
1
ki, = 1A bibi +cjci Ui+ by 4 cicr
bib; + crc; bkbj + ckcj bz + Ci
b; b; by
8 lin = 6 b; b; by
b; b; by
G Cj Cg
8y lin = 6l ¢ G G
G G Cg
83 13 13 45
. Ar | 13 83 13 45
m®=—
840 | 13 13 83 45
45 45 45 243
—(27/10)z
ks, +(9/10)z —(27/10)z
—(27/10)z
—(27/10)z —(27/10)z —(27/10)z  (81/10)z
e (9/20>g)e( lin + g)e( ’lIi‘n
8x =
—(9/40)b; —(9/40)b; —(9/40)by
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(9/20)g; lin + g; ’IIi‘n

gy = (4.50)
| —(9/40)c; —(9/40)c; —(9/40)c;
dg = g3 " (4.51)
dy = g5 " (4.52)
i —(9/40)b; |
ave — (11/20)8% 11 + (9/20)85 tin —(9/40)b; (4.53)
—(9/40)bz
| (9/40)b; (9/40)b; (9/40)by, 0o
[ —(9/40)c; |
gve — (11/20)g5 1 + (9/20)85 Tin —(9/40)¢; (4.54)
—(9/40)cy
| (9/40)c; (9/40)c; (9/40)cy, 0
z= M@? + biby + b}, + & + cjce + ¢5) (4.55)

em que m°®, k® gv$ e gvy sao, respectivamente, as matrizes de massa, de rigidez

e convectivas, todas com dimensao 4x4. As matrizes gg e gy, conhecidas como

matrizes do gradiente, possuem dimensao 4x3, ao passo que as matrizes dg e dg,
e

suas transpostas, possuem dimensdo 3x4. As matrizes K, 85 jin € 8y jin, assim

como os coeficientes b; j , € ¢; j i, € a area Ar, sao todos definidos a partir do elemento
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Triangulo Linear e sao usados como base para a definicao das matrizes do elemento
P1P1+.
O elemento unidimensional de contorno também possui uma matriz elementar

indispensavel e cuja importancia sera discutida na préoxima sessao :

02 01
m,s = bh (4.56)
6 1 01 02

A adogao de elementos P1P1+4 é particularmente vantajosa por seu equilibrio
entre simplicidade e estabilidade numérica. Eles possibilitam uma malha leve e de
facil geracao, mantendo um numero moderado de graus de liberdade, ao mesmo
tempo em que garantem uma aproximacao estavel para os campos de pressao e
velocidade.

A formulagao final do sistema de equagoes que rege o problema em estudo esta
expressa nas Equagoes 4.42 e 4.43. Esse sistema linear, estruturado em termos
matriciais, reflete a discretizacao das equagoes governantes e, como ja discutido,
deve respeitar a condicao de compatibilidade entre os espagos de aproximacao da
velocidade e da pressao, exigéncia fundamental para a estabilidade numérica da

solucao. Assim, esse sistema pode ser representado da seguinte forma:

M+ 2K -Gy u A Muy
AM+EK —Gy || v | =] My (4.57)
D, D, 0 P 0

Definindo cada termo da Equacao 4.47 de forma individual:

ﬁM + ﬁK —Gy u
A= LM+ LK -G, w=| v
D, D, 0 p
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Obtém-se o sistema linear Aw = b, em que as dimensoes da matriz A e do vetor

b sdo, respectivamente, (2nv + np) x (2nv + np) e (2nv + np).

4.5 Calculo Numérico de Coeficientes Aero-
dinamicos

A obtencao das forcas fluidodinamicas que atuam sobre o aerofdlio e dos corres-
pondentes coeficientes aerodinamicos € realizada de forma completamente integrada
a estrutura de elementos finitos, a partir dos campos de pressao e velocidade resol-
vidos no dominio.

A superficie do aerofdlio é discretizada por um conjunto de ndés de contorno,
sobre os quais sao avaliadas as contribuicoes locais de pressao e tensao de cisa-
lhamento. Para isso, utiliza-se uma matriz de massa unidimensional, denotada
por M,¢, construida especificamente com base nesses nds. KEssa matriz permite
aproximar, de forma consistente, integrais ao longo da fronteira do aerofélio,
ponderando adequadamente cada ponto em funcao da sua posicao na malha. Além
disso, sao calculados vetores normais unitarios externos n; em cada ponto da borda,
0s quais sao essenciais para a decomposicao da tensao do fluido nas dire¢oes normal
e tangencial a superficie. Assim, a Equacao 3.36 pode ser reescrita em sua versao

discretizada:

F ~ | D (=pimi+ 7 0;) Mag(i) (4.58)

O tensor de tensoes viscosas 7 pode ser representado efetivamente por:
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A pressao p, obtida diretamente nos nés da malha, atua na direcao da normal,
contribuindo para o esforco perpendicular a superficie do corpo. Ja a tensao de cisa-
lhamento, associada aos efeitos viscosos, depende dos gradientes espaciais do campo
de velocidades, os quais sao obtidos numericamente por meio das matrizes derivadas
Gvy e Gvy. Essas matrizes, construidas durante a formulacao do problema, contém
os coeficientes responsaveis por calcular, via interpolacao, as derivadas parciais das
componentes de velocidade u e v nas diregoes = e y. Elas sao, portanto, funda-
mentais para reconstruir o tensor de tensoes viscosas 7 segundo o modelo de fluido

Newtoniano. Desse modo, temos:

1
F, =~ (—png) Mas + R—[QGVX ung + (Gvy u+ Gvy v) n,] M/ (4.60)
e

1
F, =~ (—pny) Mas + R—[QGvy v n, + (Gvy u+ Gvy v) n,] M} (4.61)
e

onde n, e n, representam as componentes dos vetores normais de todos os pontos
da superficie do aerofdlio. A forca resultante F é diretamente decomposta em suas
componentes nas diregoes z e y, fornecendo F, e Fy, respectivamente. Considerando
que o escoamento livre esta orientado ao longo do eixo x, essas componentes cor-
respondem, de forma natural, as forgas de arrasto D (na dire¢ao do escoamento) e
sustentagao L (na dire¢do perpendicular). Dessa forma, os valores obtidos para F,
e F, representam diretamente as forcas aerodinamicas de interesse.

Para a obtencao dos coeficientes adimensionais de arrasto Cp e sustentacao C7,
as forcas F, e F, devem ser aplicados diretamente nas Equacoes 3.40 e 3.41, apre-
sentadas no Capitulo 3, permitindo o calculo dos coeficientes aerodinamicos com

base nas forcas globais atuantes sobre o corpo.
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Capitulo 5

Algoritmo e Metodologia

5.1 Geracao de Malha

Para a geragao da malha, utilizou-se o software Gmsh, uma ferramenta gratuita
e amplamente difundida para modelagem geométrica e discretizagao de dominios.
Sua interface permite tanto a construgao manual quanto programada de geometrias,
com flexibilidade para controlar a densidade de elementos em diferentes regioes.
Apés a definicao da geometria e das regides fisicas, como as fronteiras do canal e
o contorno do aerofélio, o Gmsh exporta os dados no formato .msh, amplamente
compativel com cédigos numéricos desenvolvidos externamente, como o utilizado
neste trabalho.

A malha gerada é composta por elementos triangulares nao estruturados, ade-
quados a representagao de geometrias complexas. Como o modelo numérico emprega
elementos do tipo P1P1+, foi necessario adicionar de forma manual, diretamente no
c6digo, um ponto no centro de cada triangulo, responsavel por armazenar o grau de
liberdade adicional da velocidade.

Considerando o regime moderado do numero de Reynolds adotado nesta
simulagao, tornou-se indispensavel aplicar estratégias de refinamento local da malha
em regioes criticas do escoamento. Como mostrado na Figura 5.1, nas proximidades
do aerofélio, ocorrem fendmenos complexos, como a formacao da camada limite
viscosa, a possivel separacao do escoamento e a geragao de vortices desprendidos
que caracterizam a esteira a jusante. Para representar adequadamente esses efeitos,

a malha foi densificada ao redor do contorno do aerofélio e na regiao posterior a ele,
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permitindo uma resolucao espacial mais refinada capaz de capturar com precisao
os intensos gradientes de velocidade e pressao. Esse refinamento é essencial para
modelar corretamente tanto os efeitos de cisalhamento nas superficies quanto as

estruturas vorticosas associadas ao regime de escoamento considerado.

Figura 5.1: Esquema de refinamento de malha adotado. Os elementos préximos
ao solido devem ser mais refinados para capturar com mais precisao os valores de
velocidade e pressao. O mesmo ¢é valido para a regiao a jusante que é onde ocorrem

fendomenos como separacao do escoamento e vortices.

A malha final apresenta uma transicao suave no tamanho dos elementos, assegu-
rando boa qualidade geométrica e evitando problemas numéricos como angulos dege-
nerados ou ma representacao de fronteiras. Essa estrutura permite que as equagoes
governantes sejam resolvidas com maior estabilidade e precisao, contribuindo signi-

ficativamente para a fidelidade da simulagao.

5.2 Estrutura de Algoritmo Numérico

A implementacao computacional foi desenvolvida em linguagem Python,

utilizando uma estrutura modular que favorece a legibilidade e a organizacao do
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cbdigo. Foram empregadas bibliotecas fundamentais para a manipulacao numérica
e de dados, como NumPy, para operacoes vetoriais eficientes; SciPy, com destaque
para seus recursos de algebra linear esparsa; e Meshio, utilizada para leitura e
interpretacao de arquivos de malha no formato .msh, exportados do Gmsh. O
algoritmo foi estruturado para simular o escoamento de forma precisa e estavel,
respeitando as particularidades da formulagao adotada. A seguir, apresenta-se de

forma concisa a logica de execucao do codigo:

Inclusdo do né central nos
elementos (P1P1+)

Leitura de malha

Criacdo de vetores normais e matriz de massa M,

Montagem da matrizA e
imposicao de condicdes
de contorno

Montagem de matrizes globais
K,M,G;,Gy, D, Dy, Gv, e Guy

A 4

—s| Aplicacdodo método Inicializacdo do vetor b e
I semi-lagrangiano campos U,V e p

I

I v

1 Imposicao de condicoes | Resolucao do sistema linear
| de contornoem b Aw=1>

|

I

|

—— Calculo de forcas e coeficientes aerodindmicos

Figura 5.2: Esquema de funcionamento do cédigo implementado. A estrutura do
algoritmo é mostrada passo a passo até a resolucao das equagoes de governo e pos-

terior cdlculo de coeficientes aerodinamicos.

Inicialmente, o codigo realiza a leitura da malha gerada no Gmsh por meio
da biblioteca Meshio, que permite importar as coordenadas dos nds, a matriz de
conectividade (IEN) dos elementos triangulares e as informagoes sobre os nds de

contorno, devidamente classificados pelas regioes fisicas da geometria. Apds isso, é
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feita a inclusao manual dos nés centrais de cada elemento.

Com os dados de contorno importados, os nds pertencentes a superficie do ae-
rofélio sao identificados e isolados. A partir desses nds, sao construidos os vetores
normais em cada ponto da superficie e montada a matriz de massa unidimensional
M,¢ correspondente ao contorno do aerofdlio, necessaria para o cdlculo posterior das
forcas aerodinamicas.

Na sequéncia, é realizada a montagem das matrizes globais do sistema: matriz
de rigidez viscosa K, matriz de massa M, matrizes de gradiente Gy e Gy, suas
transpostas Dy e Dy, e matrizes convectivas Gvy e Gvy. Nessa etapa, as condicoes
de contorno sao incorporadas diretamente na estrutura das matrizes, assegurando a
coeréncia fisica do problema.

Com as matrizes globais definidas, monta-se a matriz do sistema linear A a
qual incorpora os efeitos viscosos, convectivos e de acoplamento entre velocidade e
pressao. Simultaneamente, o vetor de solugao b ¢ inicializado com as componentes
de velocidade u, v e pressao p, onde se impoem as condicgoes iniciais definidas para
o problema.

A partir desse ponto, inicia-se o laco temporal da simulacao. A cada passo de
tempo, o método semi-Lagrangeano é empregado para calcular a velocidade nos
pontos de partida do escoamento, retrocedendo as particulas a partir da malha de
Euler. Em seguida, o vetor b é reconstruido com base na nova configuracao do campo
de velocidades, e as condigoes de contorno sao novamente aplicadas para garantir a
consisténcia fisica.

Com o sistema montado, resolve-se a equacao matricial Aw = b, obtendo-se as
novas solugoes para u, v e p. Esses valores sao entao atualizados para o préximo
passo de tempo. Por fim, com as velocidades conhecidas, aplicam-se as matrizes
convectivas Gvy e Gv, para calcular os gradientes de velocidade ao longo do con-
torno do aerofélio. Esses gradientes, combinados com os vetores normais, a matriz
de massa do aerofdlio e o campo de pressao, permitem calcular as forcas fluido-
dinamicas e, a partir delas, os coeficientes aerodinamicos de arrasto e sustentacao.
O ciclo entao se reinicia, repetindo-se até atingir o tempo final da simulacao.

Além da organizacao estrutural do algoritmo, é relevante destacar os aspectos

relacionados ao desempenho computacional. Durante a execucao da simulagao,
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observou-se que a maior parte do tempo de processamento estd concentrada
em duas etapas principais: a resolucao do sistema linear e a implementacao do
método semi-Lagrangeano, ambas localizadas dentro do laco temporal. O método
semi-Lagrangeano, apesar de eficiente do ponto de vista da estabilidade, apresenta
grande custo computacional devido a busca iterativa pelo ponto de partida dentro

da malha, exigindo diversas operacoes de interpolacao e verificacao topoldgica.

Tabela 5.1: Tempo aproximado de processamento do semi-Lagrangeano para malhas

de diferentes tamanhos.

Método semi-Lagrangeano

Né6s Elementos Tempo (s)

1123 723 0,11
4414 2892 0,47
17503 11568 2,62
69709 46272 16,91
278233 185088 131,97

Jéa a resolucgao do sistema linear Aw = b é uma etapa demorada, nao apenas pelo
grande numero de graus de liberdade envolvidos, mas também pela necessidade de
manipulacao eficiente de matrizes esparsas, cuja estrutura impoe desafios adicionais
a performance computacional, especialmente em simulacoes de longa duracao ou

com malhas refinadas.
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Tabela 5.2: Tempo aproximado de processamento do sistema Aw = b para malhas

de diferentes tamanhos.

Sistema Aw =1b

Né6s Elementos Tempo (s)

1123 723 0,02
4414 2892 0,10
17503 11568 0,99
69709 46272 10,65

278233 185088 127,11

Outra etapa que também demanda recursos computacionais relevantes, embora
esteja localizada fora do laco temporal, é a montagem das matrizes globais. Esse
processo compreende a integracao das funcgoes de forma e de suas derivadas em
cada elemento da malha, seguida da agregacao dos resultados locais para compor as
matrizes que descrevem o sistema como um todo. Apesar de representar um custo
computacional significativo, trata-se de uma operacao realizada apenas uma vez no
inicio da simulacao, o que a caracteriza como um custo fixo.

A identificagao desses principais gargalos, especialmente a resolucao do sistema
linear e a etapa de busca do método semi-Lagrangeano, ¢ fundamental nao apenas
para a avaliagao do desempenho atual do algoritmo, mas também para orientar
futuras melhorias. Estratégias como o uso de bibliotecas paralelas e técnicas de
pré-condicionamento podem ser exploradas para reduzir significativamente o tempo
de execucao, aumentando a viabilidade de simulagoes mais complexas e em malhas

mais refinadas.
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5.3 Analise de Eficiéncia Computacional: CPU vs
GPU

As GPUs (Placas de video) vém ganhando destaque nas ultimas décadas pelo
seu potencial de paralelismo massivo, que permite realizar milhares de operagoes
simultaneamente. Ao contrario das CPUs (Processadores), que possuem poucos
nucleos otimizados para tarefas sequenciais, as GPUs sao compostas por centenas
ou milhares de ntcleos voltados a operacoes paralelas em larga escala, especialmente
vantajosas em célculos envolvendo grandes volumes de dados matriciais, como é o
caso da algebra linear esparsa. KEssa caracteristica torna as GPUs especialmente
eficazes em aplicagoes cientificas e de engenharia que exigem alto poder computa-
cional, conforme vem sendo discutido pela literatura nos tltimos anos, como em
D’Ambra et al. (2024) e Xiang et al. (2025).

Para viabilizar a execugao de codigo cientifico em GPU, diversas bibliotecas
Python foram desenvolvidas como alternativas as bibliotecas convencionais utiliza-
das em CPU. Dentre elas, destaca-se a biblioteca CuPy, que oferece uma API similar
a do NumPy, permitindo uma transicao relativamente simples de c6digo. Para ma-
nipulagao de matrizes esparsas na GPU, ha ferramentas como cupyx.scipy.sparse,
que espelham a funcionalidade da biblioteca scipy.sparse, amplamente utilizada em
aplicacoes de Elementos Finitos. Assim, torna-se possivel portar trechos criticos de
cédigo para GPU com modificagoes minimas, desde que respeitados os limites de
memoria e estrutura de dados compativeis.

Neste trabalho, realizou-se uma comparacao direta entre CPU e GPU apenas na
etapa de resolucao do sistema linear Aw = b (Tabela 5.3), pois esta é a parte mais
intensiva em operacoes matriciais e, portanto, mais representativa do potencial
de aceleracao oferecido pelas GPUs. Outras etapas do cédigo, como o método
semi-Lagrangeano, envolvem estruturas condicionais e lagcos temporais inerentes a

linguagem Python, que nao se beneficiam de forma significativa da execucao em

GPU.
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Tabela 5.3: Tempo aproximado de processamento do sistema Aw = b para GPU e

CPU, com malhas de diferentes tamanhos.

Noé6s Elementos Tempo (s)

- - GPU CPU
49 28 0,0037  0,0004
181 112 0,0119  0,0015
697 448 0,0507  0,0069

2737 1792 0,2008  0,0597
10849 7168 1,3684  0,5859

43201 28672 11,5734 6,7558

Os testes foram conduzidos utilizando uma GPU NVIDIA RTX 2060, equipada
com 6 GB de meméria VRAM, e um processador AMD Ryzen 5 2600, ambos
inseridos em um sistema com 32 GB de RAM. A comparagao de desempenho
foi realizada com diferentes tamanhos de malha, sendo a maior malha testada
composta por aproximadamente 43 mil nés, limitada pela capacidade de meméria
da GPU. Os tempos de processamento foram analisados e plotados em escala log-log
(Figura 5.3), permitindo visualizar o comportamento da eficiéncia computacional

em funcao do tamanho das matrizes envolvidas.
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Figura 5.3: Tempo decorrido pelo nimero de nods, para CPU e GPU, em escala
log-log. E possivel observar uma vantagem inicial do processamento via CPU que

tende a ser superada pela GPU com o aumento da malha.

Os resultados mostraram que, para malhas pequenas e médias, a CPU apresentou
tempos de resolucao inferiores aos da GPU. Isso se deve, em parte, ao overhead de
comunicacao entre CPU e GPU, e também a relativa ineficiéncia da GPU em operar
em escalas pequenas, onde seu paralelismo nao é plenamente explorado. No entanto,
a medida que o tamanho da malha aumenta, a curva de tempo da CPU cresce
mais rapidamente do que a da GPU. Essa tendéncia, evidenciada no grafico log-log,
indica que, para malhas maiores do que as testadas, caso nao houvesse limitacao de
VRAM, a GPU tende a superar a CPU em desempenho, confirmando seu potencial
de aceleracao para aplicacoes em larga escala.

Apesar de, em todos os testes realizados, os tempos absolutos da CPU serem
menores, os resultados obtidos apontam uma tendéncia clara de ganho de eficiéncia
da GPU para problemas mais complexos. Essa observagao sugere que, com o uso de

placas graficas com maior capacidade de memoria e arquiteturas otimizadas, como as

encontradas em GPUs voltadas a aplicacoes cientificas (NVIDIA A100 / NVIDIA
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H100), pode-se obter aceleragoes significativas na simulagdo de escoamentos com
elevado nimero de graus de liberdade.

Esses resultados demonstram que a adocao de GPUs em simulagoes numéricas,
ainda que limitada por questoes de compatibilidade e memoria, representa uma via
promissora para simulagoes mais rapidas e eficientes no contexto da Fluidodinamica

Computacional.
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Capitulo 6

Validacao

6.1 Escoamento de Poiseuille

A validacao de um cédigo numérico constitui uma etapa essencial em estudos
computacionais, pois assegura que a implementacao esteja de acordo com os
fundamentos fisicos e matematicos que definem o problema em andlise. Para iniciar
esse processo, foi adotado o caso do escoamento de Poiseuille, também conhecido
como escoamento entre placas paralelas. Trata-se de uma configuracao classica na
mecanica dos fluidos, cuja solucao analitica é bem estabelecida. Uma representagao

esquematica do problema ¢ dada pela Figura 6.1.

Figura 6.1: Representacao do escoamento de Poiseuille. A velocidade é unidirecional

e o gradiente de pressao é constante.
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Esse escoamento corresponde a um regime laminar, incompressivel e bidimen-
sional, em um canal com paredes paralelas, onde a velocidade é unidirecional e o
gradiente de pressao é constante. A solucao analitica desse problema resulta em

um perfil parabdlico de velocidade, cuja expressao é dada por:

u="y (L —y) (6.1

em que U,, = 1,5 é a velocidade maxima, L. = 1 ¢ a distancia entre as placas e y ¢
o valor da coordenada vertical. A figura 6.2 mostra o perfil de velocidade u para o

regime permanente com nimero de Reynolds Re = 10:

1.0 1 — Analitico
X Numérico
0.8
0.6
E
>
0.4 4
0.2 4
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
u (m/s)

Figura 6.2: Comparativo entre o resultado numérico, obtido via simulacao, e o

analitico, calculado a partir da Equagao 6.1.

E possivel estimar o erro relativo para todos os nés da malha, levando em conta
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a solucao numérica e a analitica:

> (Un — v,)?
> v

Erro = (6.2)

Os valores u,, e v, sao as velocidades numéricas e analiticas, respectivamente.
O erro relativo para diversas composicoes de malhas diferentes é apresentado pela

Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Erro relativo para malhas de tamanhos diferentes.

Elementos Erro Relativo %

360 6,21
1440 2,66
5760 1,44
23040 0,72
92160 0,36

A andlise da convergéncia do método numérico implementado foi realizada por
meio de plotagem do erro e do ntiimero de elementos em um gréfico log-log, conforme
ilustrado pela Figura 6.3. A inclinacao da curva no grafico corresponde a ordem de
convergeéncia do método, e os resultados obtidos indicaram uma taxa aproximada
de primeira ordem para a variavel de velocidade.

Esse comportamento é compativel com o uso do elemento P1P1+, que, apesar
de incluir um ponto adicional no centro de cada triangulo para interpolar a velo-
cidade, mantém funcoes de forma lineares nos vértices para ambas as varidaveis. A
convergencia de primeira ordem implica que o erro numérico decresce linearmente
com o tamanho do elemento da malha, o que confirma a consisténcia da formulagao

e a correta implementacao do esquema proposto.
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Figura 6.3: Ordem de convergéncia em escala log-log. E possivel observar uma

convergencia aproximada de primeira ordem para a velocidade.

6.2 Escoamento em Cavidade com Tampa Modvel

Um segundo teste classico aplicado para validagao é o escoamento em uma cavi-
dade quadrada com tampa mével. Este problema consiste em um dominio fechado,
onde todas as paredes sao estacionarias, exceto a tampa superior que se move

com velocidade U = 1 constante. A figura 6.4 ilustra as caracteristicas do problema:
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Figura 6.4: Representacao do escoamento em cavidade com tampa movel. As pare-
des sao estacionarias com exce¢ao da tampa superior, que se move a uma velocidade

U=1

O escoamento foi simulado para nimeros de Reynolds de 10, 100 e 1000. As
Figuras 6.5, 6.6 e 6.7 apresentam, respectivamente, os perfis das componentes hori-
zontal e vertical da velocidade no regime permanente para cada valor de Reynolds.
Os pontos utilizados para a plotagem dos graficos sao aqueles presentes no centro
do dominio, com x = 0,5 para v e y = 0,5 para v.

A malha utilizada nesse teste possui 239.583 nos e 80.215 elementos. Os resul-
tados numéricos obtidos foram comparados com os dados de referéncia disponiveis
em Marchi et al. (2009), mostrando boa concordancia ao longo dos perfis avaliados.
Essa comparacgao reforca a capacidade do modelo em capturar adequadamente
os efeitos do ntumero de Reynolds sobre a estrutura do escoamento, mesmo em

diferentes regimes de viscosidade e inércia.
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Figura 6.5: Perfil de velocidades horizontal u e vertical v para Re = 10. A con-

cordancia entre os resultados obtidos na simula¢ao com a referéncia, Marchi et al.

(2009), é alta.
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Figura 6.6: Perfil de velocidades horizontal u e vertical v para Re = 100. Mesmo

aumentando o Re em 10 vezes, os resultados obtidos sao bem préximos aos valores

de Marchi et al. (2009).
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Figura 6.7: Perfil de velocidades horizontal u e vertical v para Re = 1000. Com o
valor cada vez maior de Re, o resultado numérico tende a se distanciar dos valores

de referéncia, mantendo-se entretanto em uma uma faixa razoavel.
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6.3 Escoamento em Torno de um Cilindro

Além das velocidades do escoamento, é necessario realizar a validacao do calculo
das forcas e coeficientes aerodinamicos, sendo esta uma etapa fundamental na
verificacao da precisao do método numeérico aplicado. Nesse contexto, o problema
do escoamento bidimensional incompressivel em torno de um cilindro circular
fixado em um canal retangular se destaca como um dos testes mais consagrados
da literatura. O estudo de referéncia é fornecido por Turek and Schéfer (1996) e a

representacao esquematica ¢ ilustrada pela Figura 6.8:

(U,H) u=0 v=

Figura 6.8: Representacao do escoamento em torno de um cilindro fixo em que no

contorno de entrada do canal a velocidade tem perfil parabdlico U.
onde D = 0,1 m, H = 0,41 m e o comprimento do dominio mede 2,2 m. O

nimero de Reynolds adotado é 100 e o contorno de inlet tem um perfil parabdlico

como velocidade de entrada U, dado por:

(6.3)

em que U, = 1,5 m/s é a velocidade maxima. A malha implementada nesse teste
possui 129.239 néds e 85.880 elementos. A Tabela 6.2 apresenta os valores de Cp e
Cp, além da diferenca de pressao Ap e numero de Strouhal St, obtidos ao final da

simulacao. Também foram inseridos alguns dos resultados disponiveis em Turek and
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Schéfer (1996) para comparagao.

Tabela 6.2: Comparacao de resultados obtidos na simulagao com a literatura.

- CbD max CrL max St Ap
Trabalho atual 29385  1,0469 0,2619 2,4376
3,2358  1,0069 0,3003 2,4892
Turek and Schéfer (1996) | 3,2267  0,9862 0,3017 2,4833
3,2314 09999 0,2973 2,4707
31822 10692 0,2960 26066

No regime transiente do escoamento com Re = 100, observa-se que os coefi-
cientes de arrasto Cp (Figura 6.9) e de sustentagdo Cp (Figura 6.10) passam a
exibir comportamento oscilatério apds a fase inicial de estabilizacao, o que é o

comportamento esperado.
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221
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Figura 6.9: Evolucao do comportamento do coeficiente de arrasto C'p em fungao do

tempo adimensional tU,,/D.
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Figura 6.10: Evolugao do comportamento do coeficiente de sustentacao C em

funcao do tempo adimensional tU,,/D.

Esse padrao periddico é caracteristico da formagao e desprendimento alternado
de vértices na esteira do cilindro, conhecido como padrao de von Karman. O grafico
do (1, em particular, apresenta oscila¢oes em torno de zero, refletindo a alternancia
da forga de sustentagao conforme os voértices se desprendem de forma simétrica. Ja
o Cp oscila em torno de um valor médio positivo, com amplitude menor, devido a
contribuicao dominante da resisténcia ao movimento.

Esses resultados indicam que o modelo implementado foi capaz de capturar a
dinamica do escoamento com fidelidade, reproduzindo os principais efeitos fisicos
esperados. Por fim, a Figura 6.11 permite a melhor visualizagao dos padroes de

vortices alternados para os campos de velocidade e pressao.

65



Velocidade
0.0e+00 05 1 1.5 2.1e+00

—— '

S .

-

(a) Distribui¢ao da magnitude do vetor velocidade, em que a cor preta indica valor nulo e

a cor amarela corresponde a magnitude maxima |v| = 2, 1.
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(b) Campo de pressao representado por um gradiente de cores, onde o preto indica os

menores valores de pressao e o amarelo corresponde aos valores mais elevados.

Figura 6.11: Campos de velocidade e pressao de um cilindro para Re 100. As regioes
de baixa pressao em (b) correspondem aproximadamente aos centros dos vértices,

os quais podem ser identificados na distribuicao apresentada em (a).



Capitulo 7

Resultados

Este capitulo apresenta os principais resultados obtidos a partir da simulacao
numérica do escoamento viscoso e incompressivel ao redor de um aerofélio, posici-
onado no interior de um tunel de vento. O problema simulado visa representar, de
forma aproximada, as condicoes fisicas observadas em ensaios experimentais condu-
zidos no Laboratério de Mecanica dos Fluidos e Aerodinamica (LabMFA) da Escola
Politécnica da UFRJ, onde um aerofélio de madeira é submetido a uma corrente de
ar controlada.

Durante o processo de geracao da malha computacional, a geometria do ae-
rofélio foi discretizada em uma configuragao invertida em relacao a montagem fisica
no tunel de vento. Apesar de essa inversao nao ter sido proposital, optou-se por
manter a simulacao nessa configuracao por razoes técnicas e conceituais. O dominio
computacional foi configurado em duas dimensoes, considerando um escoamento bi-
dimensional ao redor do perfil do aerofélio. A geometria do aerofdlio foi aproximada
a partir de medigoes visuais e fotograficas do modelo fisico. O campo de velocidades
imposto na entrada do tiunel corresponde a uma velocidade média de aproximada-
mente 5 km/h, o que, considerando as propriedades do ar a 25°C (p = 1,184 kg/m3 e
p=1,849-10"° Pa.s), resulta em um nimero de Reynolds da ordem de Re ~ 11400.

Os parametros fisicos do dominio sao representados na Figura 7.1.

67



u=0 v=0
p=0 H > D u=U
v=20
D,
Y
u=0 v=0 I—J
L

Figura 7.1: Representacao dos parametros do escoamento em torno do aerofélio em
tunel de vento. A distancia D; é dada partir da entrada, enquanto que D, é dada a

partir da parede inferior. A velocidade U de entrada é constante e igual a 5km/h.

O comprimento do dominio é L = 173 ¢m, e a altura é dada por H = 30 cm.
As distancias Dy = 80,5 cm e Dy = 15,5 ¢m sao estabelecidas a partir da entrada
e da parede do tunel, respectivamente. A corda tem tamanho ¢ = 12,85 ¢m e a
espessura maxima é 2,77 cm. A malha utilizada para o dominio possui 377.635 nés
e 251.290 elementos, e foram realizadas simulagoes para cinco angulos de ataque a:
-6°,-3°,0°, 3° e 6°.

As Figuras 7.2 e 7.3 apresentam os valores dos coeficientes Cp, e Cp para a = 0°.
Para esse caso, o escoamento apresenta um regime oscilatorio tipico do despren-
dimento periddico de vértices, com um valor médio de coeficiente de sustentagao
Cr,, = —0,089. Esse valor levemente negativo indica uma assimetria residual no
perfil, amplificada pela inversao da geometria e reforgcada pelo fato de a amplitude
inferior das oscilagoes ser mais acentuada do que a superior. O coeficiente de ar-
rasto médio registrado foi de Cp,, = 0,162, valor plenamente compativel com os
niveis esperados para perfis simétricos ou quase simétricos operando nesse regime
de Reynolds. O ntumero de Strouhal, calculado em St = 0,196, encontra-se dentro
da faixa tipica esperada para este tipo de escoamento, sugerindo um padrao de von
Karman bem estabelecido. Os campos de velocidade e pressao, exibidos pela Figura

7.4, confirmam as tendéncias dos graficos dos coeficientes Cp, e Cp.
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Figura 7.2: Evolucao do comportamento do coeficiente de sustentacao C, em fungao

do tempo adimensional tU/D para a = 0°.
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Figura 7.3: Evolucao do comportamento do coeficiente de arrasto C'p em fungao do

tempo adimensional tU/D para o = 0°.
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(a) Distribuicao da magnitude do vetor velocidade, em que a cor preta indica valor nulo e

a cor amarela corresponde & magnitude maxima |v| = 2,9.

Pressao
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(b) Campo de pressao representado por um gradiente de cores, onde o preto indica os

menores valores de pressao e o amarelo corresponde aos valores mais elevados.

Figura 7.4: Campos de velocidade e pressao para um aerofélio simétrico em angulo
de ataque a = 0°. Como no caso do cilindro, existe a ocorréncia de vortices de von

Karmaéan.

Para o angulo de ataque igual a 3°, o comportamento do escoamento ao redor do
aerof6lio mantém caracteristicas similares as observadas em 0°, porém com intensi-

ficagao da sustentagao negativa, o que é esperado devido a configuragao adotada. O
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coeficiente de sustentagao médio obtido no regime permanente foi de C7,, = —0,284,
valor compativel com o crescimento quase linear de ', em fun¢ao do angulo de ata-
que, comportamento comum para aerofdlios simétricos ou quase simétricos em baixos

nimeros de Reynolds.
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Figura 7.5: Evolucao do comportamento do coeficiente de sustentagao C';, em fungao

do tempo adimensional tU/D para a = 3°.

O coeficiente de arrasto médio, por sua vez, foi de Cp, = 0,164, muito préximo
do valor obtido para angulo de ataque zero, indicando que o acréscimo de angulo
ainda nao produziu separagoes significativas ou aumento expressivo de perdas de
energia no escoamento. Essa estabilidade do Cp em pequenos angulos € tipica de

perfis que operam dentro da faixa linear de resposta aerodinamica.
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Figura 7.6: Evolucao do comportamento do coeficiente de arrasto C'p em fungao do

tempo adimensional tU/D para a = 3°.

O numero de Strouhal calculado para este caso foi de St = 0, 171, apresentando
um leve decréscimo em relagao ao valor obtido anteriormente. Essa reducao sugere
uma diminuicao na frequéncia de desprendimento de vortices, o que pode ser ob-
servado na Figura 7.7. Isso pode estar relacionado ao deslocamento do ponto de

separacao e ao alargamento da esteira, a medida que o angulo de ataque aumenta.
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(a) Distribui¢ao da magnitude do vetor velocidade. As velocidades mais baixas se concen-

tram na regiao acima do corpo, ja as mais altas em baixo.

Pressao
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|

(b) Mapeamento do campo de pressao utilizando um gradiente de cores. As pressoes

maiores se concentram acima do corpo, as menores abaixo, o que mostra sintonia com o

campo de velocidades.

Figura 7.7: Campos de velocidade e pressao para um aerofélio simétrico em angulo
de ataque o = 3°. H& uma diminuicao visivel na frequéncia dos vértices que é

reforcada pelo decréscimo do valor de St.

Com o aumento do angulo de ataque para 6°, o coeficiente de sustentagao médio

obtido foi de Cp,, = 0,141, valor positivo, diferentemente dos casos anteriores. Esse
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comportamento reflete uma mudanca de sinal na forca de sustentacao, coerente
com o aumento do angulo de ataque sobre o perfil invertido, o que implica que a
sustentacao esta agora dirigida no mesmo sentido do que seria o “extradorso” do
perfil na montagem fisica.

O grafico de C';, mostra um pico inicial acentuado, acima de 1,3, seguido de uma
queda abrupta e entrada em regime oscilatorio de menor amplitude. O valor médio
final é significativamente inferior ao valor de pico, o que indica uma perda parcial
de sustentacao ao longo do tempo, comportamento tipico da entrada em stall. Esse
fenomeno ocorre quando o aumento do angulo de ataque leva a separacao do escoa-

mento na superficie do aerofdlio, reduzindo drasticamente a eficiéncia aerodinamica.
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Figura 7.8: Evolucao do comportamento do coeficiente de sustentagao C';, em fungao

do tempo adimensional tU/D para o = 6°.

O coeficiente de arrasto também apresenta um crescimento notével, com valor

de CD

., = 0,223, superior ao dos casos anteriores. A evolucao temporal de Cp
mostra oscilagoes amplas no regime transiente, estabilizando-se posteriormente com
flutuacoes persistentes em torno do valor médio, o que sugere um escoamento sepa-

rado e altamente instavel. Esse padrao confirma a condigao de stall laminar, que,
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segundo a literatura, pode ocorrer em aerofélios simétricos ou quase simétricos em
baixos numeros de Reynolds a partir de angulos de ataque entre 5° e 8°, dependendo
da espessura do perfil e da curvatura.

Por fim, o nimero de Strouhal registrado foi de St = 0, 148, valor inferior ao
dos angulos menores, o que confirma a tendéncia de diminuicao da frequéncia de
desprendimento de vortices. Essa redugao esté associada ao alargamento da esteira
e ao comportamento nao linear do escoamento em presenca de separacao.

O comportamento dos graficos sugere que o perfil atinge um regime aerodinamico

degradado, com perda de sustentagao e aumento de perdas energéticas.
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Figura 7.9: Evolugao do comportamento do coeficiente de arrasto C'p em fungao do

tempo adimensional tU/D para a = 6°.
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(a) Distribuigao da magnitude do vetor velocidade em que é visivel a tendéncia dos vortices

préximos ao bordo de fuga.

Pressdo
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(b) Mapeamento do campo de pressao utilizando um gradiente de cores. Os circulos de

baixa pressao, centro dos vortices, aparecem na superficie superior.

Figura 7.10: Campos de velocidade e pressao para um aerofélio simétrico em angulo
de ataque o = 6°. E possivel observar os efeitos da separacao do escoamento e
entrada em Stall com o surgimento da zona de recirculacao no extradorso, proximo

ao bordo de fuga.

Os valores médios dos coeficientes e os nimeros de Strouhal para cada angulo

simulado estao reunidos na Tabela 7.1. A partir desses dados, foram construidos os
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graficos dos coeficientes aerodinamicos em funcao do angulo de ataque a.

Tabela 7.1: Valores de coeficientes aerodinamicos e niimero de Strouhal para dife-

rentes angulos de ataque de um aerofélio simétrico.

m

6° -0,112 0215 0,154
3° 0,257 0,161 0,178
0° -0,089 0,162 0,196
3° -0,284 0,164 0,171
6° 0,141 0,223 0,148

A andlise dos gréficos dos coeficientes aerodinamicos médios em fungao do angulo
de ataque permite extrair observacoes importantes sobre o desempenho do aerofélio
simulado, sobretudo no que diz respeito a eficiéncia, a sensibilidade do escoamento
e a influéncia de possiveis imperfeicoes geométricas.

A curva de Cp , Figura 7.11, mostra que o aerofélio responde de forma as-
simétrica a angulos de ataque opostos: embora o perfil seja visualmente quase
simétrico, os valores obtidos para a = —3° e a = 3° sao significativamente di-
ferentes, com Cp, = 0,257 e C, = —0,284, respectivamente. Essa diferenca,
somada ao leve valor negativo em o = 0°, sugere que pequenas imperfei¢oes na geo-
metria — seja pela fabricagao em madeira ou pelo processo de modelagem a partir
de imagem — influenciam de modo mensuravel a distribuicao de pressao ao redor
do perfil, comprometendo a reversibilidade tedrica da resposta aerodinamica.

Por outro lado, o gréfico de Cp,,, Figura 7.12, mostra uma tendéncia mais
regular, com uma suave elevacao entre @« = —3° e @ = 3° e um crescimento
acentuado nos extremos —6° e 6°. Esse comportamento sugere que o arrasto,
embora menos sensivel a assimetria que o C, é fortemente influenciado pela
separacao do escoamento, sobretudo quando o angulo de ataque ultrapassa o limite

de operacao eficiente.
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Figura 7.11: Coeficiente de sustentacao C';, em fungao do angulo de ataque ov em um

aerofélio simétrico. Angulos simétricos nao possuem os mesmos valores absolutos

de Cp, o que é esperado devido a imperfeicoes de construcao e modelagem.
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Figura 7.12: Coeficiente de arrasto C'p em fungao do angulo de ataque o em um

aerofélio simétrico. O arrasto é mais suscetivel a mudangas de angulo na ocorréncia

do Stall.



Além disso, nota-se que o perfil é mais eficiente em gerar sustentagao para angulos
negativos (na configuragao simulada), tanto pela maior razao C/Cp quanto pelos
menores valores de arrasto. Especificamente em o = —3°, a sustentacao é elevada
com o arrasto relativamente baixo, o que sugere que o escoamento ainda estd pre-
dominantemente aderido. Essa condicao representa o ponto de melhor desempenho
aerodinamico do perfil simulado, o que seria compativel com o regime de operacao
ideal para perfis de baixa curvatura em baixos nimeros de Reynolds.

Em resumo, os graficos permitem concluir que o perfil simulado, mesmo invertido,
apresenta comportamento fisicamente consistente: ha um ponto 6timo de operacao,
uma resposta linear em baixas incidéncias, sensibilidade a imperfeicoes geométricas
e, finalmente, a transicao clara para o stall. Esses resultados validam tanto a meto-
dologia numérica quanto a relevancia dos efeitos praticos da geometria real sobre o

desempenho aerodinamico.
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Capitulo 8

Conclusoes

Este trabalho apresentou o desenvolvimento e aplicacao de uma formulacao
numérica baseada no Método dos Elementos Finitos para a simulacao do escoa-
mento bidimensional, viscoso e incompressivel, ao redor de um aerofélio simétrico
posicionado em tiunel de vento. A modelagem foi construida a partir das equacoes
de Navier-Stokes em variaveis primitivas, resolvidas com elementos do tipo P1P1+,
associados a discretizacao temporal semi-Lagrangeana de primeira ordem, com o
objetivo de assegurar estabilidade na presenca do termo convectivo nao linear.

A fundamentacao tedrica percorreu desde os principios de conservagao, massa e
quantidade de movimento, até a deducao das equacoes governantes e o surgimento
das forgas fluidodinamicas, culminando na definicao dos coeficientes aerodinamicos
de sustentacao e arrasto. Foram discutidos aspectos geométricos dos aerofdlios, suas
aplicagoes em engenharia e a importancia da analise numérica de escoamentos como
ferramenta preditiva de desempenho aerodinamico.

A geracao da malha computacional foi realizada com o auxilio do software Gmsh,
com atencao especial ao refinamento em regides criticas como a camada limite, o
contorno do aerofdlio e a esteira, especialmente importantes para capturar adequada-
mente fendomenos como a separacao de fluxo e a formacao de vértices. A construcao
e o detalhamento do algoritmo foram apresentados, com destaque para a montagem
das matrizes globais, a implementagao da busca semi-Lagrangeana e o calculo das
forcas e coeficientes aerodinamicos a partir dos gradientes de velocidade e da pressao
na superficie do aerofdlio.

A implementacao foi validada por meio de trés casos classicos: o escoamento de

80



Poiseuille, utilizado para avaliar a ordem de convergéncia, o escoamento em cavidade
com tampa maével, que mostrou a precisao do método em diferentes niimeros de Rey-
nolds, e o escoamento ao redor de um cilindro fixo, conforme o benchmark de Turek
and Schéfer (1996) para Re = 100, permitindo comparar os resultados numéricos
dos coeficientes C'f, Cp e os padroes oscilatérios com referéncias da literatura. Os
testes confirmaram a precisao e robustez da solucao implementada.

Na aplicacao pratica da metodologia, foi simulado o escoamento ao redor de
um aerofélio posicionado em tiunel de vento, considerando angulos de ataque en-
tre —6° e 6°. Os coeficientes aerodinamicos médios de sustentacao C, e arrasto
Cp,, foram calculados em regime transiente para cada caso, revelando um compor-
tamento coerente com o esperado para perfis simétricos em escoamentos bidimensi-
onais. Observou-se uma variagao aproximadamente linear de C, com o angulo de
ataque em baixos valores de incidéncia, bem como o aumento progressivo do ar-
rasto com o crescimento da inclinacao do escoamento relativo, embora sua variagao
para angulos pequenos seja minima. Em angulos extremos, especialmente em 6°,
os resultados indicaram a entrada em regime de stall, caracterizado por perda de
sustentacao e aumento significativo do arrasto, condizente com a separacao do esco-
amento e alteragao do padrao de desprendimento vorticoso. Os gréaficos de Cp, e Cp
em funcao do tempo e do angulo de ataque, assim como os valores do nimero de
Strouhal, confirmaram a capacidade do modelo em capturar fenomenos transitérios
e nao lineares.

Adicionalmente, foi conduzido um estudo de desempenho computacional com-
parando a resolucao do sistema linear entre CPU e GPU. A andlise mostrou que,
para malhas menores, o processador apresentou tempos de processamento inferiores
a GPU, devido a limitagao de meméria da placa grafica. No entanto, a tendéncia
observada no gréfico log-log revelou que o tempo de CPU cresce mais rapidamente
com o tamanho da malha, indicando que, para simulagoes de grande escala, a GPU
tende a superar a CPU em eficiéncia, especialmente em tarefas matriciais intensivas.
Essa comparacao utilizou bibliotecas como CuPy para espelhamento das operagoes
vetoriais e matriciais da CPU em GPU.

De maneira geral, os resultados obtidos validam a metodologia proposta e de-

monstram sua aplicabilidade na andlise de escoamentos em baixos e moderados
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nimeros de Reynolds. Entretanto, algumas limitacoes naturais da abordagem ado-
tada abrem caminho para aprimoramentos e extensoes em pesquisas futuras.

A principal limitacao reside na consideracao de um escoamento bidimensional,
o que, embora bastante 1til para andlises iniciais e para comparagoes com experi-
mentos em tunel de vento de pequena escala, nao captura efeitos tridimensionais
relevantes que ocorrem em geometrias reais, como vortices longitudinais e instabili-
dades fora do plano.

Além disso, a formulagao semi-Lagrangeana de primeira ordem no tempo, embora
estavel e simples de implementar, possui limitagoes quanto a precisao, podendo ser
substituida por versoes de ordem superior ou esquemas adaptativos de tempo, que
preservem acuracia em escoamentos com maior complexidade temporal. Do mesmo
modo, o uso de elementos P1 P14, embora suficientemente robusto e estavel para o
regime laminar e de transicao, pode ser aprimorado em precisao espacial com o uso
de elementos de ordem superior ou técnicas de estabilizacao adicionais.

Com relagao ao desempenho computacional, o estudo comparativo entre CPU e
GPU revelou tendéncias promissoras, mas ainda limitadas pelo hardware disponivel,
em especial pela memoéria reduzida da GPU utilizada. Futuras implementacoes
podem explorar arquiteturas com maior capacidade de paralelismo, como GPUs com
maior VRAM, bem como integrar bibliotecas de alto desempenho para computagao
cientifica paralela, como PETSc, PyTorch, numba.cuda ou OpenACC, para explorar
a0 maximo o potencial da computacao acelerada.

Outros desenvolvimentos possiveis incluem a simulacao de escoamentos transi-
entes nao periédicos, analise aeroactustica, ou mesmo a introducao de condigoes de
contorno moveis, simulando flapping ou perfis oscilantes. Também é possivel ex-
pandir a aplicacao do codigo para perfis reais com geometria detalhada, permitindo
comparagcoes mais préoximas com dados experimentais obtidos em laboratorio.

Por fim, a incorporacao de pds-processamento avancado, incluindo visualizacao
de linhas de corrente, vorticidade e pressao dinamica, podera enriquecer ainda mais
a analise fisica do escoamento, tornando o modelo uma ferramenta mais completa e

aplicavel a projetos reais de engenharia.
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