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SIMULACAO DOS COEFICIENTES DE ARRASTO E SUSTENTACAO PARA
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Daniel Barbedo Vasconcelos Santos

Curso: Engenharia Mecanica

RESUMO

Este projeto de graduagao teve por objetivo a elaboragao de um algoritmo de
em Python para realizar a anélise de um escoamento livre ao redor de uma geo-
metria e ser capaz de pds processar os resultados a fim de calcular os Coeficientes
de Arrasto e Sustentacao. Para isso, foi adotado o Método de Elementos Finitos
para a discretizacao espacial e temporal das equacoes que compoem a formulacao
Corrente-Vorticidade, abordagem esta derivada da Equacao de Navier-Stokes. Para
validar o codigo desenvolvido, casos ja amplamente estudados na literatura, fosse
por calculo analitico ou por outras simulacoes validadas, serviram de base de alta
confiabilidade para comparacao dos resultados calculados com a metodologia ado-
tada. Uma vez validado, o codigo foi usado para simular trés casos, distintos um dos
outros, para a realizacdo de uma analise comparativa destes. O modelo adotado se
mostrou satisfatorio quanto a natureza fisica esperada para cada caso. Assim sendo,
este trabalho alcancou seu objetivo.

Palavras-chave: Formulacao Corrente-Vorticidade, Método de Elementos Finitos,

Fluidodinamica Computacional.
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ABSTRACT

This graduation project aimed to develop a Python algorithm to perform the
analysis of a free flow around a geometry and be able to post-process the results
in order to calculate the Drag and Lift Coefficients. For this, the Finite Element
Method was adopted for the spatial and temporal discretization of the equations that
compose the Stream-Vorticity formulation, an approach derived from the Navier-
Stokes equation. To validate the developed code, cases already widely studied in
the literature, either by analytical calculation or by other already validated simula-
tions, served as a high reliability basis for comparing the results calculated by the
adopted methodology. Once validated, the code was used to simulate three cases,
each distinct from the others, to carry out a comparative analysis of these. The
model adopted proved to be satisfactory in terms of the physical nature expected
for each case. Therefore, this work achieved its objective.

Keywords: Streamfunction-Vorticity Formulation, Finite Elements Method, Com-

putacional Fluid Dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Fluidos e seus comportamentos sao parte fundamental de diversos aspectos
tanto do cotidiano quanto da pesquisa e da industria. Dinamica dos fluidos afeta
varios setores do desenvolvimento tecnologico, seja no que toca o resfriamento
de equipamentos e componentes, lubrificacao, escoamento em dutos dos mais
diversos fluidos, ventiladores e bombas, maquinas hidraulicas em geral e, mais
intensivamente, a industria petrolifera que trabalha com equipamentos submersos
e a industria de meios de transporte que estd constantemente tentando produzir
veiculos que consigam se deslocar cortando o ar ou agua da forma mais eficiente o
possivel. Estes desenvolvimentos no campo da dinamica dos fluidos sao movidos
pelo interesse em ganho de performance e economia. Reduzir a resisténcia ae-

rodindmica, por exemplo, significa menos energia gasta com estas forcas dissipativas.

No entanto, estudar e aplicar o comportamento de fluidos em pesquisas e
projetos nao é uma tarefa simples. Toda a formulacao de mecanica dos fluidos
existente é relativamente nova e em parte muito complicada, envolvendo muita
correlacao experimental e mateméatica muito complexa. Por isso, para estudar
o comportamento de um fluido durante um projeto, era muito comum o uso de
experimentos em pequena escala que representavam de forma fiel o comportamento
em escala real. Porém, a realizacao destes costuma ser trabalhosa e custosa, dado
o uso de diversos equipamentos, sensores, ambientes especializados, mao de obra e

tempo de preparo.

Felizmente, gracas aos varios progressos na area da computacao, computadores
cada vez mais potentes oferecemn uma alternativa aos complexos ensaios fisicos
necessarios em projetos e pesquisas de engenharia. Aliados a diversos métodos
numéricos que surgiram nos séculos XX e X X/, simulagoes computacionais sao
capazes de calcular com precisao o comportamento do fluido em uma vasta gama

de situagoes de engenharia.



Estes métodos numéricos implementados por meio de algoritmos computacionais
para resolver problemas de fluidica sao chamados em inglés de Computational Fluid
Dynamics ou CFD. Dentre os métodos utilizados, dois se destacam. Sao eles o
Método de Elementos Finitos e o Método de Volumes Finitos. Neste trabalho
foi optado por utilizar um desenvolvimento por Método de Elementos Finitos
para a elaboragao de um algoritmo capaz de resolver problemas bidimensionais de

escoamentos de fluidos.

1.1 Introducao a Revisao Bibliografica e ao Método
Adotado

Para tais escoamentos, algumas hipoteses serdao desenvolvidas e a formulacao
matematica serd exibida. Serao abordados fluidos monofasicos, incompressiveis e
newtonianos, descritos pela formulacao Corrente-Vorticidade, advinda das Equacoes
de Navier-Stokes em duas dimensoes. Tal formulacao simplifica o célculo uma vez
que ela torna o termo da velocidade independente do termo da pressao, reduzindo

a quantidade de grandezas a serem calculadas.

Para a adocao do Método de Elementos Finitos, faz-se necessario discretizar o
dominio e a evolucao temporal. A dicretizacao espacial do dominio sera feita pelo
método dos residuos ponderados por meio do Método de Galerkin enquanto que,
por sua vez, a discretizacao temporal sera feita pelo método de diferencas finitas de

primeira ordem.

1.2 Introducao & Validacao Numérica

No entanto, para concluir que o método estd funcionando corretamente, é
necessario fazer uma validagao numeérica do algoritmo adotado e, para isso, dois
casos mais simples e cuja solucao é conhecida foram empregados. Primeiramente,
um escoamento simples entre placas planas fixas e paralelas (Escoamento de
Hagen-Poiseuille) e o escoamento em cavidade com tampa deslizante (Escoamento
Lid-Driven). Para ambos, a solu¢ao é conhecida, seja pela elaboracao da solucao

analitica ou seja por trabalhos anteriores realizados sobre o assunto.



1.3 Introducao ao Ferramental

E, para implementar e analisar os resultados, uma série de ferramentas com-
putacionais é necessaria. Primeiramente, para a execucao do algoritmo, foi usada
a linguagem de programacao Python. Python ¢ uma linguagem relativamente
simples e de facil uso porém muito versatil e com diversas bibliotecas prontas
para uso. Bibliotecas essas capazes de realizar de forma eficiente operacoes de
algebra linear (Numpy) e de se comunicar com outros softwares, como é o caso da
leitura dos arquivos de malha realizada pela biblioteca Meshio. Para a criagao de
malhas, foi usado o software Gmsh, capaz de criar malhas de todos os tipos para
qualquer geometria, seguindo as mais diversas configuracoes adotadas pelo usuario.
Para o poés-tratamento dos resultados, foi usado o software Paraview, que pos-

sui uma gama de ferramentas para analisar os mais diversos aspectos do escoamento.

1.4 Introducao ao Problema Proposto

Finalmente, este trabalho visa utilizar todo esse ferramental mencionado para
calcular arrasto e sustentacao de um corpo imerso em um escoamento em diferentes
valores de Reynolds. Uma geometria relativamente simples, um cilindro, sera
adotada visto que a influéncia da geometria ndo entra no escopo deste trabalho.
Para esta configuragao, serao analisados trés casos distintos de escoamento, cada

um com um valor de Reynolds.

O objetivo final deste trabalho se trata do calculo, por meio de todo o ferra-
mental de métodos numéricos, do coeficiente de sustentacao e de arrasto para um

corpo em escoamento livre.

O coeficiente de sustentacao Cp é uma grandeza adimensional que expressa
a relagao entre a forca de sustentacao e a densidade e velocidade ao redor de
um dado corpo imerso em um escoamento. Este coeficiente, para escoamentos

incompressiveis, é funcao da geometria do corpo e do niimero de Reynolds.

Semelhantemente, o coeficiente de arrasto Cp é um valor adimensional que
relaciona a forca de arrasto produzida por um escoamento ao redor de um corpo
com a densidade e a velocidade do escoamento. Assim como o coeficiente de
sustentacdo, em um escoamento incompressivel, é fungao da geometria e o niimero
de Reynolds.



Ambos os valores sao amplamente utilizados pela inddstria, principalmente a
aeronautica, e por isso sao de grande importancia para a realizacao de projetos de
aeronaves e equipamentos que envolvem escoamentos de fluidos com altos valores
de Reynolds.

Neste trabalho, serao apresentados desenvolvimentos e resultados para uma
geometria relativamente simples. Sera utilizado um cilindro em um escoamento
livre. Por se tratar de um desenvolvimento adimensional, todas as medidas serao

dadas em relacao ao diametro D do cilindro.

Como ilustrado na figura abaixo, determinados comportamentos serao esperados

do escoamento dependendo do valor de Reynolds utilizado.
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Figura 1.1: Exemplos de Escoamentos Livres ao redor de um cilindro para diferentes
valores de Re (Harder, 2012)



1.5 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esta organizado em uma estrutura de capitulos. O capitulo 1 in-
troduz o objetivo final deste trabalho. O capitulo 2 faz a revisao bibliografica da
literatura necessaria para o desenvolvimento de toda a formulacao utilizada. O capi-
tulo 3 introduz o método de Elementos Finitos, principal ferramenta deste trabalho.
O capitulo 4 explicita a metodologia adotada para a obtencao dos resultados. O
capitulo 5 realiza a validacao numérica do algoritmo e demais softwares utilizados.
O capitulo 6 apresenta a formulacao do problema proposto e seus resultados, bem
como uma analise deles. Em seguida, é apresentado um capitulo de conclusao sobre
o trabalho, apresentando reflexdes e pontos a serem evoluidos futuramente. Final-
mente, os anexos contendo todos os materiais pertinentes ao trabalho e as referéncias

sao apresentadas, fechando o documento.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Para o problema proposto, serd necessario primeiramente desenvolver as
equacoes do modelo matematico que representam o comportamento do fluido no

escoamento.

Tais equacoes compoem os fundamentos da mecanica dos fluidos e estao
presentes em diversos livros-texto que abordam o assunto. O livro (FOX]| [2010), por
exemplo, faz um bom trabalho desenvolvendo as formulagoes que serao apresentadas

a seguir.

Para isso, parte-se de algumas hipoteses iniciais. Sao elas: Fluido Newto-
niano, Meio Continuo e Incompressivel. Isto é, sua viscosidade dinamica pu
independe do gradiente de velocidade, dependendo apenas da pressao e tempe-
ratura local e a massa especifica p nao varia com o tempo. Para a formulacao

Corrente-Vorticidade, serd uma exigéncia o escoamento ser incompressivel.

Também, para um escoamento suficientemente bem comportado, serd adotada
a hipotese de que suas propriedades (p e p) serdo uniformes em todos os pontos do

dominio.

Em seguida, as equacoes governantes serao desenvolvidas. Essas equacoes dife-
renciais originam da Equacao do Transporte de Reynolds para um volume de controle
definido (PONTES]| 2009).

D oF
Di VFdV—/VWdV—i-/AFQ~QdA (2.1)

Usando o Teorema de Green no segundo termo do lado esquerdo da Eq. 2.1

% VFdV — /V (%—1; +V- (Fg)) dv (2.2)



onde F' é uma propriedade escalar qualquer do fluido e v é o vetor velocidade
em um ponto qualquer do escoamento. Eq. 2.2 descreve como que a variacao da
quantidade total de F' dentro de um volume V é igual a variacao causada pela
variacao do prorpio F' em V mais a taxa de variagao de F' causada pelo movimento

da propriedade através das bordas do volume de controle.

Assim, dessa equacao, serao desenvolvidas as equacoes da Conservacao de Massa,
da Conservacao da Quantidade de Movimento e, partindo destas, serd desenvolvida

a Formulacao Corrente-Vorticidade.

2.1 Equacao da Continuidade

A Equagao da Continuidade origina da Eq. 2.2 quando usa-se F' = p (Yunus
A. Cengel, 2017). Isto é, quando a propriedade a ser adotada na equacao é a massa

no escoamento.

Assim,

Dﬂt/vpdvz/v(%+V- (pzz)) av (2.3)

Porém, adotando as hipoteses iniciais e adotando que nao ha surgimento ou desa-

parecimento de massa, Eq. 2.3 pode ser simplicada como

}%va/d‘/i /V (%+v' (pzz)) av (2.4)

V- (pr) =0 (2.5)

Portanto

Ou ainda

vVp+pV-v=0 (2.6)

Finalmente, adotando um fluido incompressivel, tem-se p constante e, portanto, seu
b b ) b
gradiente é nulo. isto é, Vp = 0. Assim, a equagao anterior se reduz a forma final

da Equacao da Continuidade

V-y=0 (2.7)



2.2 Equacao da Quantidade de Movimento

Seja, para um volume infinitesimal de fluido, a propriedade quantidade de mo-
vimento dG definida dG = py. Dessa forma, usando a Equacao do Transporte
de Reynolds, definida pela Eq. 2.1 e substituindo a propriedade genérica F' pela

definicao da quantidade de movimento

D/ v = /8p’gdv+/ dA = Fs+ F (2.8)
pu —— puy - ndA = -
Dt v ot s SR

Onde Fjg sao as forgas externas que atuam na superficie do volume e Fg sao as forcas

de corpo que atuam no volume. Dessa forma, essas forcas podem ser escritas como

Fy— / ondA (2.9)
A

FB:/deV (2.10)
v

Onde o é o tensor das tensoes atuando na superficie do volume infinitesimal e g é
um campo vetorial de forgas qualquer atuando no volume infinitesimal. Para este

trabalho, g serd a gravidade.

Dessa forma, usando a Eq. 2.8, Eq. 2.9 e Eq. 2.10, é possivel escrever

/ p~dV—|—/pggy~QdA—/a'QdA+/pgd‘/ (2.11)
A A v

Aplicando o Teorema de Gauss na Eq. 2.11, encontra-se finalmente

0
%+v (puv) =V -0 +pg (2.12)

Expandindo o lado esquerdo da equacao anterior, sendo a massa especifica constante

pg: %[(1 pu (}ﬁ')oﬂt - {y%ﬂ PVQ] (2.13)

Assim, o lado esquerdo da equacgao se torna

Oy
i

Agora, para o lado direito da Eq. 2.12, é possivel expandir o como um termo de

+ pv - Vu

tensoes normais (Pressao P) e um termo de tensoes cisalhantes 7 de forma que

o=—-PI+T1 (2.14)



Sendo I a matriz identidade e 7 pode ser escrito como

T=pn(Vo+ (Vo)") (2.15)
De forma que
V-o=-VP+V -7 (2.16)
B
V-1 =upVi (2.17)

Logo, a Eq. 2.12 pode finalmente ser reescrita como

v 1 .
— +4+v-Vyu=—-VP+vVu+yg (2.18)
ot P =~

Onde v = pu/p é a viscosidade cinematica. Tal equagao é conhecida como Equacao
de Navier-Stokes.

2.3 Funcao Corrente - Vorticidade

Essa formulacao ¢ um modo de expressar a equacao de Navier-Stokes em termos
da funcao corrente ¢ e da vorticidade w. Mais detalhes podem ser encontrados
em (Yunus A. Cengel, 2017) e (Panton, 2013). Essa formulacao é possivel pois o
campo de velocidades de um escoamento pode ser calculado pela funcao corrente,
que é uma funcao escalar que representa a trajetéria das particulas de fluido em
um escoamento. A vorticidade é um vetor que representa o movimento circular das
particulas de fluido em uma regidao do dominio. O vetor vorticidade sera sempre

perpendicular ao campo de velocidades no ponto analisado.

Assim, comeca-se representando a relacao da funcao corrente, que é uma funcao
escalar constante ao longo de uma linha de escoamento e da vorticidade com o
campo de velocidades. Nos casos a seguir, serd adotado um dominio 2D e a hipotese
de que todas as propriedades e o campo vetorial g, representando a gravidade, sao
constantes. Também sera a adotada a hipotese de que o campo escalar de Pressao

P ¢é tal que P = P(x) e logo %—]; = 0.

Definindo a Fungao Corrente, como apresentado em (Yunus A. Cengel, |2017)

O O
3=V B = (2.19)

ox
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E, para a vorticidade, obtida por meio do operador rotacional aplicado ao vetor da

velocidade, sendo o campo de velocidades bidimensional (Panton) 2013)

ov ov
=Vxy=—4—- = 2.20
w U= Ty (2.20)
Usando a Eq. 2.19 na Eq. 2.20, encontra-se a relagao entre ¢ e w.
PP 0% 2

Finalmente, é possivel aplicar o operador rotacional na Equacao de Navier-Stokes
para reescrevé-la em termos da funcao corrente e vorticidade usando os resultados

encontrados acima.

Assim, considerando novamente um dominio 2D, é possivel obter a vorticidade

na direcao Z aplicando o operador rotacional a Eq. 2.18.

Primeiramente, a Eq. 2.18 serd escrita para um dominio 2D. Ou seja, serd escrita

para as direcoes X e Y respectivamente.

ov ov O, 10P [0%v,  0%v,

a a = ——— 2.22
ot +U£ax+”yay p8x+y_8x2+8y2_+gw (2:22)
vy vy vy, 10P [0%v,  0%v,]

-y -7 2.2
ot U$8x+vy8y p8y+y_8:c2+8y2_+gy (2:23)

Aplicando o Rotacional ao lado esquerdo da Eq. 2.18 e agrupando os termos seme-

lhantes

ox dy

ox oy

2 {%_8%}_’_[8% %1 [8% 8%} 0 [8% 8%} 0 l(%y o,

ot lor oy || ox T oy Y or | ox oy | ™oy

Porém, usando o resultado da Eq. 2.7 neste caso 2D

B Ov,  Ovy
V-v=0— I +8_y

O resultado anterior pode ser reescrito como

=0 (2.24)

ot |or oy | Tor |0 oy | Moy |oxr oy

Finalmente, aplicando a Eq. 2.20 ao resultado anterior, o lado esquerdo da Equacao

g {%_8%} 0 [Gvy (%x} 0 [81@ 6%}

de Navier-Stokes é reescrito em termos de w como

2w+v £w+v gw—%
ot “0x Yoy~ Dt
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Em seguida, aplicando o rotacional ao lado direito da Eq. 2.18, sabendo que

0*P B
0xdy
O lado direito da Eq. 2.18 pode ser escrito como

(2.25)

, v, N Po,  Pv, Pu,
ox3  Oxdy? Oyox?  0Oys
Explicitando o operador rotacional presente
[0 (0 _Ov & (v, Ov
ox2 \ 0r Oy oy \ 0r Oy

Aplicando novamente a Eq. 2.20 a este novo resultado e, sabendo que o rotacional

de uma constante é nulo (Panton, [2013) implicando no desaparecimento do termo
da gravidade
32 2
v|=—w+ —w| =V
|:8I2 0y?

Por fim, aplicando os resultados na Eq. 2.18, tem-se

Dw
or = vViw (2.26)
A Eq. 2.26 apresenta a derivada material da Vorticidade no escoamento e, junto a

Eq. 2.21, permite o cdlculo da Funcao Corrente para todos os pontos do escoamento.

Por sua vez, o campo de velocidades pode ser obtido por meio da Fungao Corrente

usando a Eq. 2.19.
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Capitulo 3

Discretizacao do Modelo Matematico

pelo Método de Elementos Finitos

3.1 Meétodo de Elementos Finitos - Método dos Re-

siduos Ponderados e Método de Galerkin

Estes métodos consistem em dividir o dominio €2 e o contorno I' do problema
em partes (elementos) tal que, para elementos suficientemente pequenos, é possivel
considerar que as propriedades dentro destes elementos sao uniformes. Também,
visto que elementos diferentes adjacentes compartilham arestas, vértices e faces,
serd necessario considerar a interagao entre elementos distintos nos célculos (Anjos,
2021).

Tal método é amplamente utilizado na indistria atualmente gracas a capacidade
computacional capaz de suportar as cargas de trabalho e, principalmente, pois este
método oferece uma solucao suficientemente préxima da analitica para problemas
onde a geometria, nimero de corpos, contatos, carregamentos e outros aspectos sao
demasiados complexos para serem resolvidos analiticamente com as ferramentas

matematicas existentes.

A adocao deste método, no entanto, requer uma formulacao propria do pro-
blema, chamada de Forma Fraca do problema, sendo a formulagdo matematica

acima apresentada a Forma Forte.

A Forma Forte de um problema é a formulacdo matemética por meio das
Equacoes Diferencias que descrevem analiticamente o problema e que, se resolvidas
usando as diversas ferramentas matemaéticas, sao consideradas a solucao que

perfeitamente representa o comportamento fisico do sistema. Para a construcao

13



da Forma Fraca, obtida da Forma Forte, sera utilizado o Método dos Residuos

Ponderados e, posteriormente o Método de Galerkin provera a discretizacao espacial.

O Método dos Residuos Ponderados, como descrito em (ROLAND W. LEWIS,
2004), consiste em considerar que, por se tratar de uma aproximagao, a aplicagao de
cada equacgao ird gerar um residuo intrinseco a aproximacao utilizada. Isto é, para

todo 0 dominio 2

Dw*
Dt
VQw* — _w* + R2

. (0w oy
v _(8y’ 3x)+R3

= VV2w* + Rl

Onde R é um residuo gerado e o sobrescrito * indica que se trata de uma aproxi-

macao do valor da variavel.
O método, entao, ird buscar minimizar este residuo no dominio §2 do problema,

dando a ele seu nome de Método dos Residuos Ponderados. Assim, é interessante

explicitar R como

Dw*

— _ 2,

R, = D vV-<w

R2 = VQw* + (JJ*

o=y ( oy oa )

Assim, para minimizar o residuo R no dominio, faz-se o uso de uma funcao peso w
que multiplica R buscando zerar a integral da ponderacao de residuos no dominio.

Isto é

D *
/ w1 R1dQ) =0 — / w1 [ Yo VVQ(,U*:| dQ =0
Q Q Dt

0

/ UJQRQdQ =0 / Wo [VQw* + w*] dQQ
Q Q

Q QO ~ 8y ox

Resultando na Forma Fraca do problema exemplificado. Isto é, a Forma Fraca é a

Forma Forte multiplicada pela fungao peso.

14



Por 1dltimo, é necessario caracterizar o comportamento de w no contorno
do dominio. Dado que este trabalho ird usar apenas condicoes de contorno de
Dirichlet (valores definidos no contorno) e condigées de Neumann (fluxo prescrito)
nulo, entende-se que o residuo no contorno serd sempre zero e, portanto, a fun-

¢ao peso w deverd ser zero no contorno para garantir esta informacao na ponderagcao.

Em seguida, tendo em vista a discretizacao do dominio estudado, sera adotado o
uso de funcoes de interpolacao para definir por aproximacao as variaveis estudadas
ao longo de cada dominio €2¢ pertencente a um elemento especifico do dominio
global €2 agora discretizado. Isto é, uma variavel poderd ser calculada em um ponto
qualquer dentro do elemento por meio da interpolacao dos valores desta variavel em

cada vértice do elemento. Assim, para uma variavel qualquer F'

F(Q,1) = 3 RON(Q), w(®) = 3 w;N;(Q) (3.1)

Onde N;(©2) é uma funcdo de interpolacdo polinomial e F; e w; sdo pesos para
estas funcoes. Também, é considerado uma variavel F' que depende de 2 e da
evolucao temporal do sistema e uma funcao peso w que depende apenas de ). No
entanto, exitem alguns critérios impostos pelo para a escolha dessas fungoes. Tais
critérios exigem que a funcao escolhida seja infinitamente diferencidvel, satisfaca as

condicoes de contorno de Dirichlet e que a funcao N seja nao-nula no contorno.

Finalmente, como nao é possivel trabalhar com somas infinitas, uma vez deter-
minado o nimero de vértices de um elemento, uma aproximacao ¢ imposta. Isto

é

F(Q,t) ~ Z Fi(t)N:(Q) , w(Q) ~ ijNj(Q) (3.2)

Por definicao, a funcao interpoladora deve possuir valor 1 no i-ésimo né6 do elemento

e 0 nos demais nos.

Finalmente, resta apenas escolher a modelagem das funcoes de interpolacao.
Aqui, faz-se o uso do Método de Galerkin. Método este que impde que qualquer
ordem de polinomio interpolador pode ser usada, desde que respeite a seguinte

condicao
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3.2 Elaboracao da Forma Fraca

Seja a forma forte do problema

Dw 2

E—VVW—O

V3 +w=0 (3.3)
&p_ oY

5 =VUz, 37— =0
oy ox Y

Onde a seguinte equacao auxiliar ¢ usada

wpe =V xuv em v(,)=1 (3.4)

definido em um dominio 2 com contorno I' tal que o contorno do dominio pode ser
dividido em I'y, a por¢ao do contorno onde o valor de ¢ é conhecido e I, a por¢ao

do contorno onde ¥ é conhecido.

x,ydl'y, — (') =
e L (3.5)
z,yal, = o) =71

Para nao haver confusao com a notacao entre a vorticidade e a funcao peso, a
vorticidade serd escrita como w,. Assim, para obter a forma fraca, faz-se o uso do

Método dos Residuos Ponderados, lembrando da condigao de w no contorno

Dwz 2
- Q -
/Qw ( Dt vV wz> d 0

/ w(V*) +w,)dQ =0
Q

(3.6)
oY v
/Q ((9y v) ((%H)y)
wr = 0
Comecando pela Vorticidade, expandindo a derivada material
Ow, Ow, ow.,
/Qw( o1 + v B + vy oy V2w, )dQ =0 ; wp =0 (3.7)

Assim, pode-se fazer

fﬂwwzdg —yf;wv%;zdﬂ —Lw(%%ngy%—?) =0 (gg

I 17 117
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Sendo 1] reescrito como

I = — wy - Grad(w,)dS2 (3.9)

Q

Fazendo a derivada por partes para o termo [/

v / wV3w,dQ = v ]f wVw,ndl — v / VuwVw.ds (3.10)
Q r Q

no entanto, relembrando da definicao apresentada na Eq. 3.6 de que a funcao peso

w é nula no contorno

V%M?chzn)df =0 (3.11)

logo

11 = V/ VwVw,dQ (3.12)
Q

Para resolver as integrais anteriores, adota-se a aproximagao introduzida na Eq. 3.2
pois é necessario assumir a forma matematica dessas grandezas e, dado o uso do

método de Galerkin, ja possui critérios para a escolha dessas funcoes.

@(28) = 3 wHN(Q) s w() = BN (313)

Onde u; é o termo dependente unicamente do tempo e que servird de peso para a
i-ésima funcao polinomial linear N;, que depende apenas das coordenadas espaciais
e que juntos vao compor a solucao aproximada introduzida na Eq. 3.2 para a
grandeza estudada. De forma semelhante, b; é o j-ésimo termo, constante por nao
depender do tempo, e que multiplica a a j-ésima funcao polinomial linear N; para

encontrar a solucao aproximada para a funcao peso w.

Agora, resolvendo para I, I[1 e I11:

o0

I /Q we,dQ = /Q i [Z (41 V) (b;N5)

J

dQ (3.14)

ou, na forma matricial
I: /Q[ br ] v u d$) (3.15)
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em seguida

aNy ON,
8uN ON, om0 o | | “
II: V/VwszdQ Vw, = —F =y == 0 1| =B
8x, 8@ .
(3.16)
de forma similar
b
Yw=B|: :[b1 bn] BT (3.17)
bn
Entao
H:y/[... b ] BTB |u; | d0 (3.18)
Q .
Finalmente, para 111
IIT: —/wv Grad(w,)d / Z[ uZVN )(b;N;) | dQ (3.19)
Q

A Eq. 3.19 pode ser reescrita na forma matricial como

/y[ AR A A B P RS
Q .
Juntando os resultados anteriores e simplificando

Definindo ainda

dQ2=0

U

/[NjNZ} d) = ,],/BTBdQ K, /NVN}dQ e (3.20)
Q

logo, finalmente
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é a Forma Fraca do problema.
Também, é necessério escrever a Forma Fraca das fungoes auxiliares.

Partindo das Eq. 3.4,

[ 2)an= [ z [Z<N SR T CE

Usando as relacoes na Eq. 3.20 e definindo

N 9N;
[

] Q0 = G, (3.23)

Entao

Mo, | =G, | (3.24)

Também, definindo

/Q N2%] a0 =G, (3.25)

E seguindo um processo semelhante

Em seguida, partindo da Eq. 2.20

_ Ovy, v, ov,  Ov, _ | _ : |

(3.27)

Esta relacao permite calcular w a partir das velocidades e sera ttil para o calculo
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das condigoes de contorno de w uma vez que as velocidades serao pré-determinadas

no contorno do dominio.
Finalmente, para a relagao

w, + V3 — / w(w, + V*)dQ =0
0

(3.28)

Aproveitando o processo realizado nas Eq. 3.10, Eq. 3.11 e Eq. 3.12 na Eq. 3.28

/(wa + VuwVy)dQl =0
Q

(3.29)

Usando o desenvolvimento das Eq. 3.16, Eq. 3.17 e Eq. 3.18 e mais a definicao na

Eq. 3.20, a Eq. 3.29 é escrita como

Para tornar possivel o calculo, vG sera reformulado de forma que

o

Assim, usando a Eq. 3.31 e adotando

d), v = ['Ua:avy}

oN;

| oz
Ni | o,
Oy

onde I é a matriz identidade. Dessa forma, vG se torna

: ON, : ON,

E usando as definicoes nas Eq. 3.23 e Eq. 3.25

I1G, + |v, | IG,
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3.3 Discretizacao das Equacoes em um Elemento

Triangular

Visto que a malha adotada serd composta de elementos triangulares bidimensio-
nais, ¢ interessante calcular as matrizes M, K, G, e GG, associadas a esses elementos.
Tal desenvolvimento é elaborado em (JACOB FISH, 2007) e na apostila (Anjos,

2022) porém uma recapitulacao sera apresentada abaixo.

X1, M1

X2,Y2

X3, Y3

Figura 3.1: Elemento triangular
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Definindo

Q:[x,y]%/ngdﬂz/y/xfd:cdy

Em seguida, em um elemento triangular, adota-se

w; = u1N1 -+ UQNQ + 'LL3N3 ) w® = blNl + b2N2 + b3N3 (335)

onde, lembrando das regras impostas a funcao N

N1($17y1) =1le N2(I17y1) = N3(x17y1) =0
NQ(I27?J2) =1le N1(902,y2) = N3($2>y2) =0
Ns(z3,y3) =1 e Ni(x3,y3) = No(x3,y3) =0

e, adotando uma formulagao linear (LEWIS, |2004), que oferece performance com-
putacionais mais rapida em detrimento de aproximagoes normalmente, mas nem
sempre, mais grosseiras (Anjos, 2021)

1
= ﬂ(
onde A é a area do elemento triangular.

1
A= D) |71 (Y2 — y3) + 22(ys — y1) + 23(y1 — ¥2)| (3.37)

Assim, resolvendo o sistema anterior

a; = Toyz — T3Y2 b1 =y2 —ys ¢ = T3 — Ty
Ay = T3y1 — Tay2 by =ys —y1 co=a1 — T3

az = T1Yo — Toy1 b3 =y1 — Y2 C3 =12 — 11

Dessa forma, integrando no dominio do elemento as defini¢coes obtidas em Eq. 3.20,
Eq. 3.23 e Eq. 3.25

by by b3

C1 C C3

1
K¢=—.BTpe 3.38
] — K= (3.38)

sendo
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b% + C% blbg + ci1Co b1b3 + cic3
K= — b1b2 + C1Co b% + C% beg + CaC3
bibs + cic3 babs + cocs b§ + Cg

E também
by by bs 1 ¢y C3
Gx = bl b2 b3 s Gy = |C1 C2 C3
bl b2 bg Ci Co C3

3.4 Montagem do Sistema Global

Ao montar o sistema, sabe-se que elementos terao uma justaposicao de vértices

e que, para esses nos, a solucao serd uma soma dos resultados individuais de cada

elemento.

Ty =T} + T}

Figura 3.2: Justaposicao de elementos adjacentes

Dessa forma, o sistema poderé ser representado por grandes matrizes globais M, K,

G, e G as quais representam a interacao de um noé global n; com um noé global n;

como a superposi¢ao das interagoes entre estes pontos i e j (vistos como os nos i e

j do elemento) contidos em certos elementos. Isto é
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Z M,
Z K
xnan Z Gwzg
ynm] Z Gylj

sendo e os elementos que contém os noés n; e n;.
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Ja

iy

n;

J2

Figura 3.3: Interacao entre os nés n; e n; como a superposicao dessas interagoes

representada em elementos que contém esses nos

3.5 Solucao do Sistema

Seja o sistema completo
M |w;| +vK |w;| —vG |w;| =0
Ou ainda

Wi| + MY (vK —vG) |w;| =0

(3.41)

Discretizando no tempo de forma que, pelo método de diferencas finitas explicito

pelo método implicito
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Wil = |92 e |w| = [w! (3.43)

ou por Crank-Nicholson, um método que usa diferencas centradas, com aproximacao

de segunda ordem no tempo e no espaco e que ¢ incondicionalmente estavel

. n+l_ n ntl n
Wil = |44 e |w| = | Lt (3.44)

ou seja

M_
At

{% +vK + QQG} wn:+1 = { (1- G)QG] wn (3.45)

At ’

Onde 6 é uma varidvel que permitird escolher a discretizagao temporal desejada.
Ela sera 0 para o método explicito, 1 para o método implicito ou 1/2 para o método
de Crank-Nicholson.

Em seguida, definindo

M M :
[Kt +vK + HQG:| =Ce {Kt —(1— Q)QG:| Wz =b (3.46)
Clw] =b

Para ser possivel levar em consideracao as condigoes de contorno

- n+1_

C11 Cil2 ... Cim Wi b1
n+1

C21 Coy2 ... Com Wy bg
n+1 -

Ci1 Cio oo Cim w; bz
n+1

Cml Cm2 -+ Com| Wi b,

sendo, no sistema acima
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Lj=i
0;7 #1¢

Na linha 7 em que ha condicao de contorno do i-ésimo ponto.

Finalmente
w?—i—l w?—&-l
w;1+1 w;z+1
wptt - b;
_w%—i-l_ _w:zn-&-l_

Pode ser usado para calcular a iteracao seguinte da Vorticidade em todos os pontos

usando como base os valores obtidos na ultima iteracao e as condi¢oes de contorno.
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Capitulo 4
Metodologia Numérica

Este capitulo ir4 mostrar o passo a passo utilizado para a resolucao numérica

das equagoes de escoamento desenvolvidas até agora para um dado dominio.

4.1 Geometria e Malha

O trabalho de definicao de geometria e criacao de malha foi feito completamente
com o software Gmsh. FEste software foi escolhido dado sua facilidade de uso e
seu codigo aberto e a versao do programa utilizada foi a 3.0.6, gratuita para uso.

Lembrando que todo o descritivo é para uma malha bidimensional.

O primeiro passo para a criacao da malha é definir os contornos da geometria.
Isso pode ser feito no moédulo Geometry por meio de pontos com coordenadas
passada pelo usuario e, entao, ligados por meio de linhas, curvas e arcos definidos
pelo usuario. Uma vez que o contorno esteja fechado, cria-se com um comando a

superficie limitada por este contorno.

Em seguida, é necessério criar os grupos fisicos (Physical groups), grupos estes
que nomeiam as diferentes arestas e superficies da geometria. Esta funcao permite
posteriormente que o coédigo identifique os pontos que compodem certas arestas

como pontos do contorno e quais condigoes de contorno sao aplicaveis a eles.

Uma vez finalizada a geometria, passa-se a criagcao da malha. O modulo Mesh
permite criar uma malha bidimensional a partir da geometria definida de acordo
com uma série de parametros que podem ser definidos. Sao estes o tipo de elemento,
tamanho da malha, zonas de refino, particionamento do dominio e a escolha do

algoritmo de construcao da malha principalmente.
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A Gmsh - C:\Users\Usen\AppData\Roaming/untitled.geo - X
File Tools Window Help

[ Modules
[ Geometry
[ Elementary entties
[® Set geometry kernel
Add
[ Transform
Extrude
Boolean
Filet
Spit curve
Delete
Coherence
Physical groups
Reload script
Remove last script comma
Edit script
[ Mesh
Define
)

pin} i
£ \
Optimize 3D 25 U

375>

Optimize 3D (Netgen)
Setorder 1

Set order 2

Set order 3

High-order tools

Refine by spiting

Partition

Unpartition 125
Smooth 2D

Recombine 2D

Reclassify 2D
Experimental
Reverse

Delete 0 d
Inspect U
Save 0 25 5 75 10
[ Soiver Y
Z X
oxvzCis Done meshing 2D (Wall 0.0491631s, CPU 0.0625s)

Figura 4.1: Criacao de malha usando o Gmsh.

As malhas neste trabalho sdo todas compostas de elementos triangulares de primeira

ordem com o algoritmo Frontal-Delaunay.

Uma vez gerada, a malha pode ser exportada como um arquivo .msh contendo

as definicoes dos pontos, elementos e contornos no formato ASCII.

4.2 (Co6digo Numérico

O codigo que resolve estes problemas foi escrito em Python 3 dado a facilidade
e o amplo nimero de bibliotecas disponiveis. Python possui diversas aplicacoes e

guias e documentacoes sao facilmente encontradas na internet.

O codigo funciona de maneira simples, seguindo uma sequéncia de etapas
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Importagdo do Ferramental (Bibliotecas)

Defini¢do dos Parametros do Escoamento

|

Leitura da Malha

|

Atribuigdo das Condigdes Iniciais de de Contorno

|

Criagdo das Matrizes Globais

|

Calculo das Iteragdes do problema

J

Exportagdo de Itados e Pés-Pr

Figura 4.2: Fluxograma da execucao do coédigo.

4.2.1 Importagao de Bibliotecas e Definicao de Parametros

Como mencionado, o codigo faz proveito de todo um ferramental de algebra
linear ja criado e implementado via a biblioteca Numpy e também conta com
ferramentas proprias para a leitura da malha criada pelo Gmsh, a biblioteca Meshio

na versao 5.0.2.

Para os parametros, é necessario definir o passo no tempo At, v e o tempo final
da simulacao. Com isso o numero de iteracoes e o numero de Reynolds ja poderao

ser calculados.

4.2.2 Leitura da Malha

A leitura da malha por meio da biblioteca Meshio é feita em etapas.

Primeiramente a malha ¢ lida em sua totalidade e guardada dentro de uma
estrutura propria da biblioteca. Dessa estrutura, é possivel obter as coordenadas X

e Y de todos os pontos que a compoem.
Também, a matriz de conectividade (IEN) é obtida desta estrutura. Esta matriz

possui a rela¢do dos pontos (vértices) que compdem cada elemento triangular. Esta

matriz é especialmente importante para a construcao das matrizes globais.
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II'.:.\\. t U2 U3

o
-
ro
Nl

05+
6O 7 8 9
7 4 5 S
04" 8 5) 9 S
9 3 1 ba)

Figura 4.3: Matriz IEN para um exemplo de malha (Anjos, 2021)

4.2.3 Atribuigao das Condicoes Inicias e de Contorno

Nesta etapa, um primeiro valor (Condigdo Inicial) é atribuido para cada
grandeza para todos os pontos da malha. Isto é, define-se uma configuracao de

partida para o sistema.

Em seguida, atribui-se valores de condicao de contorno aos elementos ja
identificados como pertencentes ao contorno. As condicoes que serdao aplicadas

dependem do tipo de condicao aplicada.
Para os valores de V,, V}, e 9, o tipo de condicao aplicada é Dirichlet. Isto é, para
os pontos no contorno, estas variaveis recebem um valor definido pré-estabelecido.

Assim, a cada iteracao, o valor dessas varidveis para esses pontos nao se altera.

Traduzindo isto para o calculo matricial, a aplicacao destas condicoes pode ser

entendida por meio da exemplificacao da resolucao do sistema genérico Au = b
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a1 A ... A1 ... Qum Ui bl
921 o2 ... A9 ... Qom U2 bQ
;1 ;2 Qg Qim U; bz
Aml Ama - Qi oo A | | Um b,

Agora, seja um ponto p; pertencente ao contorno com uma condicao de Dirichlet.
Nesse caso, o valor da variavel neste ponto é conhecida. Isto é u; = b;, onde b; é um

valor pré-determinado.

Assim, para garantir que o valor de wu; seja sempre este, é possivel alterar a

i-ésima linha de A e a i-ésima casa de b de forma a garantir isso. Assim, faz-se

a1 Q2 ... Q13 ... Qim Uy bl
agy Q@22 ... Q9 ... Q9m U9 bg

0 0 1 0 U; b;
Am1 Am2 -« Qi .. Qmm Um bm

Para a condicao de w, é usada uma condicao do tipo Neumman Homogéneo. Nesta
condicao ¢ adotado que o fluxo em dado ponto é conhecido e pré-determinado.
Porém, neste caso, o fluxo prescrito é nulo e isso faz com que a integral no contorno
seja nula e, portanto, a condicao no contorno para w, cujo célculo por elementos

finitos é descrito pela Eq. 3.45, se resume a adoc¢ao do procedimento acima descrito.

Ressaltando apenas que, por depender das velocidades calculadas a cada iteracao,

o valor de w no contorno devera ser constantemente recalculado seguindo a Eq. 3.27.

4.2.4 Montagem das Matrizes Globais

As matrizes globais levam em conta a contribuicao, para um dado ponto, de
cada elemento triangular que compartilha um vértice (ponto mencionado) com
outros elementos. Isto ¢, um dado elemento triangular possuira trés vértices na
forma v;, sendo 7« = 1,2,3. No entanto, cada vértice v; representa um ponto p; da
malha e, dessa forma, as contribuicoes dos diferentes elementos que possuem p;

como vértice serao contabilizadas.
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Para isso, é preciso primeiramente criar as matrizes elementares para cada

elemento, visto que cada elemento terd um conjunto préoprio de matrizes elementares.

Assim, seja para um elemento, uma matriz exemplo A°, 3 x 3, onde a casa ij
representa a interacao entre os vértices ¢ e j. No entanto, no sistema completo, v;

se traduz em p,, e v; em p,.

Logo, a matriz global A pode ser escrita como

A = Y _AC (4.1)

4.2.5 Loop Temporal

Esta é a porcao do método em que se gasta realmente o tempo computacional.
Aqui, o computador ird executar o algoritmo repetidas vezes para calcular a evolucao

temporal das varidveis submetidas as condicoes de contorno e iniciais do problema.

Calcularvalorde w no contorno [

I

Resolver Equagdodo Transporte de w

I

Calculary

I

Calcularo Campo de Velocidades —

Figura 4.4: Loop temporal para o calculo da evolugao temporal do escoamento

Primeiramente, é necessario calcular as condi¢oes de contorno para w usando a

Eq. 3.27 a partir do campo de velocidades obtido na iteragao anterior

Muwitt = G — Gyl (4.2)

Em seguida, apoés calcular vG" pela Eq. 3.34 com o campo de velocidades da tltima
iteracao, resolve-se a equacao do transporte da vorticidade definida na Eq. 3.45

usando as condigoes de contorno calculadas

M n n+l __ M _ . n n
A +vK + 0uG }w = [At (1 —-0)G" | W" + c.c. (4.3)

Calcula-se entdo 1" por meio da Eq. 3.30

Mw"™™ = K™ + cc. (4.4)
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E por fim, calcula-se os valores de v""! e UZ“ usando as Eq. 3.24 e Eq. 3.26

M = Gt e, Mot = —Gymt + e (4.5)

xT

4.2.6 Exportacao e Visualizacao de Resultados

Uma vez terminada a execugao do codigo, os resultados calculados para todos
os pontos da malha em cada iteragao sao gravados em arquivos de texto que podem
ser utilizados para um pos processamento para o calculo dos coeficientes de arrasto
e sustentacao ou entao convertidos em arquivos a serem visualizados no software

Paraview.

Paraview é um software de codigo aberto gratuito que permite a visualizacao de
resultados de simulacoes de elementos finitos. Com ele, é possivel ver os resultados

em cada iteracao para todas as varidveis por meio de representacoes graficas destas.

Também, este programa oferece uma gama de ferramentas de pds processamento
dos resultados, permitindo diversas analises que auxiliam no entendimento dos re-

sultados e na obtencao de outros dados fundamentais ao estudo realizado.

B ParaView 5101 - X
File Edit View Sources Fiters Exractors Tools Catalyst Macros Help

MRLTY DB v FERF KAD> DM melm-mmen @ G
R G2 I XXOWEeRLLLuRC P FEeGa

R L E AR ® LR ERL @

Pwvé-ewss e® Mlayout 2160 | +

‘ L B 2QEHEEALNOTER WA A2 » Renderviews [T [ ®

Properties | Information
Properties ®

Apply @reset | % Delete
ch . (use Esc to dear text)

= Properties (cilindro_farl

— 1.6e+00

nl e

= Display (UnstructuredGi |
—1

IO.S 3
L o

~ 05
i v — 80801

Representation g, toce

Coloring

s Eit LB B3 BN |

*

Figura 4.5: Exemplo de visualizacao de resultados com Paraview
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Capitulo 5
Validacao Numérica

Em ordem de comprovar o funcionamento do método e a qualidade dos resul-
tados, é necessario aplicd-lo a casos simples e cuja solucao analitica é conhecida
para que haja uma comparacao entre o resultado numeérico e a solucao analitica ou

estudos numeéricos validados.

5.1 Caso Escoamento de Poiseuille

O primeiro caso simples para a realizacao da comparacao do resultado numérico
serd um escoamento entre placas planas tal que o dominio e as condigoes de contorno
sao

VU=Ymaxr W=V=0
V7222222227777

vy -n=0

N,
Y=0 V=17=0

Figura 5.1: Descricao do Escoamento entre Placas Planas

Sendo que, na saida do escoamento, dado que o vetor normal n ao contorno é o
vetor unitario e,, retomando a relacao mostrada na Eq. 2.19, é possivel trocar a
expressao da condicao de contorno por

o

Vzﬁ%:O%a—x:—vy:O—H@:O (5.1)
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5.1.1 Solugao Analitica

Para o inicio da comparacao, é preciso desenvolver as solucoes analiticas para as
varidveis estudadas. Para isso, serd considerado uma regiao do dominio suficiente-
mente longe da entrada do canal de forma que

v, oP oP
— =0, —=C, — =0 (5.2)
ox ox oy

Considerando regime permanente e nenhum campo de forcas atuando no escoa-

vy, =0,

mento, as Eq. 2.22 e Eq. 2.23 podem ser resolvidas usando as condigoes de contorno

acima apresentadas de forma que

v, =0 (5.3)
AU,
U= s Y[Ymax — V] (5.4)

Resolvendo a Eq. 2.19 com o resultado anterior

4U vy
_ A 5.5
Y [y 53 (5.5)

2
Ymax

Finalmente, resolvendo a Eq. 2.20

4U o
W, = _Q_[ymax - Zy] (56)

max
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5.1.2 Comparacgao com o Resultado Numérico

Para uma malha de tamanho 0.06, At de 0.1, com 3588 elementos, adotando

Uso = 1.5 € Ymax = 1, seguem os resultados obtidos

/ z P \
/S e e e —— Solugdo Analitica N\

/ e Solug@o Numérica \

Figura 5.2: Comparacao da velocidade horizontal
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_______ Solugdo Analitica

Solugao Numérica

Figura 5.3: Comparacao da fungdo corrente

_______ Solugdo Analitica

Solucdo Numeérica

Figura 5.4: Comparacao da vorticidade
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E fazendo uma andlise da convergéncia da malha, adotando u(y) como o valor da
velocidade horizontal para um dado valor de y e o erro relativo para cada tamanho

de malha como

e = max (M) (5.7)

u(y)

Tabela 5.1: Erro relativo para diferentes malhas

Tamanho de Malha | Erro Relativo
0.15 0.260
0.12 0.199
0.10 0.050
0.08 0.036
0.06 0.038

O erro levemente maior para a malha mais refinada pode ser explicado por erros

numéricos decorrentes da malha muito refinada.
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5.2 Caso Lid - Driven

Trata-se de um outro caso cuja solucao ja é conhecida. Para esta validacao,
foi utilizado como referéncia (U. GHIA, [1982). Neste cenario, adota-se o seguinte

dominio e condigoes de contorno

(]
o

Y
Q22222222222

v w=0
Ve=0 =0
V=0 =0
y
Y
X W=0 ¥, =0 ¥, =0

Figura 5.5: Descricao do caso Lid-Driven

Dado que o material de referéncia (U. GHIA| |1982) contém uma série de
solugoes numéricas para diferentes valores de Re, serd adotado para esta validagao
os casos de Re = 100, Re = 400 e Re = 1000. Para cada calculo computacional, o
perfil de velocidades v, sobre uma reta vertical passando pelo centro geométrico do

dominio serd comparado com o equivalente encontrado na referéncia.
Para uma malha de tamanho 0.05, At de 0.1, com 3360 elementos, adotando

Usw = 1€ Tmax = Ymax = 1, seguem os resultados obtidos em regime permanente

(tanto o trabalho atual quanto (U. GHIA| |1982) atingiram regime permanente)
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VX vy
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Figura 5.6: Exemplo de Calculo Computacional para Re = 10
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Assim, analisando os graficos de v, para os valores de Re mencionados acima

Vx Re =100

1,2

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
v ® Trabalho atual
X

o Ghia

Figura 5.7: Comparacao Lid - Driven para Re = 100
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Vx Re = 400

=

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
o Trabalho atual

Vx
® Ghia
Figura 5.8: Comparacao Lid - Driven para Re = 400
Vx Re = 1000
1,2
=
-0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

® Trabalho atual
Vx

o Ghia

Figura 5.9: Comparacao Lid - Driven para Re = 1000
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Capitulo 6

Calculo do Arrasto e Sustentacao

6.1 Descricao do Escoamento

Como mencionado, este escoamento sera caracterizado como livre e ao redor do
cilindro. Isto é, o cilindro estd muito afastado de quaisquer eventuais bordas do

dominio da simulacdo. Assim, é possivel simplificar a descricdo do problema como

V)} =
________________________________________________ W=Ymax oo
Y=y P =
=Y
Ve= Uy V=0 V=0
V=0 v, =0
______________________________________________ Vy o T
W=0

Figura 6.1: Descricao das Condigoes de Contorno do Escoamento Livre ao redor do
Cilindro

Onde y. é a coordenada y do centro do cilindro no dominio.
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6.2 Equacoes do Problema

Este problema revolve ao redor de duas principais grandezas, a Forca de
Sustentacdo e a Forca de Arrasto. O trabalho elaborado em (J.-Z. WU, 2007)
mostra que a regiao proxima ao cilindro oferece a maior contribuicao para o
calculo da forca sobre o cilindro. Isto é, uma vez que haja formacao de vortices no

escoamento, estes nao irao contribuir para o valor da forca.

Para o célculo desta forga, (L. FTIABANE, 2011) adota um subdominio F com-
posto pela regiao do escoamento proxima ao cilindro e delimitada pelo contorno B,

de forma que a forca do escoamento sobre o cilindro pode ser calculada por

F(t) = —p / V2 hdQ + g ]{3 (- V)ula® + wn)dr (6.1)

Porém, como descrito no trabalho de (L. FIABANE, 2011) e confirmado por (J.-
Z. WU, 2007), & medida que o dominio F cresce, a contribuicao do segundo termo
no lado direito da Eq. 6.1 diminui. Desta forma, para os dominios [F adotados, a
contribuicao deste segundo termo sera de menos de 1% e, portanto, a Eq. 6.1 pode

ser simplificada como

F(t) ~ —N/VzwzggldQ (6.2)
F

Figura 6.2: Descricao das Subregiao ao redor do cilindro

1
Sendo 2~ = ye, — ve,.
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As componentes horizontal e vertical de F' representam a forca de arrasto e
a forca de sustentacao, respectivamente e F' representa a forca do escoamento sobre

o cilindro.
Para ser possivel trabalhar com esta equacao usando os métodos apresentados,
é necessario passar para a forma fraca. Para isso, serd refeito o procedimento que

resultou na formulacao da Eq. 2.28.

Isto é, encontra-se a seguinte formulagao

Fp =Y —pyK |, Fp=> pzK |, (6.3)
F . F .

Onde o somatorio indica que apenas os elementos contidos em F serao contabilizados
em um somatorio das contribuicoes individuais de cada elemento para a forca

F'. x. ey, representam as coordenadas x e y do centro do elemento, respectivamente.

Os coeficientes de arrasto e sustentacao podem ser calculados como

2r.vK |w,, —2y.vK | w,

Cr=2_ (m: Cp=2_ w>: (64)

F F

Dado o nivel requerido de refinamento de malha e At para obter de forma satisfa-
toriamente acurada a convergéncia do calculo do arrasto em valores mais elevados
de Reynolds, sera optado por deixa-lo de fora dos resultados de maior nimero de

Reynolds.
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Para esta simulacao, foi adotada a seguinte malha

Figura 6.3: Visualizagao da malha para o escoamento livre ao redor do cilindro

Sendo os limites superiores e inferiores definidos como uma condicao de Far
Field (v, = 0 e ¢ = ypp), o inlet afastado de 3D do centro do cilindro e o outlet
afastado de 12D do centro do cilindro. A malha é composta de 10664 elementos

triangulares e para todas as simulac¢oes foi usado um At de 0.01.

Para estas simulagoes, foi feito um refino maior da malha na vizinhanga do
cilindro dado que é a regiao de maior sensibilidade ao calculo e, portanto, requer
um tratamento mais cuidadoso para que haja a convergéncia do resultado. Isto
é, haverd variacoes maiores de velocidades e, portanto, vorticidade na regiao mais

proxima ao corpo em comparacao a pontos mais distantes do escoamento.

Foram simulados os escoamentos para trés casos. Re = 50, Re = 200 e Re = 400.
Para cada um foram obtidos os valores de v,, vy, ¥ e w do escoamento desenvolvido
bem como as linhas de corrente e, claro, os coeficientes de sustentacao e arrasto.
Para o célculo destes tltimos pelo método mencionado, diferentes subdominios F

foram adotados dependendo do valor de Re utilizado.
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6.3 Resultados

6.3.1 Re=50

Figura 6.4: Visualizagao de v,, vy, ¥ e w para Re = 50.

Nesta imagem, cores quentes indicam valores positivos enquanto que cores frias
implicam em valores negativos das grandezas estudadas. Na imagem, é possivel
ver o resultado da simula¢do para a componente horizontal da velocidade (v,),

a componente vertical da velocidade (v, ), a Fungao Corrente (1) e a Vorticidade (w).

Como esperado, observa-se uma regiao de recirculacao bem marcada apds o
cilindro e uma esteira com oscilagao pouco intensa, resultado este esperado para tal

valor de Re.

A velocidade em X apresenta um comportamento ainda sem esteiras e com
uma zona de valores negativos, caracteristicas de recirculacao, na regiao de baixa

pressao que se forma logo ap6s o cilindro.

Também, analisando em Y, é possivel notar valores positivos para v, acima
do centro do cilindro e valores negativos para a regiao abaixo deste ponto. Tal
comportamento mostra, como esperado, a divisao da porcao do escoamento que vai
diretamente ao encontro do corpo, sendo uma uma parte ganhando uma velocidade
vertical para cima, para contornar o cilindro por cima e outra direcionada vertical

para baixo, para contornar o cilindro por baixo.

O grafico da vorticidade, mostrando a geracao de vortices ap6s o cilindro também

é um resultado esperado.
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Figura 6.5: Linhas de corrente para Re = 50.

Por meio das linhas de corrente, fica bem marcada a regiao de recirculagao e o
carater pouco oscilatorio da esteira atras do cilindro. Com estes graficos, é possivel
observar que para este valor relativamente baixo de Re ainda nao ha o aparecimento
das esteiras de von Karmén. Estas esteiras sao explicadas na literatura como o
descolamento e aparecimento de esteiras de vortices para valores mais elevados de
Reynolds. Estas serao mais notaveis para valores mais elevados de Re adotados

neste trabalho.

Figura 6.6: Contribuicao de V2w para as forcas de sustentacio e arrasto.

Seguindo a metodologia adotada em (L. FTABANE, 2011), uma delimitacao da

regiao do calculo dos coeficientes de arrasto e sustentagao foi feita em —0.75D na

dianteira do cilindro, 1D posterior ao cilindro e £0.95D acima e abaixo do cilindro,
permitindo a contabilizacdo da porciao de V2w que mais influencia a forca sobre o

cilindro.
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CD 50 CL50

Figura 6.7: Coeficientes de arrasto e sustentacao para Re = 50 calculados para
diversos valores de tempo adimensional.

Para este valor suficientemente baixo de Reynolds, o coeficiente de arrasto apre-
senta um comportamento dentro do esperado, sendo este valor obtido condizente
com a fisica (Cp > 0) e também apresenta carater oscilatorio, ja confirmado nas

analises anteriores dos outros valores para este escoamento.

Quanto ao coeficiente de sustentacao, também apresentando carater oscilatorio,
um valor constantemente negativo indica separacao laminar do escoamento porém
sem transicao para o regime turbulento. Dado o valor baixo de Re esta hipotese

pode ser confirmada.

Um coeficiente de sustentacao negativo indica que a forca de sustentacao esta
orientada oposta ao esperado. Assim, um coeficiente de sustentacao que oscila entre
positivo e negativo implica em uma forca de sustentagao que constantemente alterna

de sentido. Tal comportamento causa vibragoes no corpo imerso no escoamento.
Neste caso estudado, o cilindro esté fixo e portanto nao se move. No entanto,

em um caso onde o corpo possua liberdade de movimento, seria possivel observa-lo

oscilando quando imerso no escoamento em questao.

6.3.2 Re =200

20



Figura 6.8: Visualizacao de v,, vy, ¥ e w para Re = 200.
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Observa-se uma regiao pequena de recirculacao apo6s o cilindro e uma esteira
que comeca a se formar, indicando a transicao para o regime turbulento. Resultado

este esperado para tal valor de Re.

A velocidade em X apresenta um comportamento de inicio de formacao de
esteiras e com uma pequena zona de valores negativos, caracteristicas ainda um

pouco de recirculagio na regiao de baixa pressao que se forma logo apds o cilindro.

Também, analisando em Y, é possivel notar agora fortes variacoes na velocidade

vertical ap6s o cilindro.

O grafico da vorticidade, mostrando a geracao de vortices apds o cilindro agora

também indica o inicio de formacao de esteiras.

Estes resultados sao esperados dentro do aspecto de regime de transicao entre

escoamento laminar e turbulento.

Figura 6.9: Linhas de corrente para Re = 200.

Aqui, as linhas de corrente marcam um carater oscilatorio mais intenso atras do

cilindro.
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Figura 6.10: Contribuicao de V2w para as forcas de sustentacio e arrasto.
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Seguindo a metodologia adotada em (L. FIABANE, 2011), uma delimitacao da
regiao do calculo dos coeficientes de arrasto e sustentagao foi feita em —0.75D na
dianteira do cilindro, 0.857D posterior ao cilindro e £0.95D acima e abaixo do

cilindro para calcular a forca sobre o corpo.

CD 200 CL 200
4 0,5
3
0
2
1 05
0 1
1
, 15
3 -2
RERENSBRRARBRESARRINCRAINARRG RRAZS SHEERESIRRINREAINARAS
EEEERE R R PR L R RRAE gacEeNRR gz g uaq

Figura 6.11: Coeficientes de sustentacao para Re = 200 calculado para diversos
valores de tempo adimensional.
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Desta vez, o coeficiente de arrasto encontrado apresentou nao-convergéncia
deste resultado. Valores negativos para o coeficiente de arrasto indicam redugao na
forca de arrasto e que o corpo esta acelerando dentro do escoamento. Porém, dado
que o cilindro é fixo e rigido, nao ha aceleracao deste e portanto seu valor jamais

poderia ser negativo.

Normalmente, para este caso de nao-convergéncia, uma malha mais refinada,
especialmente na regiao préoxima ao corpo e na regiao de formagao de vortices,

poderia ser adotada para tentar obter a convergéncia deste resultado.

No entanto, o coeficiente de sustentacao apresenta oscilagao predominantemente
no espectro negativo porém atingindo valores positivos, agora. Isto é, o compor-
tamento descrito anteriormente ainda estd presente porém, dado o Reynolds de

transicao, pequenos pontos de turbuléncia estao contribuindo para valores positivos.

6.3.3 Re =400

Figura 6.12: Visualizagao de v,, vy, ¥ e w para Re = 400.

Agora, para tal valor elevado de Reymnolds, é possivel observar a formacao de

esteiras de von Karman.

O gréafico da vorticidade, mostrando a geracao de vortices apds o cilindro agora

também indica a presenca das esteiras.

Estes resultados sao esperados dentro do aspecto de regime de turbulento do

escoamento.
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Figura 6.13: Linhas de corrente para Re = 400.

Figura 6.14: Contribuicao de V2w para as forcas de sustentacio e arrasto.

Seguindo a metodologia adotada em (L. FTABANE, [2011), uma delimita¢do

da regiao do calculo dos coeficientes de arrasto e sustentacao foi feita em —0.75D

na dianteira do cilindro, 0.75D posterior ao cilindro e +0.95D acima e abaixo do

cilindro.
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Novamente o coeficiente de arrasto nao convergiu pelo mesmo motivo do caso
anterior. Aqui uma malha mais refinada também poderia ser adotada para tentar

contornar este problema.

O coeficiente de sustentagao agora oscila com um valor médio proximo ao
zero. Agora com os efeitos de descolamento laminar praticamente extintos, é
compreensivel observar um valor médio nulo ja que uma forma geométrica como o
cilindro, dado a sua simetria e o fato de estar estatico (cilindros rotacionando sao

capazes de gerar sustenta¢do) implicam na incapacidade de gerar sustentagao.

No entanto, o comportamento turbulento do escoamento promove tais oscilacoes

na forca de sustentacao, mas sempre mantendo um valor médio nulo.
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Conclusao

Este trabalho visou resolver computacionalmente um problema de escoamento
livre ao redor de um cilindro por meio do método de elementos finitos usando a

formulacao Corrente-Vorticidade da equacao de Navier-Stokes.

Para isto, a discretizacao espacial contou com o método dos residuos ponderados

e o método de Galerkin com interpolacao de primeira ordem.

A execucao do grande nimero de operacoes matematicas exigidas para o calculo
foram feitas em computador por meio de um cédigo em Python, que se encontra no

Apéndice A deste trabalho e esta disponivel a todos que desejarem utiliza-lo.

O codigo foi validado usando casos mais simples ou cuja solucao ja foi obtida em
outros trabalhos. Foram esses casos o escoamento entre placas planas e paralelas
(Hagen-Poiseuille) e o escoamento em cavidade (Lid-Driven) e as respostas

encontradas apresentaram comparacoes muito satisfatérias com a referéncia.

As simulagoes finais apresentaram comportamento esperado para tais configu-
racoes e permitiram observar diferentes caracterizacoes para os valores de Reynolds

estudados.

Para Reynolds mais baixo, o codigo identificou a regiao de recirculacao
e o carater levemente oscilatorio do escoamento. Os valores dos coeficientes de

arrasto e sustentagao também foram condizentes com a fisica deste tipo de problema.

Para valores mais altos de Reynolds, no entanto, embora comportamentos
oscilatorios do escoamento, da recirculacao e do coeficiente de sustentacao tenham
sido satisfatorios, o calculo mais preciso do coeficiente de arrasto requereria uma
malha muito mais refinada e um passo de tempo muito menor. Infelizmente, tais
tentativas de obter este resultado foram deixadas de lado visto que a capacidade
computacional necessaria para esta execucao nao estiveram disponiveis durante a

realizacao deste trabalho.
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Felizmente, dentre os diversos resultados obtidos, foi possivel observar diversos
comportamentos esperados para os coeficientes de sustentacao e arrasto para um ci-
lindro em escoamento livre para diferentes valores de Reynolds. O carater oscilatério
destes coeficientes, condizente com valores um pouco mais elevados de Reynolds, o
carater predominantemente negativo do coeficiente de sustentacao, compativel com
o descolamento laminar para Reynolds mais baixos, um valor constantemente po-
sitivo do coeficiente de arrasto para este Reynolds e, para Reynolds mais elevados,
o carater oscilatorio com média nula para o coeficiente de sustentacao. Todos os
valores obtidos foram comparaveis com as referéncias utilizadas e comportamentos

tais como regiao de recirculagao e esteiras de von Karman foram observados.
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Anexos

6.4 Apéndice A

6.4.1 Cobdigo Fonte

Solver

#Carregamento das bibliotecas wusadas
import numpy as np
import meshio

from time import time

#Funcao que escreve um txt contendo os parametros

do escoamento e dados da simulacao

def write_data(U,mesh,nu,rho,dt,t_lim,ne,npoints,

t_calc):

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/results/"

f = open(path+mesh+".txt",’w’)

f.write("U = "+str(U) + "\n")

f.write("mesh = "+mesh+".msh; num elementos
(ne)+"; num pontos = "+str(npoints)+"\n")

f.write("rho = "+str(rho)+"; nu = "+str(nu)+";

"+str(rhoxnu)+"\n")

f.write("t = "+str(t_lim)+"; dt = "+str(dt)+";
tempo elapsado = "+str(t_calc))
f.close()

#Funcao que escreve os wvalores das variaveis

"+str

mu =

calculadas em todos os pontos em cada iteracao

def write_Results(X,Y,Var,name,ne):

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/results/"

f = open(path+name+"_"+str(ne)+".txt",’w’)
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for i in range(len(X)):

f.write(str(i + 1) + ";")
f.write(str(X[i]) + ";")
f.write(str(Y[i]) + ";")

for j in range(len(Var)):
f.write(str(Var[j]1[i]) + ";")
f.write("\n")

f.close()

#Funcao de leitura da malha usando a biblioteca
Meshio 5.0.2

def get_Mesh(name):

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/mesh/"

file_name = name+".msh"

#Leitura do arquivo contendo a malha

msh = meshio.read(path+file_name)

#Valores das coordenadas X e Y de cada ponto
X = msh.points[:,0]
Y

msh.points[:,1]

#Matriz de conectividade dos elementos
IEN = msh.cells[1][1]

#Matriz de conectividade dos elementos do contorno
IENbound = msh.cells[0][1]

#Tipo dos grupos f[U+FFFDdws
IENboundElemType = msh.cell_data[’gmsh:physical’
100] — 1

#Nome das condicoes de contorno para cada vertice/
face do IENbound

boundNames = list(msh.field_data.keys())

#Relaciona elementos ao indice da condicao de

contorno
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IENboundElem = [boundNames[elem] for elem in
IENboundElemType]

#Numero de pontos e de elementos da malha
npoints = len(X)
ne = IEN.shape[0]

#Aplicacao do tipo de condicao de contorno em cada
ponto da malha que for do contorno

cc = np.unique (IENbound.reshape (IENbound.size))

ccName = [[] for i in range(npoints)]

for elem in range(®,len(IENbound)):

if not ccName[IENbound[elem][®]] or ccName[IENbound
[elem][0®0]] == "inlet" or ccName[IENbound[elem
1[0]] == "outlet":

ccName [IENbound[elem][0]] = IENboundElem[elem]

if not ccName[IENbound[elem][1]] or ccName[IENbound

[elem][1]] == "inlet" or ccName[IENbound[elem
1[1]] == "outlet":
ccName [IENbound[elem][1]] = IENboundElem[elem]
if IENboundElem[elem] == "tampa':

ccName [IENbound[elem] [0]] = IENboundElem[elem]
ccName [IENbound[elem][1]] IENboundElem[elem]

return npoints,ne,X,Y,IEN,cc,ccName

#Calculo das matrizes Kzz, Kyy, Kry e Kyx de um
elemento

def get_Kxye(xl,yl,x2,y2,x3,y3):

#Area do elemento
A = (x1x(y2 — y3) + x2x(y3—yl) + x3x(yl—y2))/2

bl=y2—y3
b2=y3—yl
b3=y1-y2
cl=x3—x2
c2=x1-x3
c3=x2—x1
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b = np.array([[bl,b2,b3]])/(2%A)
¢ = np.array([[cl,c2,c3]1])/(2xA)

kxe

Axnp.dot(b.transpose(),b)

kye Axnp.dot (c.transpose(),c)

kxye = Axnp.dot(b.transpose(),c)
kyxe = Axnp.dot(c.transpose(),b)

return kxe,kye,kxye,kyxe

#Calculo da matriz K de um elemento. FEsta funcao
calcula K de forma direta e mais rapida que a
soma de Kzr e Kyy

def get_Ke(x1l,yl,x2,y2,x3,y3):

#Area do elemento
A = (x1x(y2 — y3) + x2x(y3—yl) + x3x(yl—y2))/2

bl=y2—y3
b2=y3—yl1
b3=y1l—y2
cl=x3-—x2
c2=x1—x3
c3=x2—x1

B = np.array([[bl,b2,b3],[cl,c2,c3]1])
BT = B.transpose()

Ke

1/(4xA)«np.dot (BT,B)

return Ke

#Calculo da matriz M de um elemento

def get_Me(x1l,yl,x2,y2,x3,y3):

#Area do elemento
A = (x1x(y2 — y3) + x2x(y3—yl) + x3x(yl—y2))/2
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Me = (A/12.0)xnp.array
([r2.0,1.0,1.0],[1.0,2.0,1.01,[1.0,1.0,2.0]11)

return Me

#Calculo da matriz Gr de um elemento
def get_Gxe(yl,y2,y3):

bl=y2—y3
b2=y3—yl
b3=yl—y2

return (1.0/6.0)x«np.array([ [bl, b2, b3],[bl, b2,
b3],[bl, b2, b3] 1)

#Calculo da matriz Gy de um elemento
def get_Gye(x1l,x2,x3):

cl=x3—x2
c2=x1-—x3

c3=x2-—x1

return (1.0/6.0)x*np.array([ [cl, c2, c3],[cl, c2,
c3],[cl, c2, c3] 1D

#Calculo da matriz vG do sistema global para cada
iteracao

def generate_vG(Vx,Vy,Gx,Gy):

return np.dot(np.diag(Vx),Gx) + np.dot(np.diag(Vy),
Gy)

#Inicializacao do campo de velocidades em X. Neste
caso, inicializa —se com zero

def get_Initial_Vx(X,Y,minX,maxX,minY,maxY):

n = len(X)

Vx = np.zeros(n,dtype = ’float’)
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return Vx

#Inicializacao do campo de wvelocidades em Y. Neste
caso, inicializa —se com zero

def get_Initial_Vy(X,Y,minX,maxX,minY,maxY):

n = len(X)

Vy = np.zeros(n,dtype = 'float’)

return Vy

#Funcao principal do codigo. Chama as outras
funcoes
def main():

#Nome da malha (. msh)

name = "cilindro"

#Variaveis que armazenam oS valores calculados para

cada ponto de uma varitavel a cada ileracao

W =[] #Vorticidade
Psi = [] #Funcao Corrente

Vx = [] #Componente horizontal da wvelocidade
Vy = []1 #Componente vertical da velocidade
L = []1 #Contribuicao para a forca de arrasto e

sustentacao

#Parametros do tempo inicial final e step
t=0

tlim = 50

dt = 0.1

#definicao do tipo de MDF usado

MDF_w = 1 #0: exzplicito / 1: implicito / 0.5: crank

—nicholson
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#Parametros de geometria, input e propriedade do
fluido

yp = 2.5 #Posicao wvertical do centro do cilindro

U =1 #Velocidade na entrada

nu = 0.01 #Viscosidade cnem[U+FFFDca

rho = 1 #Massa especifica

nuxrho #Viscosidade dn[U+FFFDfuu

mu

tl = time() #Inicio da contagem de tempo da

simulacao

npoints,ne,X,Y,IEN,cc,ccName = get_Mesh(name) #

Leitura da malha

#Inicializacao do campo de wvelocidades e das CC
para Psi, Vr e Vy

Vx.append(get_Initial _Vx(X,Y,min(X),max(X),min(Y),
max (Y)))

Vy.append(get_Initial_Vy(X,Y,min(X),max(X),min(Y),
max (Y)))

Psi_cc = np.zeros(npoints,dtype = ’float’)

for i in cc:

boundary_type = ccNamel[i]

if boundary_type == "tampa":
Vx[—1][i] = U

Vy[—1][i] = O

Psi_cc[i] = ©®

elif boundary_type == "paredeInf":
Vx[—1][i] = ©

Vy[—1][i] = O

Psi_cc[i] = ©

elif boundary_type == "paredeSup":
Vx[—1][i] = O

Vy[—1][i] = O

Psi_cc[i] = Y[i]

elif boundary_type == "inlet":

Vx[-1][i] = U
Vy[-1][i] = ©

69



Psi_cc[i] = Y[i]

elif boundary_type == "outlet":
Vy[—1][i] = ©
elif boundary_type == "farField":

Vy[-1][i] = O
Psi_cc[i] = Y[i]

elif boundary_type == "cilindro":
Vx[—1][i] = ©
Vy[—1]1[i] = O

Psi_cc[i]

yp

#Construcao das matrizes globais partindo das

matrizes elementares

K = np.zeros((npoints,npoints),dtype = 'float’)

Kx = np.zeros((npoints,npoints),dtype = ’float’)
Ky = np.zeros((npoints,npoints),dtype = ’float’)
Kxy = np.zeros((npoints,npoints),dtype = ’float’)
M = np.zeros((npoints,npoints),dtype = 'float’)

Gx = np.zeros((npoints,npoints),dtype = ’'float’)
Gy = np.zeros((npoints,npoints),dtype = ’'float’)

for e in range(®,ne):

vertices = IEN[e]

x1 = X[vertices[0]]
yl = Y[vertices[0]]
x2 = X[vertices[1]]
y2 = Y[vertices[1]]
x3 = X[vertices[2]]
y3 = Y[vertices[2]]

Ke
Kxe ,Kye ,Kxye,Kyxe = get_Kxye(xl,yl,x2,y2,x3,y3)
Me = get_Me(x1l,yl,x2,y2,x3,y3)

get_Ke(xl,yl,x2,y2,x3,y3)

Gxe

get_Gxe(yl,y2,y3)

Gye get_Gye(x1l,x2,x3)

for i in range(0,3):
ii = IEN[e,1i]
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for j in range(0,3):
jj = IEN[e,]]

Gx[ii,jjl = Gx[ii,jj] + Gxe[i,j]
Gy[ii,jjl = Gy[ii,jjl + Gyeli,jl
M[ii,jj] = M[ii,jjl + Me[i,j]
K[ii,jjl = K[ii,jj] + Ke[i,j]
Kx[ii,jj]l = Kx[ii,jj] + Kxe[i,j]
Ky[ii,jj] = Ky[ii,jj]l + Kyel[i,jl]

Kxy[ii,jjl = Kxy[ii,jjl + Kxyel[i,]]
Ksum = Kx + Ky #Forma alternativa de calcular K

W.append(np.linalg.solve(M,np.dot(Gx,Vy[—1]) — np.
dot (Gy,Vx[—1]1))) AV inicial gerado com Vi e Vy

inicial

L.append(np.dot (Ksum,W[—1]1)) #Contribuicao para as

forcas na iteracao inicial

#Matrizes especiats para cada variavel. FEstas terao
condicoes de contorno tmplementadas nelas

K_psi = K.copy(Q)

M_vx = M.copy(Q

M_vy = M.copy(Q)

#Calculo de Psi na iteracao inicial e aplicacao das
CC nas matrizes

c = np.dot(M,W[—1])

for i in cc:

boundary_type = ccNamel[i]

if boundary_type == "tampa" or boundary_type == "

cilindro" or boundary_type == "inlet" or

boundary_type == "paredeInf" or boundary_type ==

"paredeSup": #separar pontos do contorno e

aplicar CC neles

K_psi[i] = np.zeros(npoints,dtype = 'float’)
K_psi[i,i] = 1.0

c[i] = Psi_cc[1i]

M_vx[i] = np.zeros(npoints,dtype = 'float’)

M_vx[i,i] = 1.0
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M_vy[i] = np.zeros(npoints,dtype = 'float’)
M_vy[i,i] = 1.0

if boundary_type == "farField":

K_psi[i] = np.zeros(npoints,dtype = 'float’)
K_psi[i,i] = 1.0

c[i] = Psi_cc[1i]

M_vy[i] = np.zeros(npoints,dtype = 'float’)
M_vy[i,i] = 1.0

if boundary_type == "outlet":

M_vy[i] = np.zeros(npoints,dtype = 'float’)

M_vy[i,i] = 1.0
Psi.append(np.linalg.solve(K_psi,c))

t += dt #Contabilizado uma iteracao alem do estado

inicial

#Loop temporal
while t <= tlim:

#Calculo das CC para a vorticidade na iteracao
Wcc = np.linalg.solve(M,np.dot(Gx,Vy[—1]) — np.dot(
Gy,Vx[—1]1))

#Calculo de vG para a iteracao
vG = generate_vG(Vx[—1],Vy[—1],Gx,Gy)

#Calculo da wvorticidade aplicando CC e calculo da
contribuicao para as forcas

A = M/dt + nuxK + MDF_wx*VvG

b = np.dot((M/dt — (1 — MDF_w)x*vG),W[—-1]1)

for i in cc:

boundary_type = ccName[i]

if boundary_type == "farField" or boundary_type ==
"tampa" or boundary_type == "cilindro" or
boundary_type == "inlet" or boundary_type == "
paredeInf" or boundary_type == "paredeSup":

A[i] = np.zeros(npoints,dtype = ’“float’)

A[i,i] = 1.0
b[i] = Wcc[i]
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W.append(np.linalg.solve(A,b))
L.append(np.dot (Ksum,W[—1]))

#Calculo de Psi aplicando CC

c = np.dot(M,W[—1])

for i in cc:

boundary_type = ccName[i]

if boundary_type == "farField" or boundary_type ==
"tampa" or boundary_type == "cilindro" or
boundary_type == "inlet" or boundary_type == "
paredeInf" or boundary_type == "paredeSup": #
separar pontos do contorno e aplicar CC neles

c[i] = Psi_cc[i]

Psi.append(np.linalg.solve(K_psi,c))

#Calculo do movo campo de wvelocidades aplicanco CC
b_vx = np.dot(Gy,Psi[—1])
b_vy = np.dot(—Gx,Psi[—1])

for i in cc:

boundary_type = ccName[i]

if boundary_type == "tampa" or boundary_type == "
inlet":

b_vx[i] = U

b_vy[i] = 0

elif boundary_type == "cilindro" or boundary_type
== "paredeInf" or boundary_type == "paredeSup":

b_vx[i] = 0

b_vy[i] = 0

elif boundary_type == "outlet" or boundary_type ==
"farField":

b_vy[i] = 0

Vx.append(np.linalg.solve(M_vx,b_vx))

Vy.append(np.linalg.solve(M_vy,b_vy))

t += dt #Contabilizacao da iteracao

t2 = time()
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t_calc = t2 — tl
print ("tempo de execucao: " + str(round(t_calc,2))

+ "s") #Tempo elapsado

#Registro dos resultados em tzi
write_Results(X,Y,Psi,name+"_Psi", ne)
write_Results(X,Y,W,name+"_w",6ne)
write_Results(X,Y,Vx,name+"_Vx",6 ne)
write_Results(X,Y,Vy,name+"_Vy" ,6ne)
write_Results(X,Y,L,name+"_L",ne)

write_data(U,name,nu,rho,dt,tlim,ne,npoints,t_calc)

if __name__ == "__main__":

main()

Conversor para Paraview

#Carregamento das bibliotecas a serem usadas
import meshio

import numpy as np

import os

from datetime import datetime

#Leitura da malha

def read_Mesh(path,file_name):
file_name = file_name+".msh"

msh = meshio.read(path+file_name)
num_elements = msh.cells[1][1].shape[0]

return msh,num_elements

#Funcao principal da conversao de txt em formato
Paraview
def main(Q):

#Paths ate local de escrita dos arquivos vtk , ate
0s resultados calculados e ate a malha

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/paraview/"

path_res = r"C:/Users/User/Documents/TCC/results/"

path_mesh = r"C:/Users/User/Documents/TCC/mesh/"
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mesh = "cilindro_farField"

now = datetime.now() #Momento em que a erecucao
comecou
date_time = now.strftime ("—%d_%m_%Y—%H_%M_%S") #

Data em que a execucao esta ocorrendo

msh,num_elements = read_Mesh(path_mesh,mesh) #
Leitura da malha
cells = [(msh.cells[1][0],msh.cells[1]1[1])] #

Elementos triangulares da malha

#Inicializacao das variaveis que vao guardar o
campo de wvelocidades , Funcao Corrente,

Vorticidade e contribuicao para o calculo das

forcas
Vx = []
Vy = []
Psi = []
W =[]
L =[]

#Variavel que wvai guardar o numero de iteracoes

num_values = 0

#Leitura de Vr e armazenamento na variavel
correspondente
try:

file = open(path_res + mesh + "_Vx_"+str(
num_elements)+".txt","r")

lines = file.readlines()

n = len(lines)

num_values = len(lines[0].split(";")[3:—11)

for i in range(®,num_values):

Vx.append ([])

for line in lines:

line = line.split(";")[0:—1]

values = list(map(float, line[3:]))

for i in range(®,num_values):
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Vx[i].append(values[i])
file.close()

except:

print("Erro lendo Vx")

return

#Leitura de Vy e armazenamento na variavel
correspondente
try:

file = open(path_res + mesh + "_Vy_"+str(
num_elements)+".txt","r")

lines = file.readlines()

n = len(lines)

for i in range(®,num_values):

Vy.append ([]1)

for line in lines:

line = line.split(";")[0:—1]

values = list(map(float, line[3:]))

for i in range(®,num_values):

Vy[i].append(values[i])

file.close()

except:

print ("Erro lendo Vy")

return

#Leitura de Psi e armazenamento na variavel
correspondente
try:

file = open(path_res + mesh + "_Psi_"+str(
num_elements)+".txt","r")

lines = file.readlines()

n = len(lines)

for i in range(®,num_values):

Psi.append([])

for line in lines:

line = line.split(";")[0:—1]

values = list(map(float, line[3:]1))

for i in range(®,num_values):

Psi[i].append(values[i])
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file.close()
except:
print ("Erro lendo Psi'")

return

#Leitura da Vorticidade e armazenamento na variavel
correspondente
try:

file = open(path_res + mesh + "_w_"+str(
num_elements)+".txt","r")

lines = file.readlines()

n = len(lines)

for i in range(®,num_values):

W.append([])

for line in lines:

line = line.split(";")[0:—1]

values = list(map(float, line[3:]1))

for i in range(®,num_values):

Wli].append(values[i])

file.close()

except:

print ("Erro lendo W")

return

#Leitura de L e armazenamento na variavel
correspondente

try:

file = open(path_res + mesh + "_L_"+str(
num_elements)+".txt","r")

lines = file.readlines()

n = len(lines)

for i in range(®,num_values):

L.append ([]1)

for line in lines:

line = line.split(";")[0:—1]

values = list(map(float, line[3:]1))

for i in range(®,num_values):

L[i].append(values[i])

file.close()
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except:
print("Erro lendo L")

return

#Criacao de uma pasta para gquardar 08 arquivos
Paraview

try:

os.makedirs(path+mesh+date_time)

except:

print ("Erro criando diretorio")

return

#Conversao dos resultados txt em Paraview
for step in range(0®,len(Vx)):
point_data={’vx’:Vx[step]}

data_vy={'vy’ :Vy[step]}
data_psi={’psi’:Psi[step]l}
data_omega={’omega’:W[step]l}
data_L={'L’:L[step]}
point_data.update(data_vy)
point_data.update(data_psi)
point_data.update(data_omega)
point_data.update(data_L)
meshio.write_points_cells(path+mesh+date_time+"/"+

mesh+"_"+str(step + 1)+’ .vtk’,msh.points,cells,

point_data=point_data,file_format = "vtk51")
if __name__ == "__main__":
main ()

Po6s Processamento da Sustentacao e Arrasto

#Carregamento das bibliotecas a serem wusadas
import numpy as np
import meshio

#Funcao que escreve um txt com todos os valores

calculados
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def write_Results(lift_vectors_for_each_step,mesh,

str_val):

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/lift_drag/"

f = open(path+mesh+"_lift_vector.txt",’w’)

f.write(str_val+"\n")
f.write("FD FL CD CL"+"\n")

for i in range(len(lift_vectors_for_each_step)):

f.write(str(lift_vectors_for_each_step[i,0])+","+
str(lift_vectors_for_each_step[i,1])+","+str(
lift_vectors_for_each_step[i,2])+","+str(
lift_vectors_for_each_step[i,3])+"\n")

f.close()

#Funcao de leitura da malha
def get_Mesh(name):

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/mesh/"

file_name = name+".msh"

#Abertura do arquivo de malha

msh = meshio.read(path+file_name)

#Coordenadas X e Y de cada ponto
X
Y

msh.points[:,0]

msh.points[:,1]

#Matriz de conectividade dos elementos
IEN = msh.cells[1][1]

#Leittura dos grupos fisicos
IEN_ElemType = msh.cell_data[’ gmsh:physical’][1] —

1
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#Leitura dos tipos de grupos fisicos de elementos
bidimensionais

ElementsNames = list(msh.field_data.keys())

#Relaciona elementos ao indice do tipo de grupo
fisico

IEN_Elem = [ElementsNames[elem] for elem in
IEN_ElemType]

#Separacao de um sub grupo de elementos com um
mesmo nome

subset_elements = []

ne = IEN.shape[0] #numero de elementos

for i in range(ne):

if ElementsNames[IEN_ElemType[i]] == "surface": #

Apenas elementos caracterizados como surface

#ID dos 8 pontos que compoem o elemento triagular e
coordenadas X e Y de cada um
subset_elements.append ([IEN[i][0®],IEN[i][1],IEN[i
102],X[IEN[i][0]],Y[IEN[i][O]],X[IEN[i][1]1],Y[
TEN[iJ[1]],X[IEN[i][2]],Y[IEN[iI[2111)

return subset_elements,len(subset_elements)

#Funcao principal do calculo dos coeficientes de
sustentacao e arrasto

def main():

#Leitura da malha

mesh = "cilindro_farField"

subset_elements,ne = get_Mesh(mesh)

path = r"C:/Users/User/Documents/TCC/results/"
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#Variavel que wvai conter o numero de iteracoes

num_values = 0

#Variavel que wvai guardar a contribuicao para a
forca em cada iteracao apra todos os pontos

L =1l

#Leitura do txt resultado do solver e carregamento

dos resultados na variavel L

try:
file = open(path + mesh + "_L_"+str(ne)+".txt","r
lines = file.readlines()

n = len(lines)

num_values = len(lines[0].split(";")[3:—11)
for i in range(®,num_values):
L.append([1)

for line in lines:

line = line.split(";")[0:—1]

values = list(map(float, line[3:]1))
for i in range(®,num_values):
L[i].append(values[i])

file.close()

except:

print ("Erro lendo L")

return

#Dados do cilindro e wvelocidade de entrada

xc = 3 #Posicao horizontal do centro do cilindro
yc = 2.5 #Posicao vertical do centro do cilindro
U =1 #Velocidade na entrada

D

= 1 #Diamentro do cilindro

#Parametros do escoamento
nu = 1/200 #Viscosidade cinematica
rho = 1 #Massa especifica

mu = nuxrho #Viscosidade dinamica

#Definicao dos limites da regiao de medicao em

relacao ao centro e diametro do cilindro
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min_X = xc — 0.75%D
max_X = xc + 0.857«D
min_Y = yc — 0.95%D
max_Y = yc + 0.95xD

#String contendo os limites da regiao de medicao

str_val = "min X: " + str(min_X) + " " + "max X: "
+ str(max_X) + " " + "min Y: " + str(min_Y) + "
"+ "max Y: " + str(max_Y)

#Inicializacao do wvetor contendo os wvalores
calculados de forca e coeficientes em cada
iteracao

lift_vectors_for_each_step = np.zeros((num_values
,4) ,dtype = “float’)

#Calculo das forcas e coeficientes
for i in range(num_values):

FL =
FD =
CL =
CD =
for j in range(ne):

S @ 2

x1 = subset_elements[j][3]
yl = subset_elements[j][4]
x2 = subset_elements[j][5]
y2 = subset_elements[j][6]
x3 = subset_elements[j][7]
y3 = subset_elements[j][8]

#Se o elemento estiver completamente dentro dos
limites , ele entra no calculo

if max(x1l,x2,x3) <= max_X and min(xl,x2,x3) >=
min_X and max(yl,y2,y3) <= max_Y and min(yl,y2,
y3) >= min_Y:

#Leitura do valor de L de cada vertice do elemento
pl = subset_elements[j][0]

p2 = subset_elements[j][1]
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p3 = subset_elements[j][2]
L1 = L[i][pl]
L2 = L[i][p2]
L3 = L[i]1[p3]

Le = (L1 + L2 + L3)/3 #L medio do elemento

Xce = (x1 + x2 + x3)/3 #Posicao X do centro do
elemento
Yce = (yl1 + y2 + y3)/3 #Posicao Y do centro do

elemento

#Somatorio de FL, FD, CL e CD elementares para uma
iteracao

FL = FL —muxYcexLe

FD = FD + muxXcexLe

CL = CL + 2xXcexnuxLe/(UxD)

CD = CD — 2%xYcexnuxLe/(UxD)

lift_vectors_for_each_step[i] = [FD,FL,CD,CL]
#FEscreve os resultados em um txt
write_Results(lift_vectors_for_each_step,mesh,

str_val)

if __name__ == "__main__":

main()
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