Politécnica
Ol Ut

IMPLEMENTACAO DE REGRESSAO PARA ANALISE NUMERICA DE
ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL EM UM DEGRAU

Heitor Gomes de Souza Batista

Projeto de Graduagao apresentado ao Curso
de Engenharia Mecanica da Escola Politécnica,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessarios a obtencao do

titulo de Engenheiro.

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos

Rio de Janeiro

Setembro de 2025



UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE

Politécnica
JANEIRO runl UFR]

Escola Politécnica

Departamento de Engenharia Mecanica

IMPLEMENTACAO DE REGRESSAO PARA ANALISE NUMERICA DE
ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL EM UM DEGRAU

Heitor Gomes de Souza Batista

PROJETO FINAL SUBMETIDO AO CORPO DOCENTE DO DEPARTAMENTO
DE ENGENHARIA MECANICA DA ESCOLA POLITECNICA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE
DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE
ENGENHEIRO MECANICO.

Aprovada por:

//2/4

Prof. Gusta‘o Rabéllo dos Anjos, Ph.D

S fov.

Prof. Fernando Pereira Duda, D.Sc.

1

i ‘ /
| 1y |

| It i A ' & A ~

Prof. Fernando Alves Rochinha, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
SETEMBRO DE 2025



Gomes de Souza Batista, Heitor

Implementagao de Regressao Para Analise Numérica
de Escoamento Bidimensional em um Degrau/ Heitor
Gomes de Souza Batista. — Rio de Janeiro: UFRJ/Escola
Politécnica, 2025.

XII, 67 p.: il.; 29, 7Tcm.

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos

Projeto de Graduagao — UFRJ/ Escola Politécnica/
Curso de Engenharia Mecanica, 2025.

Referéncias Bibliograficas: p. 68 — 70.

1. Anélise de Regressao. 2. Python. 3.
Método de Elementos Finitos. 4. Dinamica de Fluidos
Computacional. I. Rabello dos Anjos, Gustavo. II.
Universidade Federal do Rio de Janeiro, UFRJ, Curso de
Engenharia Mecanica. III. Implementacao de Regressao
Para Andlise Numérica de Escoamento Bidimensional em

um Degrau.

il




v

“Se vi mais longe, foi por estar
sobre os ombros de gigantes” -
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Resumo do Projeto de Graduagao apresentado a Escola Politécnica/UFRJ como

parte dos requisitos necessarios para a obtencao do grau de Engenheiro Mecanico

IMPLEMENTACAO DE REGRESSAO PARA ANALISE NUMERICA DE
ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL EM UM DEGRAU

Heitor Gomes de Souza Batista
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Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos

Departamento: Engenharia Mecanica

O projeto descrito neste relatorio visa utilizar Regressao para produzir previsoes
adequadas e consistentes quanto as dimensoes de escoamento turbulento sobre um
degrau a partir de seu Numero de Reynolds. A andlise é feita a partir de resul-
tados computacionais baseados no Método de Elementos Finitos com discretizacao
espacial e temporal. A Regressao é entao validada quanto a sua precisao, visando
determinar a viabilidade dessa abordagem. Bibliotecas Python foram utilizadas em
todas as etapas deste estudo. Especificamente, Gmsh e FeniCS para a construcao
das Equacoes de Navier-Stokes, e Sklearn para a Analise de Regressao. Ao longo
do estudo, multiplas hipéteses sao testadas quanto a relacao entre a dimensao dos
fenomenos fluidodinamicos e o Numero de Reynolds do escoamento. Para cada
hipétese, foi criada uma nova Regressao, que é entao validada quanto a precisao de
seus resultados. Entre os modelos testados, foi concluido que a magnitude da Zona
de Recirculacao no interior da tubulagao segue uma relacao polinomial de ordem 3,
em fungao do Nimero de Reynolds. A precisao final da Regressao foi de 82.96%, a

partir do Coeficiente de Determinacio R2.
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September /2025
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The project described in this report aims to use Regression Analysis to produce
adequate and consistent predictions in regards to the dimensions of a turbulent flow
over a backwards step, based on its Reynolds Number. The analysis is based on
computational simulations data, obtained from the Finite Element Method with
spatial and temporal discretization. The Regression is then validated in its preci-
sion, such that it can be determined the viability of this approach. Python libraries
were utilized for all steps of this project. Particularly, Gmsh and FeniCS were the
base for the construction of the Navier-Stokes equations and proper meshing of the
problem’s domain, while Skleanr was chosen for the Regression Analysis. Through-
out this study, multiple hypotheses were tested as to the relationship between the
magnitude of the fluid dynamic phenomena and the Reynolds Number. For each
hypothesis, a new regression model is developed, which is then analyzed in its accu-
racy. From the tested models, it is concluded that the vortices’ magnitude inside the
pipe follows a polynomial function of order 3, based on the Reynolds Number. The
final accuracy for the regression was approximately 82.96%, based on the Coefficient

of Determination RZ2.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O estudo do escoamento de particulas é critico em multiplos dominios académicos
e economicos. Para isso, foram desenvolvidas equagoes diferenciais que representam
analiticamente o comportamento da fase continua de um escoamento como, por
exemplo, as equacoes de Navier-Stokes.

Porém, a medida que novos estudos e experimentos aumentam em complexi-
dade, torna-se inviavel a obtencao de uma solucao analitica capaz de representar
o desenvolvimento de um escoamento através do espaco e tempo. Nesse contexto,
temos o desenvolvimento de Simulacoes Computacionais de Dinamica de Fluidos.
Modelos computacionais utilizam técnicas numéricas, discretizando espaco e tempo,
para transformar equacoes diferenciais parciais em comparativamente simples siste-
mas lineares. Além disso, essas simulagoes sao facilmente parametrizaveis quanto a
geometria do escoamento e propriedades fisicas do fluido, permitindo que multiplas
permutacoes diferentes da andlise possam ser realizadas. Por esses motivos, simu-
ladores numéricos foram amplamente adotados em pesquisas em hidrodinamica e
aerodinamica.

A performance de simulagoes de dinamica de fluidos é diretamente limitada pelo
hardware onde elas sao feitas. O aumento na complexidade de uma simulacao, como,
por exemplo, ao utilizar uma discretizacao mais fina da geometria, induz diretamente
ao aumento no tempo necessario para um computador resolver o sistema linear

associado ao problema. Devido a natureza de métodos numeéricos, toda variagao nas



propriedades do fluido ou nas condigoes de contorno requer que uma nova analise
seja realizada. Consequentemente, o tempo de simulagao pode rapidamente expandir
quanto maior for o escopo de um estudo.

Atualmente a unica alternativa para reduzir o tempo de andlise é a utilizagao
de hardware mais computacionalmente eficiente, porém existe a constante possibi-
lidade dessa solucao tornar-se inviavel devido a fatores econémicos ou mesmo pela
disponibilidade de componentes.

Nesse contexto, vemos a oportunidade para o estudo e desenvolvimento de novas
ferramentas e técnicas capazes de auxiliar na andlise de fluidos que possam reduzir
o tempo de andlise necessario, sem requerer a adocao de novo hardware. Mais
precisamente, neste estudo, o interesse é o desenvolvimento de uma abordagem
computacional baseada em andlise de regressao, capaz de fornecer uma previsao
acurada quanto a evolugao do campo de velocidade de um escoamento ao longo de

um canal, correlacionado com as propriedades fisicas do fluido.

1.2 Objetivos

Ao longo deste projeto, deseja-se estudar, desenvolver e avaliar um modelo de
regressao que seja computacionalmente leve e, se possivel, portatil para facil im-
plantacao, capaz de acuradamente correlacionar o nimero de Reynolds de um esco-
amento com o campo de velocidades ao qual o fluido associado esta submetido. A
viabilidade do modelo sera testada usando como referéncia os métodos numéricos
tradicionais, visando reduzir ao minimo a diferenca entre os dois resultados. Por
fim, serao discutidas as limitacoes presentes no modelo e quais medidas podem ser

tomadas para que sua precisao seja mais confiavel.



1.3 Descricao dos Capitulos

Nos capitulos a seguir, serd feita uma revisao da bibliografia disponivel para os
principais topicos abordados, seguida do desenvolvimento das Equacoes Diferenciais
Parciais que governam o comportamento do escoamento. O conceito de Regressao
é entao introduzido, seu principio de funcionamento, e como ela deve ser validada.
Por fim, as ferramentas computacionais da analise tornam-se o foco, sendo descritos

0S passos necessarios para utiliza-las.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

No escopo deste projeto, 3 topicos principais serao abordados: Método de Ele-
mentos Finitos Computacional, Andlise de Regressao em Dinamica de Fluidos e o
fenomeno de Recirculacao. Com isso em mente, neste capitulo faremos uma breve

revisao sobre a historia por tras desses temas.

2.1 Método de Elementos Finitos Computacional

Segundo LI et al. (2022), técnicas numéricas para resolu¢do de sistemas de
Equacgoes Diferenciais Parciais datam desde os anos 1940, particularmente abor-
dando problemas de transferéncia de calor e mecanica de sélidos. Apesar de exis-
tirem multiplas abordagens diferentes para o método, um ponto comum pode ser
encontrado com a discretizacao do dominio através de malhas.

Em andlise computacional, malha é um conjunto de faces (geralmente triangulos
ou quadrildteros), arestas e vértices que representam a superficie de um objeto ou
espaco. A malha tem como funcao simplificar o dominio de um sistema de Equacoes
Diferenciais, convertendo um espaco continuo, com infinitos pontos, para um espaco
discreto, com um numero finito de pontos.

Os principais avancos na area ocorreram a partir dos anos 1970, quando a com-
binagao Métodos de Elementos/Volumes Finitos e ferramentas computacionais ace-
leraram a compreensao dos principais desafios por tras da aplicabilidade de métodos
numéricos e, consequentemente, novas estratégias foram criadas para contorna-los.

Vale notar que, ao contrario da maioria dos movimentos matematicos, o desenvolvi-



mento do Método de Elementos Finitos foi liderado principalmente por engenheiros,
devido a necessidade de ferramentas para a resolucao de equacoes diferenciais com-
plexas.

Rapidamente, a implementagao de simulagoes computacionais de fluidos foi ado-
tada para diferentes campos da Engenharia como, por exemplo, os usos de métodos
numéricos para analise Aerodinamica. PERAIRE et al. (1989) apresenta o desenvol-
vimento de malhas triangulares e tetraédricas para dominios computacionais para
o uso em analises numéricas de fluidos com viscosidades diversas, no contexto de
aeronaves. SEIBERT et al. (1989) utiliza métodos numéricos computacionais para
a resolucao de sistemas de equacoes nao lineares. Neste caso, malhas sao refina-
das localmente em regioes apresentando elevados gradientes de velocidade, oriundas
de ondas de choque. GOUTINES et al. (1989) aplica elementos numéricos para o
estudo de turbinas e compressores transonicos, uma vez que o comportamento do
fluido nessas velocidades é melhor representado computacionalmente nas regices de
bordo de ataque/fuga e esteira de turbuléncia.

Atualmente, uma ampla gama de ferramentas foi desenvolvida para facilitar a
analise numérica de mecanica de fluidos, criando uma forte industria global de Soft-
ware voltada ao suporte de outros setores industriais que realizam pesquisa quanto
a fluidodinamica. Em paralelo, projetos independentes introduziram novas opgoes
ao mercado. Bases de codigo aberto que reduzem a barreira de entrada para a
aplicagao de ferramentas computacionais para problemas de dinamica de fluidos.
Dentre esses projetos, destaca-se FeniCS, uma biblioteca Python rica em recursos
e de flexivel aplicacao para uma grande diversidade de estudos. Um exemplo é a
analise realizada por MORTENSEN et al. (2011), que demonstra a simplicidade
que o FeniCS permite ao pesquisador na composicao de equacgoes diferenciais par-
ciais, acoplar equacoes, linearizar equacoes e construir algoritmos iterativos para a
resolucao de problemas nao lineares, enquanto, simultaneamente, fornece um codigo
de alto nivel e facil legibilidade.

Apesar das vantagens até aqui apresentadas, métodos computacionais ainda pre-
cisam considerar condigoes de convergéncia para que as simulagoes tragam resultados
proveitosos. Existe um balango entre a performance do algoritmo computacional,

isto é, a rapidez com que os resultados sao produzidos e a estabilidade da simulagao.



Isso é claramente ilustrado no estudo de GNEDIN et al. (2018), que aborda especi-
ficamente a condi¢ao de Courant-Friedrich-Lewy para convergéncia de uma anélise
computacional de dinamica de fluidos. De fato, o artigo revela o impacto negativo
que o refinamento de malha e gradientes elevados de velocidade trazem para a esta-
bilidade da simulacao, e como a imposicao de um passo de tempo adequado é capaz

de combater a ocorréncia de singularidades nos resultados.

2.2 Regressao em Dinamica de Fluidos

A medida que avancos tecnolégicos no campo de microprocessadores desaceleram,
cresce o interesse em solucoes alternativas, capazes de complementar as ferramen-
tas atuais de andlise numérica computacional. Dentre essas alternativas, o uso de
modelos estatisticos, como Regressao, na analise de fluidos se mostra extremamente
promissor no estudo de fluidodinamica, por serem uma solucao de resposta rapida
e de facil implementagao em uma ampla gama de dispositivos.

Pesquisas quanto a adogao de ferramentas estatisticas na Analise Computacional
de Fluidos sao comparativamente recentes, uma vez que a literatura sobre modelos
computacionais preditivos estd estabelecida. Em particular, HENNING WESSELS
(2020) estuda a aplicagao capaz de associar as condigdes de contorno para problemas
de Mecanica de Lagrange, a fim de obter uma ferramenta de simulagao versatil para
fluidos incompressiveis envolvendo superficies livres. Como resultado, obteve-se um
método capaz de realizar a correcao de pressao em escoamentos incompressiveis de
modo mais eficiente do que os métodos numéricos.

ZHANG e JANEWAY (2022), em sua pesquisa quanto ao uso de Redes Neu-
rais para otimizacao de turbinas, aponta o longo tempo necessario para simulagoes
computacionais como um fator motivador para o projeto. Métodos estatisticos com
Anélise de Regressao sao essenciais na construcao de Redes Neurais e sua adogao ao
processo resultou numa reducao de 80% no tempo de computacao necessario para
as avaliacoes quando comparado ao método tradicional, utilizando apenas analises
numéricas computacionais.

A mesma justificativa e conclusao estao presentes no estudo de ZHOU e OOKA

(2021) quanto a qualidade do ar em ambientes internos. Tradicionalmente, a



evolucao da temperatura e umidade provém de simulagoes computacionais da tem-
peratura do ar e umidade relativa. A incorporacao de Analise de Regressao levou a
reducao do tempo de computacao das andlises em aproximadamente 94%.

Ferramentas estatisticas também observaram adoc¢ao na etapa de design de com-
ponentes mecanicos como bombas centrifugas, descritas por SAFIKHANI et al.
(2011), veiculos submarinos, descritos por TIAN et al. (2017), e bombas de mi-
neragao submarina, descritas por HU et al. (2022).

Nao existe um unico paradigma para a construcao da base de dados. A opcao
mais popular, e que sera utilizada para este estudo, trabalha com métodos numéricos
(como, por exemplo, o método de Projecao de Chorin) para a resolugdo numérica
de Equacoes Diferenciais Parciais para a construgao da base de dados. Um exemplo
dessa abordagem pode ser observado em PICHI et al. (2023), onde um escoamento
em expansao subita é modelado numericamente, e os fenomenos hidrodinamicos,
como o Efeito Coanda, podem entao ser medidos. Esse processo é repetido até que
se construa uma base de dados grande o bastante para associar as propriedades
fisicas do escoamento com o comportamento do fluido. Essa abordagem é intuitiva,
pois a Analise de Regressao nao demanda drésticas alteragoes aos algoritmos comuns
na resolugao numérica de Equacoes Diferenciais Parciais. Contudo, a dependéncia
de uma base de dados derivada de resultados numéricos é a clara desvantagem da
abordagem, que requer um consideravel investimento computacional para obter um
conjunto de treinamento. Em paralelo, alteragoes na geometria do problema ou
nas condicoes de contorno das Equacoes Diferenciais Parciais requerem a completa
reconstrucao da base de dados e do Modelo de Regressao. Existem estudos, como o
apresentado por PEHERSTORFER e WILLCOX (2015), que descrevem um modelo
capaz de se adaptar dinamicamente as modificacoes das equacgoes diferenciais que
regem o problema. Porém, a aplicacao desta estratégia ainda se inicia com uma base
de dados de resultados numéricos na concepcao da Regressao.

A base de dados para Analise de Regressao é representada majoritariamente
por resultados numeéricos na literatura. Isso nao surpreende, uma vez que métodos
numeéricos podem ser facilmente iterados, gerando uma ampla base de dados para
uso. Em contraste, resultados experimentais de andlise de fluidos inerentemente

demandam um investimento maior de tempo dos pesquisadores, dificultando a ob-



tencao de medigoes em escala comparavel. Contudo, sem cuidados adequados, o risco
de Sobreajuste aumenta consideravelmente, dado que a magnitude do conjunto de

dados pode reduzir a acuracia do Modelo de Regressao para previsoes.

2.3 Escoamentos em um Degrau

Estudos sobre Recirculagao, particularmente em tubulagoes com geometria em
“degrau”, ou Backwards Facing Step, sao diversos, como explorado na revisao de
MONTAZER et al. (2018). A expansao sibita de escoamentos é um fenémeno co-
mum em aplicacoes de motores a combustao, sistemas de refrigeracao, processamento
de alimentos, preenchimento de moldes, entre outras, fazendo com que este tipo de
escoamento seja extensivamente discutido na literatura, em particular, quanto a ob-
servacao de uma Zona de Recirculacao nas paredes da tubulacao, e como fatores
como velocidade e viscosidade podem influenciar nesse fenomeno. Além disso, esse
tipo de escoamento é extremamente popular para testes de performance de ferra-
mentas computacionais, devido a sua geometria simples e a facilidade de observacao
de Recirculacao.

Como muitos fenomenos hidrodinamicos, a ferramenta mais comum para o es-
tudo de escoamentos em um degrau sao analises computacionais por métodos de
elementos finitos. O artigo de THABIT et al. (2018) fornece uma andlise computa-
cional detalhada do fenomeno e sua relagao com seu Numero de Reynolds. Contudo,
o foco principal consiste em determinar as condigoes necessarias para o desprendi-
mento nas paredes de tubulacoes ou métodos para a minimizacao da ocorréncia de
Recirculagao.

GAUTIER e AIDER (2014) demonstra o uso de pulsos a montante da vazao
capazes de reduzir o comprimento da zona. J& BISWAS et al. (2004) compreende
uma série de analises sobre a vazao de um fluido, variando o nimero de Reynolds,
até o limite de transicao para turbuléncia, onde se espera a formacao de uma Zona
de Recirculacao.

Segundo ANDERSON et al. (2020), Recirculagdo ocorre na presenca de um
grande gradiente de pressao na camada limite do escoamento, ou seja, na superficie

que delimita ou restringe a passagem do fluido, como, por exemplo, as paredes de



uma tubulacao. No contexto de Escoamentos em um Degrau, o gradiente de pressao
elevado é consequéncia da subita expansao do diametro da tubulacao. Consequen-
temente, a velocidade do escoamento na camada limite inverte de sentido e induz a
formacao de uma Zona de Recirculagao a parede da tubulacao.

Anélises experimentais sobre o comportamento de Escoamentos em um De-
grau sao particularmente complexas devido a sensibilidade da ocorréncia de Re-
circulagao para alteragoes no Numero de Reynolds. Isso dificulta a replicabilidade
dos experimentos, especialmente para escoamentos turbulentos, onde a magnitude
do fenomeno é consideravelmente maior. Dado isso, experimentos costumam focar
numa faixa pequena de niimero de Reynolds, ou mesmo em um 1nico caso especifico,
com condicoes altamente controladas, tal como observado por JOVIC e DRIVER
(1994).

O uso de métodos numéricos na representacao do fenémeno é de elevado interesse,
uma vez que flexibiliza a simulacao do escoamento para uma variedade de perfis de
velocidade e tipos de fluido. Ao mesmo tempo, é necesséario garantir que quaisquer
resultados numéricos estejam de acordo com a literatura disponivel, ou seja, deseja-
se sempre a reducao do erro entre os dados numéricos e os resultados experimentais
obtidos de outros projetos. Um exemplo disso é o estudo de ABDOLLAHPOUR
et al. (2023), cuja andlise numérica de um escoamento em um degrau apresentou
um erro médio de menos de 20% quanto a magnitude da Zona de Recirculagao no
interior da tubulacao.

Vale considerar que existem multiplas abordagens possiveis quanto ao método
numérico utilizado para a analise de um escoamento turbulento. Modelos numéricos
para andlise de Recirculagao visam representar matematicamente o comportamento
do escoamento, tendo em mente que o perfil de velocidade e viscosidade do fluido ao
longo da tubulagao é extremamente imprevisivel. Por exemplo, o estudo de JEHAD
et al. (2015) adota o modelo K-Epsilon para representar a variancia das propriedades
fisicas do escoamento, obtendo resultados condizentes com andlises experimentais
disponiveis na literatura. No escopo deste estudo, contudo, sera utilizado um modelo
mais simples para a analise da Zona de Recirculacao, especificamente o modelo de
equagoes RANS.

Apesar de modelos analiticos sobre o fenémeno de Recirculagdo serem escassos,



andlises experimentais desenvolvidas por AMEUR e MENNI (2019) demonstraram
que o fenomeno nao é completamente aleatorio, e alteracoes nos parametros do
escoamento (tais como o numero de Reynolds e o fator de expansao do escoamento
na saida do ”degrau”) resultam em transformacoes previsiveis na magnitude do

desprendimento.

2.4 Objetivos deste Projeto

A bibliografia apresentada neste capitulo serve como fundamento para este re-
latério. Deseja-se aqui aplicar os conceitos introduzidos sobre analise numérica,
Analise de Regressao e escoamentos em um degrau, e replicar os resultados de si-
mulagoes anteriores. Por fim, o produto final deste estudo ¢ um Modelo de Regressao
capaz de descrever razoavelmente a evolucao da Zona de Recirculacao de um esco-

amento a partir do seu Numero de Reynolds.
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Capitulo 3

Fluidodinamica

3.1 Definicao do Problema Hidrodinamico

Primeiro define-se o problema hidrodinamico inicial, que servird como base do
estudo. Quer-se descrever a evolucao da vazao de um fluido, ao longo do tempo,
utilizando um sistema de equagoes diferenciais parciais. Para isso, precisamos pri-
meiro impor o escopo da anélise, isto é, como é o espaco sendo atravessado por um
fluido incompressivel, suas dimensoes e quais os canais por onde o escoamento entra
e sai.

Consideremos um caso no espago bidimensional, onde o fluido atravessa uma
tubulagao de 10 metros de comprimento. A tubulagao apresenta um diametro inicial
de 1 metro, que abruptamente se expande para 2 metros. A figura 3.1 ilustra as

dimensoes do dominio.

2
Inflow im

1 2m : - . Outflow

25 5 7.5 10

-——@=

|

Figura 3.1: Dimensoes do Dominio da Anélise Computacional
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3.2 Equacoes de Navier-Stokes para Fluido In-

compressivel

3.2.1 Incégnitas e Graus de Liberdade

A velocidade U e a pressao P do escoamento sao as duas incognitas que serao
calculadas pelo Método de Elementos Finitos. Portanto, é preciso definir quantos
graus de liberdade as duas varidveis apresentam no dominio, ou mais especifica-
mente, em quais dimensoes no espaco a velocidade e a pressao evoluem; para este

estudo, consideramos:

e A velocidade apresenta 2 graus de liberdade, variando verticalmente (entre as

paredes da tubulagao), e horizontalmente (ao longo da tubulagao);

e A pressao apresenta 1 grau de liberdade, variando ao longo da tubulagao.

3.2.2 Conservacao de Massa

Primeiro é preciso descrever a Conservacao de Massa ao longo da tubulacao,
dada em 3.1. Desta forma, impomos que a massa total de fluido injetado na entrada

da tubulagao deve ser igual a massa total na saida. A equacao estd em funcao de

U, P e p, a densidade do fluido.

dp
otV () =0 (3.1)

3.2.3 Incompressibilidade do Fluido

Como o fluido estudado é incompressivel, a derivada e gradiente da densidade ao
longo do tempo sao constantes. Logo, a equacao de Conservacao de massa é igual a

Equagao 3.2.
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3.2.4 Momento Linear do Fluido

A evolucao do momento linear de escoamento incompressivel é descrita pelas

equagoes de Navier-Stokes, derivadas da Segunda Lei de Newton.

p(%—ljJrUVU) =V.o(U,P)+f (3.3)

Onde U ¢ o vetor velocidade do fluido, P é a pressao, p é a densidade do fluido,
e f representa as forcas por unidade de volume atuando sob o fluido. O termo

o(U, P) representa o tensor de estresse, que para um fluido Newtoniano é dado:

o(U,P)=2ueU) - PI (3.4)

(U) = %(VU + (VU (3.5)

Onde 11 representa a viscosidade dinamica do fluido.

3.3 Condicoes de Contorno

Para que as equacoes de Navier-Stokes tenham uma solucao definitiva, deve-
se definir as condigbes iniciais e de contorno. Segundo HEATH (2002) e LEWIS
et al. (2004), o nimero de condigoes de contorno necessarias para que uma EDP
tenha uma tnica solucao é igual a maior ordem de cada uma de suas derivadas.
Observando a ordem das equacoes diferenciais apresentadas, podemos inferir que

serao necessarias:
e 1 Condicao Inicial para a velocidade do fluido,
e 2 Condigoes de Contorno para a velocidade do fluido,
e 1 Condicao de Contorno para a pressao do fluido.

Lembrando que, como a velocidade U é um vetor bidimensional, cada condicao
deve considerar a velocidade do escoamento na direcao x e y.

As condicoes de contorno utilizadas neste problema estao resumidas na Figura
3.2, descrevendo o comportamento da velocidade e pressao do escoamento nas fron-

teiras do dominio do problema. Vejamos a seguir a explicacao para cada uma delas.

13



U=0, VP-n=20

VP -n=0

n-Vu-n=90

U=4-Unpa 1-y)-(y—2)

U=0, VP-n=20

Figura 3.2: Condicoes de Contorno

3.3.1 Velocidade do Fluido no Interior da Tubulacao no Ins-

tante Inicial

Aqui é feita a imposicao de que o fluido se encontra em repouso no instante
inicial ¢ = 0 no interior da tubulagao. Isso facilitara a visualizacao do escoamento

ao longo do tempo e a Zona de Recirculacao.

3.3.2 Velocidade do Fluido na Entrada da Tubulacao

O fluido entra na tubulacao pelo Inflow, com um perfil de velocidade parabdlico.
Aqui fazemos nossa primeira imposicao sobre o comportamento do fluido nas paredes
da tubulacao: supondo que nao haja deslizamento entre o fluido e as paredes da
tubulacao, a velocidade devera ser nula nas paredes. Descrito em 3.6, a velocidade
do fluido ao passar no Inflow alcanca seu valor maximo U ,,, no centro da tubulagao

e reduz até zero quanto mais proximo das paredes da tubulacao, como mostra a

Figura 3.3.

U:4Umax(1_y)(y_2)7 y€[172] (36)
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ENTRADA U=U,.

Figura 3.3: Perfil de Velocidade do Fluido na Entrada do Fluido

3.3.3 Pressao do Fluido na Entrada da Tubulacgao

Impomos neste problema que o gradiente de pressao na entrada da tubulacao
seja igual a zero. Isso deriva da assuncao de que o perfil de velocidade do fluido estéa

completamente desenvolvido na entrada do dominio.

3.3.4 Velocidade do Fluido nas Paredes da Tubulacao

Como mencionado antes, sera adotada a hipotese de que nao havera deslizamento
entre o fluido e as paredes da tubulacao, o que significa que a velocidade do fluido é
zero nesses pontos. No contexto do método de elementos finitos, pode-se dizer que
a velocidade do fluido é nula na fronteira do sistema, com excecao das regioes de

Inflow e Outflow.

3.3.5 Velocidade na Saida da Tubulacao

Aqui impomos que a saida da tubulacao localiza-se a uma distancia grande o
bastante do degrau, onde o perfil de velocidade esta completamente desenvolvido,

fazendo com que o gradiente de velocidade na direcao de saida seja nulo.
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3.3.6 Pressao do Fluido na Saida da Tubulacao

No escopo desta analise, iremos considerar que o fluido sai da tubulacdo sem

resisténcia do meio externo, representando assim uma pressao P = 0 no Qutflow.

3.4 Analise de Elementos Finitos

O método de elementos finitos traz consigo excelente versatilidade para com-
putagao de dinamica de fluidos. Em destaque, é a sua capacidade de resolver as
equacoes nao lineares presentes em problemas de Navier-Stokes.

Além disso, a andalise com elementos finitos pode ser realizada com malhas nao
estruturadas, isto é, onde a discretizagao do dominio pode ser feita em intervalos
irregulares, facilitando a concepc¢ao de malhas que se adequem a geometrias comple-
xas. A teoria apresentada a seguir é derivada do Método de Galerkin, detalhada na

sintese de ANJOS (2024).

3.4.1 Discretizacao de Dominio

Apesar do dominio do problema ser relativamente simples, visto que a tubulacao
é composta exclusivamente de retas formando angulos retos, ainda existem vantagens
em utilizar uma malha irregular para discretizar o problema.

Ao invés de utilizar o mesmo grau de refinamento de malha para todos os pontos
da tubulacao, podemos controlar a discretizacao do dominio em diferentes regioes
da tubulacao, dependendo da criticidade para a analise.

Por exemplo, regioes onde espera-se que o vetor velocidade do fluido varie dras-
ticamente em magnitude e dire¢ao, uma malha mais fina é desejavel para evitar a
ocorréncia de singularidades durante a andlise de elementos finitos. Ja regices de
pouca relevancia para a analise, ou onde as propriedades do fluido nao variam dras-
ticamente, permitem o uso de uma malha contendo menos elementos, reduzindo o
custo computacional da simulacao. No capitulo de Implementacao Computacional,

sera discutida a discretizacao do dominio e a escolha de malha realizada.
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3.4.2 Espacos das Funcoes

A solugao das equagoes de Navier-Stokes consiste de 2 fungoes: U e P. Como
veremos a seguir, uma das estratégias para determinar essas solugoes consiste em
alterar a Equagao Diferencial Parcial para a sua forma fraca ou variacional. Contudo,
para que a forma variacional possua uma solucao tUnica e estavel, serd definido
precisamente o espaco de fungoes ao qual U e P pertencem. Para que a equagao

variacional apresente uma solucao, essas funcoes devem ser:

e Respeitar as condicoes de contorno para a Forma Fraca;
e Sao integraveis para o Dominio {2 do problema;

e Suas derivadas sao integraveis para todo o dominio 2 do problema.

3.4.3 Formulacao Variacional (Forma Fraca)

Quando comparado ao método numérico utilizado para resolver a Equacao de
Poisson ou a Equacgao de Transferéncia de Calor, solucao numérica das equacoes de
Navier-Stokes requer certas alteracoes para que haja a convergéncia adequada dos
resultados.

Se o Método de Euler for utilizado para remover as derivadas parciais das
equagoes de Navier-Stokes, o resultado obtido é um sistema de equacoes nao lineares,
com um ponto de sela. Em pratica é possivel trabalhar com sistemas nao-lineares,
mas seria necessario formular condigoes de contorno e métodos iterativos adicionais
para que sejam eficientes.

A estratégia utilizada para solucionar o sistema de equacOes serd abordar as
equagoes diferenciais parciais separadamente, utilizando o Método de CHORIN
(1968). O método consiste em transformar as equagoes de Navier-Stokes em um
sistema de equagoes lineares. As incognitas do sistema sao os valores de velocidade
e pressao em cada né da malha que discretiza o dominio.

Primeiro comecamos os passos padroes da formulacao variacional, multiplicando
ambos os lados da equacao de conservacao de momento por uma funcao teste v.

Utilizaremos a notagao abaixo para simplificar a visualizacao da equagao:
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(v, w) :/vwda:, <v,w>aQ:/ vwds (3.7)
Q o0
Depois aplicamos o Método de Euler para um passo de tempo At, com uma

funcao Velocidade Estimada U™, substituindo a derivada no tempo da velocidade.

mantendo a pressao do passo anterior P".

T ) U U )+ (@ P e(w) + (PP (3.8)

— (uVU"™ 2 -, v)a0 = (f7, 0)

Onde U™ 2 ¢ dado por:

. (Ur+Ut
U"ﬂz% (3.9)

Ao final desta etapa, obtém-se o valor da velocidade estimada U™.
Vale mencionar que a funcao teste v pertence ao mesmo espaco de funcoes que

o campo de velocidade U, garantindo a unicidade e a estabilidade da solucao.

veV={ve[H'Q))?: v=0 Vrco} (3.10)

Passamos entao para o segundo passo do Método, onde focaremos na segunda
incognita das Equagoes de Navier-Stokes, a pressao P. Especificamente, vamos
definir a pressao P""! apés um intervalo de tempo At.

Devido a definigao de U™, introduzimos um erro de incompressibilidade ao sis-
tema de equacoes, pois ela estd associada a pressio P" ao invés de P!, Conse-

quentemente, o divergente da velocidade deixa de ser igual a zero.

V.U #0 (3.11)

Para corrigir este erro, é necessario introduzir uma variacdo de pressao AP,

definida como:

Pt =P+ AP (3.12)
VAP = % (3.13)

18



AP aqui representa uma funcao “variacao de pressao” que atua em todos os
pontos do dominio e fornece a variagao de pressao necessaria para corrigir o erro de
incompressibilidade

Calculando o divergente de (3.12), obtemos:

VIPTH = V2P 4 VPAP = V2P + —(V'Af )

Obtemos aqui uma EDP. Com isso, podemos obter a sua forma fraca introdu-

(3.14)

zindo uma funcao de teste ¢:

(VP Vq) = (P",Vq) — AtV -U*,q) (3.15)

O resultado da forma fraca é a pressao P"™.
Pelo mesmo raciocinio explicado para a funcao v, a funcao teste ¢ pertence ao
mesmo espaco de fungdes que o campo de velocidade P, garantindo a unicidade e a

estabilidade da solucao.

¢€Q={qe[HQ]} (3.16)

Por fim, falta apenas determinar a verdadeira fungao do Campo de Velocidade
para o dominio. Retornamos novamente para a equagao de conservagao de momento.
Esta equacao é verdadeira tanto se utilizarmos o par Campo de Velocidade U™ com
a pressao P", descrito na Equagao (3.8), como também se utilizarmos o par Campo

de Velocidade U™ e pressiao P"*!, extraida de (3.15).

< (Un—i-l . Un)
P Ay
— (UVU"™3 -, v)0 = ([ 0)

)+ (pU" - VU™, v) + (o(U"2, P"*1) €(v)) + (P""'n, v)on
(3.17)
A forma fraca da diferenca dessas duas Equacoes de Conservacao de Momento
(3.8) e (3.17) é apresentada abaixo.
(U™ v) = (U*,v) — AHV (P — P"),v) (3.18)

A solucao da forma fraca fornece o Campo de Velocidade no instante n+1, U™ ™.

19



3.4.4 Ordem das Funcgoes Testes

As formas fracas das equacoes de velocidade e pressao precisam ser representa-
das na forma de um sistema de equacgoes lineares para que possam ser resolvidas
numericamente. Isso é possivel se utilizarmos Fungoes Solucao U e P e Funcoes de
Teste v e ¢ adequadas; especificamente, U, P, v e ¢ sao somas de polinomios.

Em resumo, ordem das Funcoes de Solucao e Teste afetarda o gradiente de ve-
locidade e pressao no resultado do método de elementos finitos. Pode-se utilizar
qualquer ordem de polinomio, com polinomios de ordem maior resultando em re-
sultados numéricos mais precisos e reduzindo o risco de singularidades. Contudo, a
complexidade do sistema linear a ser resolvido é diretamente proporcional a ordem
da fungao de teste.

Para a resolucao da equacao de Navier-Stokes, é recomendado que o Campo
de Velocidade seja associado a uma soma de polinomios de, no minimo, ordem 2
(Quadratica), tendo em mente os efeitos que a Recirculagdo tém no gradiente de
velocidade. Ja para a pressao, pode-se utilizar uma soma de polinomios de ordem 1
(Linear). A ordem da soma de polinémios também determina que tipo de elemento
serd utilizado para a malha. Como o Campo de Velocidade é de ordem 2, devem ser

utilizados elementos quadraticos.
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3.5 Resultados Extraidos

O Método de Elementos Finitos retorna como resultado a velocidade do fluido
para cada n6é da malha e para cada instante de tempo simulado. O escoamento é,
entao, representado graficamente para facilitar a visualizagdo das Zonas de Recir-
culacao que ocorrem devido a expansao da tubulacgao.

Como recirculacao origina de grandes gradientes de pressao no escoamento, o
foco é observar regioes da tubulacao onde o escoamento varia de direcao. No caso
do escoamento em um degrau, é interessante observar o comportamento do fluido
na regiao imediatamente apds o degrau, préximo as paredes. Contudo, espera-se
que recirculacao também ocorra na parede superior da tubulacao. Na Figura 3.4
estao apresentadas as principais regioes onde espera-se a ocorréncia de recirculagao.
As Zonas de Recirculacao sao separadas do escoamento principal por uma ”Camada

Cisalhante”, facilitando suas medigoes.

L2

F===-3

7

\ ’
\ ; ’
N Recirculagdo .
~ -
~ -
~ -

Perfil de
Velocidade

Camada

-Z/;.}_/Z_ZZ:./Z./Z/‘:/_Zfz/:-/Z_/:Z;_/_Z/-Z/:f‘/z~ jjgﬁalhame

Nova Camada
Limite

L1 L3

Figura 3.4: Principais medigoes realizadas
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Este relatério focard na dimensao de 3 fendmenos do escoamento:

e L1: Comprimento da Zona de Recirculacao imediatamente apds o degrau

e [2: Distancia entre a entrada do escoamento da tubulacao até a Zona de

Recirculacao na parede superior da tubulacao

e L3: Distancia entre as Zonas de Recirculagao na parede inferior da tubulacao
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Capitulo 4

Analise de Regressao

Regressao é um conjunto de técnicas que visam estimar qual é a relacao entre
2 ou mais variaveis independentes. O objetivo é criar um modelo estatistico capaz
de prever a evolucao de variaveis para dados inexistentes. No escopo deste estudo,
as variaveis independentes sao o numero de Reynolds e o comprimento da Zona de

Recirculagao.

4.1 Construcao do Modelo de Regressao

A Regressao é realizada a partir do banco de dados pré-definido. Os dados
passam por um processo iterativo, onde a funcao final que relaciona as variaveis
independentes é refinada, visando reduzir o erro das previsoes.

Primeiro define-se qual o tipo de regressao que sera utilizada, ou seja, deve-
se decidir qual o tipo de relacao esperada entre as varidveis independentes. Por
exemplo, em uma regressao polinomial de ordem n a relagao é:

A

L=w, Re"+wy-Re" P+ -+ +w, 1 Re' +w, (4.1)

Ou pode-se impor uma regressao logaritmica:

L = w; - log(Re) + w, (4.2)

Como partimos do principio de que o comportamento da Zona de Recirculacao

¢ desconhecido, é necessario criar e testar os varios tipos de Regressao, até que se
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obtenha uma equacgao capaz de prever o comportamento da Zona de Recirculacao

com o minimo de erro possivel.

~

L = w; +wyRe + wsRe? + ... (4.3)
st. min Y |L;— L] (4.4)
j=1

Onde m é o numero de dados a analise de Regressao, [A/j é a previsao da curva
de Regressao e L; é o Resultado real, extraido da andlise numérica. As Equacoes
4.3 e 4.4 compoem a chamada Loss Function, responsavel por calcular o erro da
Regressao ao fim de cada iteracao. Os valores de w, sao entao corrigidos, visando

reduzir o erro.

4.2 Validacao da Modelo de Regressao

Idealmente, o erro entre as previsoes de uma Anadlise de Regressao e os resul-
tados numéricos deve ser igual a zero. Em pratica, contudo, utilizam-se métodos
estatisticos para quantificar a variancia das previsoes. Uma solucao comum ¢é o Co-
eficiente de Determinacao, ou R?. O cdlculo do R? é dado pela Equagao (4.5), onde

L; é a previsao da Regressao, L; é a medigao extraida da andlise numérica e L ¢é a

média dos resultados numéricos.

m (L — L)
RP=1— Zj;l( ) ]>2, R? €0,1] (4.5)
Zj:1((Lj - L)
Um R? = 1 indica que o modelo de Regressao, através de suas previsoes, é

capaz de representar 100% da variancia dos resultados numéricos, enquanto que um
R? = 0 indica que o modelo representa 0% da variancia. Deseja-se que a andlise de
Regressao possua um R? elevado, idealmente igual ou maior que 0.8.

Criticamente, é necessario que o modelo de Regressao seja testado tanto com
Dados Brutos utilizados em seu desenvolvimento, como também com dados comple-
tamente novos, no interesse de evitar o fenémeno do Sobreajuste. Descrito por RAO
et al. (2018), Sobreajuste ocorre quando utiliza-se um modelo de Regressao extrema-

mente complexo e com multiplos coeficientes w,,, como, por exemplo, uma Regressao
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polinomial de ordem n = 4. Curvas de Regressao apresentando Sobreajuste pos-
suem usabilidade limitada, pois o modelo produzido é impreciso para previsoes fora
do escopo de treinamento. Este comportamento é observavel graficamente, como

mostra a Figura 4.1.

Y . Ya o
o 0. % o o N X
o .o ......... o 0 % .",..l (A o
* L g % g 1O o»"l .
..... < LY . o ‘. . .
i ve oo _ S .
X
Subajuste Apropriado Sobreajuste

Figura 4.1: Exemplo de Sobreajuste

Para compensar a ocorréncia de Sobreajuste, alteragdes serao necessarias no
calculo do erro. Detalhes sobre essas mudancas estao disponiveis no capitulo de

Implementacao Computacional.
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Capitulo 5

Implementacao Computacional

A implementacao do Método de Elementos Finitos foi realizada utilizando a lin-
guagem e programacao Python. Esta escolha deve-se nao sé a simplicidade do script,
visto que Python possui uma sintaxe relativamente intuitiva, mas também devido
as vastas bibliotecas e pacotes disponiveis abertamente para andlise de fluidos, tais
como Numpy, Scipy, Matplotlib, Gmsh e FeniCS.

A base de cédigo produzida neste estudo pode ser dividida em 2 grupos, a partir

de sua funcionalidade:

e (Codigo gerado para a definicao e resolucao do problema de Equacoes diferen-

ciais Parciais,

e Codigo gerado para desenvolvimento da Anélise de Regressao, seguida da

avaliacao de sua performance e erro de previsao.

5.1 Dinamica de Fluidos Computacional

A abordagem computacional para a resolucao das Equagoes de Navier-Stokes ¢é
intuitiva, pois a solu¢ao numérica do problema pode ser representada como um con-
junto de matrizes cujos elementos contém os valores de velocidade e pressao do fluido
para um ponto discretizado no espaco-tempo. A implementacao computacional do
método de elementos finitos utiliza o médulo Python FeniCS e deriva dos tutoriais

apresentados por LANGTANGEN e LOGG (2017) e GOCKENBACH (2006).

26



5.1.1 Discretizacao do Espaco

A estrutura de dados que armazenara os resultados é construida a partir de uma
rede de nés denominada Mesh, onde cada né representa um ponto no dominio, neste
caso, uma tubulagao.

A Mesh é construida utilizando a biblioteca Python Gmsh, que permite modelar o
espago 2D do problema como um conjunto de pontos e linhas. O modelo entao pode
ser discretizado para a andlise numérica. A Mesh é entao exportada no formato
de arquivo .MSH para poés-processamento. Exemplos dessas malhas podem ser

observados nas Figuras 5.1 e 5.2.
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Figura 5.2: Malha discretizando o Espaco (2)
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Apo6s multiplos testes, e considerando a magnitude dos numeros de Reynolds
modelados, foi escolhida uma malha irregular de ordem 2 com faces triangulares,
totalizando 42166 faces e 85097 nds, com uma distancia minima de 0.001 mm entre os
nés. Como explicado anteriormente, a escolha de uma malha de ordem 2 aumenta
a precisao dos resultados numéricos com um custo computacional relativamente
pequeno se comparado a um aumento no numero de faces. A Figura 5.3 mostra a
diferenca de elementos de ordem 1 e 2. O elemento triangular de ordem 2 dobra o

nimero de nds por face, introduzindo-os nos centros de cada aresta.

-

Elemento de Ordem 1 Elemento de Ordem 2

Figura 5.3: Exemplo de Elemento de Malha de Ordem 1 e 2

Como este estudo utiliza a biblioteca Dophin para a realizagao do método de
Elementos Finitos, o arquivo .MSH precisa ser convertido para o formato .XML.
A biblioteca Dolphin fornece ferramentas para automatizar esta conversao (especi-
ficamente o comando de terminal dolphin-convert). Vale mencionar que na versao
mais atualizada do projeto Dolphin, também denominado DolphinX, o suporte para
. XML foi abandonado, em favor do formato .XDMF. A conversao do arquivo .MSH
para . XDMF pode ser feita através da biblioteca Mashio.
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5.1.2 Definindo o Passo de Tempo

A discretizacao do tempo é um passo importante no Método de Elementos Fi-
nitos, e deve ser realizada com cuidado para que a andlise computacional ocorra
sem erros. Assim como na discretizacao do espaco, o tempo é dividido em multiplos
instantes, separados por um intervalo de tempo denominado Passo de Tempo. Ao
contrario da Malha, onde o espaco pode ser discretizado de maneira irregular com
nos separados a distancias diversas, o Passo de Tempo precisa ser constante entre
todos os instantes da anélise.

A escolha do Passo de Tempo é um balanco entre velocidade de analise e con-
vergéncia do método numérico. Se o Passo de Tempo for um valor muito pequeno,
a andlise ocorrera normalmente, porém o nimero total de instantes analisados au-
menta proporcionalmente. Por exemplo, considere que deseja-se estudar o comporta-
mento de um escoamento em um intervalo de tempo de 10 segundos, e seja escolhido
um Passo de Tempo de 0,001 segundos. Isso significa que o Método de Elementos
Finitos devera ser aplicado 10.000 vezes para todos os elementos da Malha para que
se possa descrever corretamente todos os instantes no dominio do tempo.

Contudo, o uso de um Passo de Tempo muito grande impede que o Método de
Elementos Finitos convirja corretamente devido ao fenomeno de Singularidade. No
escopo de dinamica de fluidos, a Singularidade ocorre quando o escoamento apre-
senta gradientes elevados de velocidade ou quando o fluido atravessa um nimero
grande de elementos da malha entre dois instantes de tempo. A Singularidade de-
sestabiliza o calculo numérico da velocidade, normalmente levando ao crescimento
descontrolado de sua magnitude e inevitavelmente levando ao cancelamento au-
tomatico da analise computacional devido ao Overflow na meméria RAM. Logo, uso
de um critério é recomendado para a otimizacao do Passo de Tempo. No caso deste

estudo, sera utilizada a Condicao de Courant-Friedrichs-Lewy, mostrada abaixo.

dt = dx %

(5.1)

max

Onde dt é o Passo de Tempo, dx é a menor distancia entre 2 elementos na malha,
Vinae € @ maior velocidade esperada para o fluido durante a simulagao e C' é o Numero
de Courant. Como o método numérico utilizado neste estudo ¢é explicito, o Nimero

de Courant C' = 1 pode ser adotado. Devido as forcas externas, como a gravidade,
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as quais o escoamento esta submetido, espera-se que a velocidade do escoamento seja
maior no interior da tubulacao do que na sua entrada. Logo, recomenda-se utilizar
a Condicao de Courant-Friedrichs-Lewy como um limite maximo para o Passo de
Tempo, e sempre testar com valores menores até que se escolha um valor que con-
siga convergir adequadamente rapido, sem ocorréncia de Singularidades RANOCHA

et al. (2021).

5.1.3 Escrevendo o Coédigo Python

Com o dominio da andlise construido, partimos para a implementacao das
equacoes de Navier-Stokes em cédigo Python. Para isso, utilizaremos a biblioteca
FeniCS, uma plataforma Open-Source especializada para a formulacao e resolucao
de sistemas de Equagoes Diferenciais Parciais.

A primeira vantagem de métodos numéricos computacionais é a parametrizacao
do problema, fornecendo rapido acesso as principais variaveis do problema, tais como
as propriedades do fluido sendo analisado, as dimensoes da tubulacao, o tempo de
andlise e passo de tempo. Abaixo estd apresentado um exemplo do codigo onde a

analise ¢ feita utilizando um fluido com as propriedades fisicas d’agua.
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def modelGen():

# Inputs=
#Propriedades do Fluido
mu = 0.001 # Viscostdade Cimematica
rtho = 1 # Denstdade

maxVelocity = 1.5 # Velocidae Mazima na Entrada

#Dominzo no Tempo
T = 30.0/(maxVelocity) # Tempo final
dt = 0.001 * 1/(maxVelocity) # Condicao Courant-Friedrichs-Lewy

numSteps = int(T/dt) + 1 # Numero de Passos de Tempo

#Definindo Pressao de Satida do Escoamento

pOutflow = O

#Definindo Altura do Degrau
height = 1

Ty —
#

FeniCS utiliza um paradigma Orientado a Objetos em sua base de cédigos. As
EDP sao destiladas em um conjunto de instancias de Classes, contendo em si as
propriedades do problema. Por exemplo, as Condicoes de Contorno sao objetos que
agrupam nao s6 os valores de Velocidade e Pressao, mas também as coordenadas

dos pontos na fronteira do dominio.
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5.1.4 Extracao de Resultados

Os resultados sao armazenados em arquivos .XDMF e .H), ideais para visua-
lizacao e pds-processamento. Neste estudo, a aplicacao utilizada para visualizagao

da evolucao do fluido é o Paraview.

[s/u] opeproofeA

Figura 5.4: Exemplo de Perfil de Velocidade do Fluido Obtido por FeniCS

A Figura 5.4 mostra uma visualizagao, usando a ferramenta Paraview, dos re-
sultados numéricos de velocidade obtidos pelo FeniCS. Os resultados foram pods-
processados, aplicando-se Convolugao de Integral de Linha para que o campo de
vetores possa ser facilmente discernido. Pode-se observar a ocorréncia do fenomeno
de Recirculacao apds a expansao do diametro da tubulagao.

Essas visualizacoes sao fundamentais para extrair as medicoes relevantes para
este estudo. Particularmente, deseja-se medir as dimensoes nas regioes do dominio
onde espera-se a ocorréncia de uma Zona de Recirculagao, como descreve a Figura

2.5.

L1 L3

Figura 5.5: Medigoes da Recirculagao

Para que as medigoes sejam precisas, ¢ necessario que as se¢oes do dominio
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onde elas se localizam sejam mais refinadas, ou seja, que a distancia entre nos
seja reduzida. A justificativa para este imperativo é devido ao grande gradiente
de velocidade que se espera nessas regioes. Elevadas flutuacoes de velocidade no
fluido fazem com que a Zona de Recirculacao evolua rapidamente de tamanho. Com
as dimensoes dos elementos da Malha reduzidas, pequenas alteragoes no campo de
velocidade transiente do fluido podem ser facilmente observadas.

A precisao das medigoes é critica para a Andlise de Regressao, que busca en-
contrar uma correlacao entre a evolucao da Zona de Recirculacao e o nimero de
Reynolds do fluido. Caso as variagoes no Re nao sejam perceptiveis nas medigoes,
a andlise fornecerda uma curva final com previsibilidade reduzida. As medicoes sao
coletadas e armazenadas numa planilha que serd fornecida para a Analise de Re-

gressao.

Re Ly [mm] Lo [mm] L; [mm]

666.66 1880 5350 1706
1000 1800 5350 1730
1333.33 1790 5350 1690

1666.66 1835 5350 1623

2000 1798 5350 1572
2333.33 1880 5300 1504
2666.66 1843 5300 1494

3000 1907 5300 1457
3333.33 1915 5300 1475
3666.66 1961 5300 1457

Tabela 5.1: Relacao das Medicoes com o Nimero de Reynolds do Fluido

Na Tabela 5.2 pode-se observar como as diferentes regioes com Recirculacao
variam de tamanho em funcao do numero de Reynolds. L; é o comprimento da
Zona de Recirculagao imediatamente apés o degrau na parede inferior da tubulagao,
até o ponto na parede da tubulagao onde a velocidade do fluido na parede retorna a
sua condicao de nao deslizamento (velocidade = 0). Lo é a distancia entre a entrada
da tubulagao e a Zona de Recirculagao na parede superior da tubulacao. Por fim,

L3 é a distancia entre as Zonas de Recirculacao que ocorrem na parede inferior. As

33



medicoes sao salvas em um arquivo .CSV chamado ML_Data.csv, e compoem a base

de dados para Regressao.

5.1.5 Verificagcao do Método Numérico

Antes de avancarmos com a geracao de analises numéricas, é essencial que se
verifique a qualidade dos resultados do codigo, comparando-os com outros estudos
na literatura disponivel. Isso garante que a Regressao seja feita com dados que
refletem adequadamente a realidade. Serao usados como referéncia os resultados
demonstrados por BISWAS et al. (2004), para um Numero de Reynolds Re = 400,

para a mesma geometria de tubulacao utilizada neste relatério.

Ly [mm]

Referéncia ~ 7700

Resultados Numéricos 7020

Tabela 5.2: Verificagdo da Andlise Numérica

7020 mm

Figura 5.6: Comprimento da Zona de Recirculagdo para Re = 400 (Resultado

Numérico)

O resultado numérico extraido do c6digo apresentou um erro de 8.83% em relacao
aos dados apresentados na literatura, um valor relativamente pequeno que legitima

a qualidade do Output do codigo FeniCS.
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5.2 Regressao

Para a analise de regressao sera utilizada a biblioteca Python Open Source scikit-
learn, que oferece um vasto conjunto de algoritmos estimadores capazes de relacionar
o niumero de Reynolds com a dimensao da Zona de Recirculagao.

Como explicado na secao anterior, as medigoes extraidas dos resultados
numeéricos estao armazenadas no formato .CSV e sao lidas pelo cédigo Python utili-
zando a biblioteca Pandas. O préximo passo é pds-processar a informacao coletada
para que se encaixe no modelo algébrico f(Re) = L sendo testado, que relaciona o
Numero de Reynolds com o tamanho da Recirculacao.

Por exemplo, se for utilizada a hipotese de que a zona é quadraticamente pro-
porcional ao Numero de Reynolds, é necessario calcular o quadrado do niimero de
Reynolds para todas as medigoes realizadas. A biblioteca Sklearn ja fornece as
funcoes necessarias para o processamento dos dados.

Com os dados processados, a tultima etapa antes da Analise de Regressao é a
escolha do tipo de Curva que melhor se encaixa aos resultados numéricos. Como
discutido no capitulo anterior, uma Loss Function modificada ¢é utilizada para com-
bater os possiveis efeitos de Sobreajuste. No escopo deste estudo, os efeitos de
Sobreajuste sao compensados na avaliagao modificando o método de minimos qua-

drados utilizado na Regressao.

min— dDIL-LP+a) (w) (5.2)

w; 2N

E possivel notar algumas diferengas quando comparado ao método de minimos
quadrados tradicional 4.3. Aqui, n é o nimero de amostras utilizadas na anélise,
ou seja, o numero de modelos numéricos gerados e o é um parametro de ajuste,

entre 0 e 1. A funcao do s~ é normalizar o erro esperado para uma base de dados

1
2n
muito extensa, enquanto a expressao a Y (w;)? visa combater os efeitos de Querfitting
observaveis em Regressoes muito complexas, como, por exemplo, um polindmio de
grau 4 ou maior.

Nesta andlise sera utilizado um peso o = 0.3. Recomenda-se testar a regressao
com varios valores de «, especialmente com bases de dados maiores, até que se

obtenha um resultado consistente da Regressao.

Com isso, a etapa de regressao estd pronta para comecar. No Scikit-learn a
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andalise é abstraida na forma de um Objeto. Especificamente, é uma instancia da
Classe Ridge (devido a Loss Function utilizada). A construgao de um Objeto Ridge

requer alguns argumentos de entrada, entre eles:

e O peso «;

e Os resultados do Método de Elementos Finitos para Anélise de Regressao.

Neste estudo o ntimero e iteragoes maximo é 2000;

e A porcentagem h dos Resultados numéricos que serao usados na apenas na
validacao da Curva de Regressao, e nao em sua construcao. Neste estudo 30%

dos Resultados numéricos serao utilizados apenas para validagao.

O Objeto gerado representa a Curva de Regressao. A validagao desta Curva é
feita a partir de fungoes da Classe Ridge, que retornam o Erro Absoluto Médio e o
resultado final da Loss Function.

Com a Curva de Regressao definida, basta entao armazena-la em um formato
conveniente para rapida reutilizacao, seja para fazer novas previsoes ou para conti-
nuar seu treinamento. A biblioteca Python Pickle facilita isso, salvando o Objeto
Ridge no arquivo de formato .PKL. Esse arquivo pode entao ser armazenado local-
mente ou mesmo compartilhado com outros usuarios e computadores. O modelo de

Regressao final é propriamente portatil, um dos objetivos deste estudo.
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Capitulo 6

Discussao de Resultados

Com os modelos gerados, a andlise de Regressao é realizada. Como mencionado
no capitulo anterior, uma fracao dos modelos gerados ¢ utilizada exclusivamente para
construcao da Regressao, enquanto os demais sao usados para uma fase de testes,
a fim de eliminar os efeitos de Sobreajuste. No escopo deste projeto, consideramos
uma razao 70% modelos treinamento / 30% modelos teste.

Os dados de L;, extraidos da Tabela 5.2, serao utilizados para a Anadlise de
Regressao. Na Figura 6.1, pode-se observar um grafico, descrevendo a evolucao da

distancia L; em funcao do Numero de Reynolds nas simulacoes computacionais.
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Figura 6.1: Resultados das Medig¢oes do Comprimento da Zona de Recirculagao em

fungao do Numero de Reynolds

Como pode-se observar, a dimensao da zona de recirculagao claramente nao é
linear em func¢ao do Numero de Reynolds; logo, precisamos testar miltiplas hipéteses

sobre qual serd essa relacao e realizar a Regressao adequadamente.
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6.1 Hipdtese 1: Relacao Polinomial de Ordem 2
Partimos do principio de que o desprendimento segue a funcao

A

L = wy + wy -Re + wy - Re? (6.1)

A Regressao aqui deve resultar nos 3 coeficientes wg, w; e wy que retornem o
menor resultado da Loss Function. Apds feita a Regressao, obtemos os seguintes va-
lores apresentados na Tabela 6.1. A partir desses resultados, a equacao descrevendo

a evolucao da recirculagao pode ser desenhada.

Coeficiente Valor

Wy 1745.55
w1y -1.00E-01
Wo 1.61E-05

Tabela 6.1: Coeficientes Polinomiais de Ordem 2 Determinados pela Regressao

1950 |
1900 |
1850 |
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1750 {
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1700 |

1650 |

1600 { ‘ 1 : 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Re

Figura 6.2: Resultados Obtidos pela Regressao para Comprimento da Zona de Re-

circulagao em funcao do Nimero de Reynolds - Polinomio de Ordem 2

Observa-se que a curva resultante descreve aproximadamente as medigoes apre-

sentadas na Figura 6.1. Contudo, com excegao da concavidade da curva na regiao de
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2500 < Re < 3500, um polinomio de Ordem 2 é incapaz de descrever o comprimento
da zona para Re < 1000 e Re > 6000. Isso torna-se mais evidente apds a validacao
da andlise.

Na validacao da andlise de Regressao, comparamos os resultados extraidos das
simulacoes computacionais com as previsoes obtidas pela Regressao, para todos os
modelos gerados. Como mencionado anteriormente, a validagao deve ser realizada
tanto com os modelos utilizados para a andlise de Regressao, como também para
modelos novos, utilizados exclusivamente para este teste.

Para facilitar a visualizagao dos resultados, foi gerada a Figura 6.3. Demons-
trado por NADDA et al. (2023), cada ponto representa um caso sendo testado, ou
seja, um numero de Reynolds sendo estudado. J& os eixos indicam qual o com-
primento da zona obtido, sendo no eixo das abscissas o valor retirado diretamente
das simulacoes, enquanto o eixo das ordenadas representa a previsao fornecida pela
Curva de Regressao. Quanto mais proximos esses pontos estiverem da linha diago-
nal preta, menor sera o erro entre as medigoes extraidas de simulagdes numéricas e
as previsoes feitas pela Regressao. Quanto mais afastados esses pontos estiverem da
linha diagonal, maior serd a discrepancia entre as duas. Observa-se na Figura 6.3
que um modelo polinomial quadratico ¢ impreciso para a maioria dos casos testados,

uma vez que a maioria dos pontos esta afastada da linha diagonal preta.
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Figura 6.3: Comparacao entre as Previsoes da Regressao Polinomial e o Valores

Reais

Como discutido no capitulo de Regressao, a acuracia da curva é determinada
através do Coeficiente de Determinacao, ou R?, que para esta hipétese é aproxima-

damente 63.42%

41



6.2 Hipdtese 2: Relacao Polinomial de Ordem 3
Partimos do principio de que o desprendimento segue a funcao

~

L = wy + wy -Re + wy - Re? + w3 - Re? (6.2)

Assim como na Hipotese 1, a Regressao aqui deve fornecer os coeficientes, agora
wo, Wi, we € ws, que retornem o menor resultado da Loss Function. Apods feita a

Regressao, obtemos os valores na Tabela 6.2:

Coeficiente Valor
wo 2248
wq -6.13E-01
Wo 1.48E-04
ws -9.76E-09

Tabela 6.2: Coeficientes Polinomiais de Ordem 3 Determinados pela Regressao
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Figura 6.4: Resultados obtidos pela Andlise de Regressao para o Comprimento da

Zona de Recirculagao em fungao do Numero de Reynolds - Polinomio de Ordem 3

Comparada a hipdtese anterior, um polinomio de ordem 3 descreve mais preci-

samente a dimensao da Zona de Recirculacao para nimeros de Reynolds elevados.
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Como mencionado anteriormente, a validacao deve ser realizada tanto com modelos
utilizados para a Analise de Regressao, como também para modelos novos, utilizados
exclusivamente para este teste.

A precisao da Regressao é ilustrada na Figura 6.5. Comparado aos resultados na
Figura 6.3, a hipdtese polinomial de ordem 3 possui uma precisao consideravelmente
maior, uma vez que a distancia entre os pontos até a linha preta no grafico é reduzida

consideravelmente. Apds cdlculos, o R? obtido é aproximadamente 82.96%.

2000 4 e Treinamento

e Teste

1900 -

1800 -

1700 -

1600 -

Previsdo da Regressao [mm]

1500 -

1400

1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000
Resultado por Método Numérico [mm]

Figura 6.5: Comparacao entre as Previsoes da Regressao Polinomial e o Valores

Reais
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6.3 Hipdtese 3: Relacao Polinomial de Ordem 4
Partimos do principio de que o desprendimento segue a funcao

~

L = wy + wy -Re + wy - Re? + ws - Re* + wy - Re? (6.3)

Assim como na Hipdtese 1, a Regressao deve fornecer os coeficientes, agora wy,
wi, Wy, w3 € wy, que levem ao menor resultado da Loss Function. Apods feita a

Regressao, obtemos os seguintes valores:

Coeficiente Valor

wo 2305.03
w, -6.98E-01
ws 1.81E-04
ws “1.43E-08
Wy 2.05E-13

Tabela 6.3: Coeficientes Polinomiais de Ordem 4 Determinados pela Curva de Re-

gressao
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Figura 6.6: Resultados obtidos pela Anélise de Regressao para Comprimento da

Zona de Recirculacao em funcao do Nimero de Reynolds - Polinomio de Ordem 4
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Comparando os polinomios de ordem 3 e 4, observa-se uma mudanca pequena
na curva obtida, devido principalmente a pequena magnitude do coeficiente wy.
Podemos concluir que o uso de Regressoes Polinomiais de ordens maiores que 4
produzira retornos cada vez maiores na precisao.

Como mencionado anteriormente, a validacao deve ser realizada tanto com mo-
delos utilizados para a analise de Regressao, como também por modelos novos,
utilizados exclusivamente para este teste.

A precisao da curva de Regressao ¢é ilustrada na Figura 6.7. Comparada a Fi-
gura 6.5, a distancia dos pontos até a linha diagonal é similar, indicando que nao
houve aumento perceptivel na precisao da Regressao ao utilizar um polinomio mais

complexo como hipétese. Apds célculos, o R? obtido é aproximadamente 81.60%.
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Figura 6.7: Comparacao entre as Previsdes da Regressao Polinomial e o Valores
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6.4 Hipodtese 4: Relacao Logaritmica
Partimos do principio de que o desprendimento segue a funcao

~

L = wy + wy -In(Re) (6.4)

Assim como nas demais hipoteses, a Regressao Logaritmica aqui deve retornar
os coeficientes, agora wy e wy, que retornem o menor resultado da Loss Function.

Ap6s construida a Regressao, obtemos os seguintes valores:

Coeficiente  Valor

W 1272.91

wy 49.77

Tabela 6.4: Coeficientes Logaritmicos Determinados pela Andlise de Regressao
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Figura 6.8: Resultados obtidos pela Regressao Logaritmica para comprimento da

Zona de Recirculacao em funcao do Numero de Reynolds
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Claramente, esta curva nao representa adequadamente a evolucao da zona, um
fato facilmente observado na Figura 6.9. A Regressao Logaritmica forneceu a pior
precisao de todas as hipdteses testadas, com a maior divergéncia entre os resultados
numéricos e a Curva de Regressao. Apds cdlculos, o R? obtido é aproximadamente

6.79%.
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Capitulo 7

Conclusao

A partir dos resultados, podemos concluir que, dentre as propostas testadas, a
Regressao Polinomial de ordem 3 fornece a curva mais precisa relacionando o Nimero
de Reynolds com o comprimento da Zona de Recirculagao. Quando comparada as
demais hipdteses, a abordagem polinomial de 3° grau apresentou a maior acurécia
nas previsoes, com o Coeficiente de Determinacao R? adequadamente préximo de
1, e, a0 mesmo tempo, sem apresentar sinais de Sobreajuste devido ao excesso de
coeficientes. Observa-se que o uso de Regressoes Polinomiais de ordens superio-
res fornece aumentos decrescentes na precisao da ferramenta, com um aumento no
risco de Sobreajuste. Portanto, recomenda-se que testem hipoteses diferentes que
descrevam a relacao entre o Nimero de Reynolds e a Zona de Recirculacao.

A principal vantagem da Regressao estd no baixo custo computacional e no tempo
de resposta. Uma vez criada, a curva consegue facilmente prever o comportamento
da Recirculacao em funcao do niimero de Reynolds. No mesmo intervalo de tempo
que uma analise numeérica € realizada computacionalmente, dezenas de milhares de

casos podem ser iterados.

7.1 Retorno de Experiéncia

Um dos objetivos do trabalho descrito neste relatério foi desenvolver ferramen-
tas em Python para a resolugao das Equagoes de Navier-Stokes usando o Método
de Elementos Finitos (FEM) e o uso de Regressdo para prever acuradamente a

magnitude de fenomenos hidrodinamicos. No fim, o projeto resultou na criacao de

48



multiplas ferramentas (disponiveis nos anexos) e no dominio de outras ferramentas

Open-Source:

e Dominio da ferramenta Gmsh para a criacao da malha relativa a um modelo

com multiplos elementos e diferentes condigoes de contorno,

e Dominio da ferramenta FeniCS para a resolucao das Equagoes Diferenciais
Parciais que descrevem o comportamento do escoamento ao longo da tu-

bulacao,

e (Criacao de um cdédigo capaz de solucionar as Equacgoes de Navier-Stokes para

multiplos nimeros de Reynolds automaticamente,

e Dominio da ferramenta Sklearn para a construcao e validacao de um Modelo
de Regressao capaz de ser facilmente compartimentalizado e reutilizado em

uma gama ampla de dispositivos.

Além dos pontos levantados acima, o estudo forneceu um melhor entendimento
sobre a histéria do Software comercial para resolucao de Equagoes diferenciais par-
ciais, os principais fatores limitantes na precisao de métodos numéricos computaci-

onais e a aplicabilidade de Regressao para contorna-los.

7.2 Limitacoes e Sugestoes para Projetos Futuros

O aprimoramento da Analise de Regressao depende principalmente da qualidade
dos dados fornecidos durante o seu treinamento. Isso significa que a etapa de geragao
de modelos numéricos é onde se concentram as principais recomendacoes para proje-
tos futuros que desejem continuar com o estudo apresentado neste relatorio. Porém,
deve-se ter em mente que quaisquer alteracoes no método numérico computacional
estao sujeitas as limitacoes de Hardware presentes.

O uso de um ntmero maior de elementos para o Método de Elementos Finitos
proporciona medi¢oes que melhor ilustram a dimensao da Zona de Recirculagao e,
crucialmente, permite que pequenas variacoes no Numero de Reynolds sejam men-
suraveis nos modelos numéricos e, consequentemente, registradas na curva final. O

mesmo pode ser dito para a ordem dos elementos. Contudo, vale sempre considerar
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que o refinamento da malha espacial inevitavelmente aumenta o tempo de proces-
samento necessario para a resolucao. O refinamento de malha também requer a
adogao de um Passo de Tempo menor, a fim de evitar a ocorréncia de singularidades
durante a resolucao do Método de Elementos Finitos. Essas alteracoes inevitavel-
mente requerem o uso de uma solucao de armazenamento grande o bastante para
conter todos os arquivos .XDMF' e .H5 resultantes da andlise computacional.
Todos os resultados descritos neste relatorio sao intrinsecamente ligados a geome-
tria utilizada para a tubulacao. As previsoes da curva construida aqui nao descrevem
a Zona de Recirculacao para outro curso de escoamento. Contudo, é teoricamente
possivel realizar uma andlise capaz de produzir previsoes dependendo nao sé do
Numero de Reynolds, mas também das dimensdes do espaco, tais como diametro do
tubo, altura do degrau e comprimento da tubulacao. A influéncia que esses fatores
tém sobre a magnitude da Zona de Recirculacao deverd ser averiguada, gerando
multiplos modelos numéricos para a Regressao e testando hipéteses sobre qual é a
possivel funcao matematica entre a geometria do tubo e a Zona de Recirculacao.
Contudo, caso deseje-se expandir o escopo da andlise, vale considerar uma to-
tal substituigdo da Andlise de Regressao por um modelo Neural. Métodos de Re-
gressao possuem aplicabilidade limitada no estudo de grandes Datasets, especial-
mente quando a relacao entre as variaveis independentes nao é linear ou polinomial.
Redes Neurais, em comparagao, sao capazes de descrever comportamentos mais

complexos e nao requerem que o pesquisador assuma uma relagao entre as variaveis.
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Anexo A - Cdédigo Python para
Aplicacao do Método de

Elementos Finitos

from fenics import *
from mshr import *
import numpy as np
import matplotlib as mpl

import csv

def modelGen(maxVelocity):

# = == Inputs== = == =

#FLuid Propeties
mu = 0.001 # (Viscosidade Cinematica) #Water Default = 0.001
rho = 1 # density #Water Default = 1

#mazxVelocity = 1.5 #Default = 1.5

#Time domain

T = 30.0/(maxVelocity) # final time

dt = 0.001 * 1/(maxVelocity) # Courant-Friedrichs-Lewy condition
num_steps = int(T/dt) + 1 # number of time steps

#num_steps = 20000

#Pressure properties

P_outflow = O
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#Defining the channel dimensions

height = 1

s
#

#Defining Inflow Reynolds Number
mean_vel = 2/3 * maxVelocity

Re = (mean_vel*(2xheight)) / mu

#file paths
externalDrive = "/Folder/to/save/results/"

file_path = externalDrive + "Re_%s/" %(str(Re))

# Create mesh
mesh = Mesh("StepLong/StepLong.xml")

fd = MeshFunction('size_t', mesh, "StepLong/StepLong_facet_region.xml")

# Define function spaces

<
Il

VectorFunctionSpace(mesh, 'P', 2)

o
I

FunctionSpace(mesh, 'P', 1)

# Define boundarties
# Define inflow profile
inflow_profile = (
"4 .0*%sx(x[1] - %s)*(2 x Ys - x[1]) / pow(%s, 2)' %(
str(maxVelocity), str(height), str(height), str(height)),
'0")

# Define boundary conditions
bcu_inflow = DirichletBC(
v,
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Expression(inflow_profile, degree=2),
fd,
7)

bcu_walls = DirichletBC(
v,
Constant ((0, 0)),
fd,
9)

bcp_outflow = DirichletBC(
qQ,
Constant (P_outflow),
fd,
8)

bcu = [bcu_inflow, bcu_walls]

bcp = [bep_outflow]

# Define trial and test functions

u = TrialFunction(V)
v = TestFunction (V)
p = TrialFunction(Q)
q = TestFunction(Q)

# Define functions for solutions at previous and current time steps
u_n = Function(V)
u_ = Function(V)
p_n = Function(Q)

p_ = Function(Q)
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# Define expressions used in wvariational forms

U = 0.5%(u_n + u)
n = FacetNormal (mesh)
f = Constant((0, 0))
k = Constant(dt)

mu = Constant (mu)

# Define symmetric gradient
def epsilon(u):

return sym(nabla_grad(u))

# Define stress tensor
def sigma(u, p):

return 2*mu*epsilon(u) - p*Identity(len(u))

# Define wvariational problem for step 1
F1 = rhoxdot((u - u_n) / k, v)*dx \
+ rho*dot(dot(u_n, nabla_grad(u_n)), v)*dx \
+ inner(sigma(U, p_n), epsilon(v))*dx \
+ dot(p_n*n, v)*ds - dot(mu*nabla_grad(U)*n, v)*ds \

- dot(f, v)*xdx

al lhs(F1)

L1 = rhs(F1)

# Define variational problem for step 2

a2 = dot(nabla_grad(p), nabla_grad(q))*dx

L2 = dot(nabla_grad(p_n), nabla_grad(q))*dx - (1/k)*div(u_)*qg*dx

# Define wvariational problem for step 3
a3 = dot(u, v)*dx

L3 = dot(u_, v)*dx - k*dot(nabla_grad(p_ - p_n), v)*dx
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# Assemble matrices

Al = assemble(al)
A2 = assemble(a2)
A3 = assemble(a3)

# Apply boundary conditions to matrices
[bc.apply(Al) for bc in bcul

[bc.apply(A2) for bc in bcpl

# Create XDMF files for wvisualization output
xdmffile_u = XDMFFile(file_path + 'velocity.xdmf')
xdmffile_p = XDMFFile(file_path + 'pressure.xdmf')

# Create time series (for use in reaction_system.py)
timeseries_u = TimeSeries(file_path + 'velocity_series')

timeseries_p = TimeSeries(file_path + 'pressure_series')

# Save mesh to file (for use in reaction_system.py)

File(file_path + 'step.xml.gz') << mesh

# Create progress bar

progress = Progress('Time-stepping')

set_log_level (LogLevel .PROGRESS)

# Time-stepping

t=0

for n in range(num_steps):

# Step 1: Tentative wvelocity step
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bl = assemble(L1)
[bc.apply(bl) for bc in bcul

solve(Al, u_.vector(), bl, 'bicgstab', 'hypre_amg')

# Step 2: Pressure correction step
b2 = assemble(L2)
[bc.apply(b2) for bc in bcpl

solve(A2, p_.vector(), b2, 'bicgstab', 'hypre_amg')

# Step 3: Velocity correction step
b3 = assemble(L3)

solve(A3, u_.vector(), b3, 'cg', 'sor')

# Plot solution
plot(u_, title='Velocity"')

plot(p_, title='Pressure')

# Save solution to file (XDMF/HDF5)
xdmffile_u.write(u_, t)

xdmffile_p.write(p_, t)

# Save nodal values to file
timeseries_u.store(u_.vector(), t)

timeseries_p.store(p_.vector(), t)

# Update previous solution
u_n.assign(u_)

p_n.assign(p_)
# Update progress bar

#progress.update(t / T)

#print ('u maz:', u_.vector().array().maz())
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print('u max:', np.max(np.array(u_.vector())))

print('Sim Time:', t)

# Update current time

t += dt

#Saving properties as csv
with open(file_path + '/properties.csv', 'w', encoding='UTF8') as f:

writer = csv.writer(f)

# write the data

writer.writerow(["Reynolds", Rel)
writer.writerow(["Pressure Outflow", P_outflow])
writer.writerow(["Max Speed", maxVelocity])
writer.writerow(["Density", rhol)

writer.writerow(["Dynamic Viscosity", mu])
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Anexo B - Cdédigo para Iterar o
Problema de Navier-Stokes com

Multiplos Nimeros de Reynolds

import NavierStokes_step_import
VelocityCases = [1.0,1.5,2,2.5,3.0,3.5] #m/s

for v in VelocityCases:

NavierStokes_step_import.modelGen(v)
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Anexo C - Cdédigo para Analise de

Regressao

import pandas as pd

import numpy as np

from sklearn.linear_model import LinearRegression, Ridge
from sklearn import preprocessing

from sklearn.model_selection import train_test_split
from sklearn.metrics import mean_absolute_error as MAE
from sklearn.metrics import r2_score as R2

import pickle as pkl

import matplotlib.pyplot as plt

ML_Data = pd.read_csv('ML_Data.csv')

Re = ML_Data.loc[:, ['Re']]
11 = ML_Data.loc[:, ['L1']]
12 = ML_Data.loc[:, ['L2']]
13 = ML_Data.loc[:, ['L3']]

STUDIED_VAR = L1
VAR_NAME = 'L1'
PLOT_DATA = True
PLOT_MODEL = True

PLOT_COEF = True
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#Usar Regressdo original

LOAD_OLD_NEURAL = False

#0rdem de hipotese de Polindmio

degree = 3

p = preprocessing.PolynomialFeatures(degree) .fit(Re)

print(p.get_feature_names_out(Re.columns))

Re = preprocessing.PolynomialFeatures(degree).fit_transform(Re)

x_train, x_test, y_train, y_test = train_test_split(Re,
STUDIED_VAR,

test_size=0.2)

model_1 = Ridge

#Loading old Neural Network
if LOAD_OLD_NEURAL:
with open("NeuralModel.pkl", 'rb') as f:
model_1 = pkl.load(f)
else:
#Creating new Neural Network
#model_1 = LinearRegression().fit(z_train,y_train)

model_1 = Ridge(alpha=0.0, max_iter=2000).fit(x_train,y_train)
#Saving model:
with open("NeuralModel.pkl", "wb") as f:

pkl.dump(model_1, f, protocol=5)

y_model_train = model_1.predict(x_train)

y_model_test = model_1.predict(x_test)
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print (MAE(y_train, y_model_train)) #calculate mean absolute error on training set
print (MAE(y_test, y_model_test)) #calculate mean absolute error on testing set
print (R2(y_train, y_model_train)) #calculate R"2 on training set

print (R2(y_test, y_model_test)) #calculate R"2 on testing set

print (model_1.coef_[0])

#Plot Data
if PLOT_DATA:
ML_Data.plot.scatter(x='Re', y=VAR_NAME)

plt.show()

#Plot Prediction Model
if PLOT_MODEL:
plt.plot(y_train, y_model_train, 'ro')

plt.plot(y_test, y_model_test, 'bo')

#Plotando uma linha preta de guia

plt.plot([1400,2000], [1400,2000], 'k', linewidth=2)

plt.xlabel('Simulacao Computacional', fontsize=20)
plt.ylabel('Previsao Neural', fontsize=20)
plt.xticks(fontsize=16)

plt.yticks(fontsize=16)
plt.legend(['train', 'test'], fontsize=16)
fig = plt.gcfO)

fig.set_size_inches (8,8)

plt.show()

#Plot Coefficients
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if PLOT_COEF:

#plt.yscale('log’)

if degree == 3:

plt.bar(["1", "Re", "Re"2", "Re"3"], model_1.coef_[0])
elif degree == 2:

plt.bar(["1", "Re", "Re"2"], model_1.coef_[0])
elif degree == 1:

plt.bar(["1", "Re"], model_1.coef_[0])

plt.ylabel('Coefficient', fontsize=16)

plt.xlabel('Feature', fontsize=16)

plt.show()
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