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Capitulo 1

Introducao

Segundo a OMS (Organizagdo Mundial da Satde), as doencgas cardiovasculares
(DCV) lideram as causas de morte pelo mundo [1l]. Estima-se que dos 17,9 milhoes
de 6bitos registrados em 2019, 32 % foram causados por DCV. E destes, 17 milhoes
foram de 6ébitos prematuros (de pessoas abaixo de 70 anos de idade) causados por
doencas nao-infecciosas, com 38 % das fatalidades sendo causadas por DCV.

Dentre as diversas possibilidades de origem para DCV, as doengas na artéria
coronéria (DAC) — ou doengas cardiovasculares isquémicas — foram as responséveis
por 16 % do numero total de ébitos registrados em 2019, representando a causa
mortis com maior ocorréncia [2]. Dentre as causas que levam a uma DAC, a mais
conhecida ¢é a aterosclerose. O quadro clinico consiste pela formacao de placas de
gordura — ateromas — na parede interna das artérias, ocasionando no estreitamento
do canal disponivel para o fluxo sanguineo, dificultando a passagem de nutrientes e
oxigénio. Para evitar o quadro clinico, é importante que ocorra uma adequacgao de
habitos alimentares e de saude, tais como evitar o uso de alcool, de tabaco, dietas
ricas em gordura e a falta de exercicios fisicos.

No caso do paciente ja ter desenvolvido o quadro clinico, dois tratamentos clinicos
podem ser empregados: o bypass corondrio e a angioplastia corondria translumial
percutinea (PTCA). Enquanto que a primeira é uma cirurgia mais invasiva, onde
sao utilizados vasos sanguineos de outras partes do paciente para realizar a ligagao
entre as regioes saudaveis da artéria — criando uma rota alternativa de fluxo —, o
PTCA é um procedimento cirirgico muito menos agressivo, uma vez que coloca-se
um tubo aramado (stent) na regiao afetada e este se expande, de forma a desobstruir
o fluxo sanguineo.

A partir dos estudos desenvolvidos por MARQUES [3] e AMARAL [d], este tra-
balho foi realizado com a finalidade de desenvolver um cédigo em Python utilizando
o Método dos Elementos Finitos para a formulacao corrente-vorticidade com o trans-
porte da espécie quimica, a fim de conhecer a dindmica do escoamento sanguineo

numa artéria com diferentes niveis de restricdo e configuracdes de aterosclerose e



com stent farmacologico implantado.

1.1 Hipéteses e método adotado

As equacgoes de governo do problema foram desenvolvidas a partir da hipdtese
do meio continuo, permitindo utilizar os principios de conservacao de massa, de
quantidade de movimento linear e de espécie quimica. O sangue foi considerado
como um fluido incompressivel, newtoniano e monofasico, além de ter o coeficiente
difusivo aproximado como constante.

A equagao de Navier-Stokes foi apresentada segundo a formulacao de corrente-
vorticidade com a equagao de transporte de espécie quimica sem geracao interna.
Estas foram discretizadas através do Método de Elementos Finitos e aplicadas so-
bre malhas triangulares lineares nao estruturadas, as quais desenvolvidas através
do software GMSH. A discretizacao temporal das equagoes foi feita através da
expansao em série de Taylor mantendo os termos de segunda ordem no intuito de
reduzir as oscilagoes espirias inerentes aos problemas do tipo convecgao-difusao. A
formulagao de Galerkin foi utilizada para discretizar as equagdes no espago. Deste
modo, o esquema de Taylor-Galerkin ou Galerkin caracteristico foi utilizado, con-
forme proposicdo de DONEA [5] e ZIENKIEWICZ e TAYLOR [g].

A validacao do codigo desenvolvido foi feita através da comparagao das solugoes
numéricas obtidas com valores de referéncia. No primeiro caso, os resultados foram
comparados com a solugao analitica do problema de Haugen-Poiseuille escoamento
em canal. Em seguida, comparou-se os resultados do escoamento em cavidade com
tampa deslizante — lid-driven cavity flow — com as solugbes encontradas por MAR-
CHI et al. [1]. H4 também a verificacao dos resultados obtidos para o escoamento
em canal com degrau, comparando-os com o trabalho de THOMAS et al. [8]. Por
fim, a ltima verificagao ¢é feita a partir dos resultados calculados com os obtidos
pelos autores em MARQUES e ANJOS [d].

Este trabalho foi desenvolvido sobre 15 (quinze) configuragoes diferentes para o

canal com stent:

e Geometria 1: restricdo do fluxo sanguineo em 25 % e presenca de stents cir-

culares;

o Geometria 2: restricdo do fluxo sanguineo em 50 % e presenca de stents cir-

culares;

o Geometria 3: restricdo do fluxo sanguineo em 75 % e presenca de stents cir-

culares;



o Geometria 4: restrigdo do fluxo sanguineo em 25 % e presenca de stents elip-

ticos (raio menor adentrando o fluxo);

o Geometria 5: restricao do fluxo sanguineo em 50 % e presenca de stents elip-

ticos (raio menor adentrando o fluxo);

o Geometria 6: restricao do fluxo sanguineo em 75 % e presenca de stents elip-

ticos (raio menor adentrando o fluxo);

o Geometria 7: restricado do fluxo sanguineo em 25 % e presenca de stents elip-

ticos (raio maior adentrando o fluxo);

o Geometria 8: restricao do fluxo sanguineo em 50 % e presenca de stents elip-

ticos (raio maior adentrando o fluxo);

o Geometria 9: restricdo do fluxo sanguineo em 75 % e presenca de stents elip-

ticos (raio maior adentrando o fluxo);

o Geometria 10: duas restri¢oes do fluxo sanguineo em 25 % e presenca de stents

circulares;

o Geometria 11: duas restri¢oes do fluxo sanguineo em 50 % e presenca de stents

circulares;

o Geometria 12: duas restri¢oes do fluxo sanguineo em 25 % e presenca de stents

elipticos (raio menor adentrando o fluxo);

o Geometria 13: duas restricoes do fluxo sanguineo em 50 % e presenca de stents

elipticos (raio menor adentrando o fluxo);

o Geometria 14: duas restricoes do fluxo sanguineo em 50 % e presenca de stents

elipticos (raio maior adentrando o fluxo);

o Geometria 15: duas restricoes do fluxo sanguineo em 50% e presenca de stents

elipticos (raio maior adentrando o fluxo).

O pés-processamento dos resultados foi feito com o software livre Paraview, que

permitiu a melhor visualizacao grafica dos resultados obtidos.

1.2 Estruturacao do trabalho

Este trabalho foi dividido em oito capitulos. No Capitulo 2 é realizada uma breve
introducao ao stent farmacolégico e ao Método de Elementos Finitos. No Capitulo

3 sao desenvolvidas as equacoes de governo do problema, sendo apresentada a sua



forma final apds todas as manipulagoes aplicaveis. No Capitulo 4 é implementado o
MEF nas equagoes de governo obtidas na se¢ao anterior, discretizando-as no espaco
€ no tempo.

Finalizada a contextualizagao tedrica, no quinto capitulo é apresentado o cédigo
numeérico desenvolvido para este problema. No Capitulo 6 sdo apresentadas todas as
verificagoes realizadas, enquanto que no Capitulo 7 s@o apresentadas as geometrias
utilizadas, bem como os resultados obtidos. Por fim, é apresentada a conclusao deste
trabalho no ultimo capitulo. Desta forma, o trabalho estd organizado da seguinte

forma:

e Capitulo 1 - Introducao

o Capitulo 2 - Revisao bibliogrifica

o Capitulo 3 - Fquacoes de governo

o Capitulo 4 - Método de Elementos Finitos
o Capitulo 5 - Cddigo numérico

o Capitulo 6 - Validacao do codigo numérico
e Capitulo 7 - Resultados

e Capitulo 8 - Conclusao



Capitulo 2
Revisao bibliografica

Neste capitulo, sera realizado uma breve contextualizacao histérica do problema
e da metodologia empregada, abordando sobre os Stents Farmacolégicos e o Método

de Elementos Finitos aplicado a equagoes do tipo convecgao-difusao.

2.1 Stent Farmacolégico

Em 1964, DOTTER e JUDKINS [I0] propuseram um tratamento alternativo
para impedir a obstrucao do fluxo sanguineo em artérias femorais obstruidas em
casos clinicos severos decorrentes de aterosclerose. O método ficou conhecido como
angioplastia transluminal percutanea e consistia na cateterizagao da artéria femoral
oposta, um procedimento minimamente invasivo e que se mostrou promissor, além de
facil execugao para qualquer médico com familiarizacao com a cateterizagao vascular.
O procedimento também poderia ser empregado em artérias coronarias.

Em 1979, GRUNTZIG et al. [I1] trouxeram em seu trabalho uma nova aborda-
gem para tratar as estenoses em artérias coronarias a partir da angioplastia trans-
luminal percutanea, através da insercao de um cateter com balao inflavel, a fim de
utiliza-lo para dilatar a regiao com estenose. Tal procedimento recebeu o nome de
angioplastia corondria transluminal percutinea (PTCA).

No entanto, pacientes submetidos ao PTCA utilizando um balao inflavel apre-
sentavam reestenose ou oclusao vascular apos um certo periodo de tempo. Em razao
disso, diversos estudos foram realizados e, em 1987, SIGWART et al. [T3] publicaram
um estudo feito a partir da implantacao de uma protese que consistia em uma ma-
lha autoexpansivel de ago inoxidavel em 25 pacientes com reestenose, sendo 6 deles
receberam na artéria femoral, enquanto os outros 19 receberam na artéria corondaria
ou periférica. A proétese foi denominada como stent.

Em 1994, SERRUYS et al. [[4] apresentaram um extenso trabalho de compara-
¢ao entre a angioplastia feita com a implantacao de stent e a realizada através de

um balao inflavel. Foram acompanhados 520 pacientes, onde 262 tiveram a implan-



Figura 2.1: Esquema do PTCA com balao inflavel.

Adaptado de: SBC.

tagdo de stent e os outros 258 passaram pelo procedimento com o balao inflavel.
Os resultados obtidos mostraram uma maior efetividade para os casos onde houve
foi implantado o stent, tanto para os resultados clinicos quanto para os angiografi-
cos. No entanto, este método causou, em média, uma maior estadia dos pacientes
no hospital, visto que havia a necessidade de realizar terapia anticoagulante para
evitar a ocorréncia de trombose.

Em 2001, SOUSA et al. [15] divulgaram um estudo feito com uma prétese de
stent diferente da comumente empregada até aquele momento. A nova protese
consistia em um substrato metalico revestido por uma camada polimérica com me-
dicamentos especificos selecionados (no caso, o sirolimus), no intuito de reduzir a
chance de ocorréncia de reestenose. No estudo, foi realizado o acompanhamento dos
participantes por 8 meses e nao foi detectada reestenose proxima as extremidades do
stent, além de nao ter ocorrido casos de trombose ou processo inflamatério devido
ao polimero. Tém-se assim o stent farmacologico.

Dois anos mais tarde, MOSES et al. [I7] divulgaram um estudo onde foi em-
pregado randomicamente stents convencional e revestidos com o sirolimus em 1058
pacientes com quadros complexos (diabéticos, lesdo com grande extensdo e vasos
pequenos). Os resultados mostraram uma reducao de 21% para 8,6% nos casos de
reestenose ao trocar o stent convencional pelo revestido com o medicamento.

Em razao da inclusao de medicamentos as préteses desenvolvidas, houve a ne-
cessidade de desenvolver estudos sobre a difusao dos mesmos na corrente sanguinea.
Neste sentido, em 2001, HWANG et al. [I8] publicaram um estudo relacionando a

distribuicao da droga e o numero de Péclet, além da influéncia da geometria do stent



Figura 2.2: Esquema do PTCA com stent.
Adaptado de: SATIDE.

na difusao da espécie quimica.

Em 2014, BOZSAK et al. [19] mostram em seu trabalho que o tipo de droga
utilizado no stent ird influenciar no processo difusivo e, consequentemente, na efeti-
vidade do tratamento. Esta conclusao foi obtida através da modelagem utilizada, a
qual levou em consideracao a estrutura multicamadas da parede arterial, bem como
sua estrutura de meio poroso. Desta forma, foi utilizada a Lei de Darcy para mode-
lar o escoamento dentro das camadas da artéria e foram obtidos resultados distintos
para cada medicamento analisado.

Em 2017, LUCENA et al. [20] desenvolveram um trabalho onde foi analisada a
dissolugao, transporte e ligagdo do sirolimus a parede arterial em um dominio axis-
simétrico. Este representa a camada polimérica e a parede porosa da artéria — a
qual foi considerada como anisotropica — nas vizinhancas de uma parte do stent. As
equagdes de governo foram descretizadas através do Método de Elementos Finitos.
Os resultados obtidos mostraram que controle sobre a liberacdo do medicamento
pode ser feito através do coeficiente de difusao do polimero, de modo a acelerar
ou retardar o processo. Além disso, também possivel concluir que 46-48% do si-
rolimus é difundido no limen e é dispersado na corrente sanguinea, enquanto que
52-54% permeia pela parede arterial. Além disso, a distribuicao espacial da droga
é altamente influenciada pelo escoamento e pelas propriedades da parede arterial,
tornando muito susceptivel as condi¢oes de satide do paciente.

No mesmo ano, WANG et al. [21] divulgam um trabalho onde foi estudado a hi-
drodinamica do sangue em uma artéria com aterosclerose e com stent farmacolégico
implantado. O fluido em analise é aproximado como newtoniano e monofasico e as

equagoes de governo sao aproximadas pelo Método de Elementos Finitos. O estudo



é conduzido em geometrias axissimétricas variadas, onde é realizada a comparagao
dos campos de velocidade, pressao e concentracao entre eles. Os resultados obtidos
mostram que uma analise em geometria com ateroma mais simplificado apresenta

resultados préximos de um real.

2.2 Meétodo de Elementos Finitos - Equacao
Conveccao-Difusao

O Método de Elementos Finitos teve a sua base matematica desenvolvida pelo
matematico e fisico suico Walter Ritz (1878-1909), o qual realizava transformagoes
de problemas continuos em discretos com finitos graus de liberdade, onde as variaveis
do problema eram aproximadas pelo produto das fungoes base pré-selecionadas e as
constantes a serem obtidas. Tal procedimento foi designado como formulagdo vari-
acional. Em 1915, o engenheiro e mateméatico soviético Boris Galerkin (1871-1945)
utilizou o Método dos Residuos Ponderados para definir as fung¢oes base empregadas
na formulagao proposta por Ritz como equivalentes as fungoes peso. Esta Metodo-
logia ficou conhecida como a Formulagdo de Galerkin, sendo amplamente utilizada
até os dias atuais.

Em 1943, COURANT [22] empregou a formulagdo variacional em um dominio
discretizado com elementos triangulares. A primeira utilizagdo do termo “elemento
finito” foi no artigo The finite element method in plane stress analysis, do autor
CLOUGH [23], no ano de 1960.

O Método de Elementos Finitos foi bastante disseminado, principalmente para
resolucao de problemas da mecéanica dos soélidos. No entanto, a utilizacao desta
metodologia em problemas de mecénica dos fluidos somente pode ser utilizada mais
tarde, em razao das oscilagoes espurias que surgiam quando o termo convectivo
era superior ao termo difusivo. Devido a isso, foi necessario o desenvolvimento de
diversas metodologias para solucionar problemas desse género.

Em 1976, CHRISTIE et al. [24] prop6s em seu trabalho uma formulacao onde
as fungoes peso eram assimétricas ou quadraticas em problemas unidimensionais.
Tal metodologia foi denominada como Formula¢cdo Petrov-Galerkin e permitiu solu-
cionar o empecilho trazido pelas oscilagoes espurias. No ano seguinte, HEINRICH
et al. [25] expandiram a formulagdo para problemas bidimensionais.

Em 1982, dois importantes trabalhos foram publicados. O primeiro foi o de
BROOKS e HUGHES [26], onde foi proposta a Formula¢io Streamline Upwind
Petrov-Galerkin, onde ocorreu a uniao do método upwind classico com a formulacao
Petrov-Galerkin para as fungoes peso. Esta abordagem buscou impor os efeitos de

difusdo e viscosidade apenas na direcao de escoamento do fluido, minimizando a



difusao no sentido perpendicular — comum no método Petrov-Galerkin.

O segundo trabalho foi o desenvolvido por PIRONNEAU [27], onde é apresentada
uma solugao para as equacgoes do tipo conveccao-difusao utilizando uma combinagao
do Método das Curvas Caracteristicas e o Método dos Elementos Finitos. Esta
proposicao permitiu realizar a derivacdo de esquemas conservativos do tipo upwind
com precisao de primeira e segunda ordem, sem ocorrer a explosao dos resultados
mesmo quando o coeficiente de difusdo tendia a zero. Este esquema é simétrico,
apresentando vantagens no processo de resolucao dos sistemas lineares, comparado
a outros esquemas upwind. No entanto, a implementacao numérica desta resolugao
despende que um processo de integragao no vetor no lado direito do sistema linear,
causando dificuldades para manter a conservagao e as estimativas de erros. Este
método da inicio a diversos trabalhos sobre o tema, passando a ser chamado de
Galerkin Caracteristico com o passar do tempo.

Em 1984, DONEA [5] propos a utilizagao de termos de ordem superior na ex-
pansao da série de Taylor para derivacao temporal como uma solugdo para o pro-
blema com as oscilagoes esptrias. Diferentemente dos métodos upwind, a Formula-
cao Taylor-Galerkin — como ficou conhecida — nao precisa de func¢oes peso especificas,
sendo de implementacdo mais simplificada. Além disso, o estudo de LOHNER et al.
[2R] mostra que mesmo o processo de discretizacao dos esquemas de Galerkin Ca-
racteristico e Taylor-Galerkin sejam distintos, os sistemas de equagoes obtidos sao
idénticos para equacao do tipo conveccao-difusao onde a varidavel é um escalar.

Como explicitado anteriormente, a facilidade de implementacao do método de
Taylor-Galerkin, onde nao ha necessidade de alterar as fun¢oes de peso permite a
criacdo de matrizes globais simétricas de implementacao mais simples. Além disso,
como os sistemas de equacao sao semelhantes quando se compara os esquemas de
Taylor-Galerkin e Galerkin Caracteristico, a escolha por um dos dois esquemas acaba
por ocorrer em razao da preferéncia individual do autor deste trabalho. Desta forma,

a escolha foi feita pela discretizagao pelo esquema de Taylor-Galerkin.



Capitulo 3
Equacoes de governo

Como definido na introducao deste trabalho, o fluido em questao é considerado
como um meio continuo, de modo que se o dividirmos em elementos infinitesimais,
nao havera espacos vazios em seu meio. Desta maneira, o escoamento pode ser
modelado segundo os principios de conversagao universais, dentre os quais serao

usados:

o Conservacao de Massa;
o Conservacao de Quantidade de Movimento;

e Conservacao da Espécie Quimica.

Na primeira secao, sera apresentado o principio da conservacao de massa e a equa-
¢ao da continuidade para um fluido incompressivel. Na segunda se¢ao, a equagao
de Navier-Stokes segundo o principio de conservacao da quantidade de movimento
linear para um elemento de fluido é apresentada. Em seguida, na terceira se¢ao,
apresenta-se a equacao de Transporte da Espécie Quimica. Por fim, na quarta se-
¢ao, ¢ realizada a adimensionalizacao das equagoes de governo e, na quinta secao, ¢

apresentada a equacao de Navier-Stokes seguindo a formulagao corrente-vorticidade.

3.1 Principio da conservacao de massa

Segundo [29], o principio de conservagido da massa é estabelecido como:

Taxa de acumulacao de massa] B [Fluxo liquido de massa

dentro do volume de controle. que cruza a fronteira.

A taxa de acumulacdo de massa no interior do volume de controle é matemati-
camente representada pela integral da variacao temporal da quantidade de massa

em todo o volume.
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/ 9 im (3.1)

Considerando a massa infinitesimal, a mesma pode ser definida como dm = pdV'.
Substituindo na Eq. 2.1 e considerando o volume de controle invariavel no tempo,

tem-se:

(9dV ap
/adm /(,% pdV) = / Ve / Lav (3.2)

A representacao matematica do fluxo liquido de massa que cruza a fronteira do

volume é:

ﬁ v - ndA (3.3)

Desta forma, o principio de conservacao da massa pode ser definida como:

/ 9 gy~ _ 74 pv - ndA (3.4)

Empregando o Teorema de Gauss sobre a Eq. (3.4), reescreve-se como:

]i v ndA = /V V- (pv)dV (3.5)

Substituindo a Eq. (3.5) na Eq. (3.4) e reformulando a expressao, obtém-se:

/B@ﬂv (o )} AV =0 (3.6)
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Como dV # 0, entao:

% +V-(pv)=0 (3.7)

A Eq. (3.7) é conhecida como Equacio de Continuidade, onde p é a massa espe-
cifica do fluido, v é o campo de velocidade bidimensional com componentes definidos

matematicamente como v = [u,v]. Por fim, V representa o vetor gradiente, repre-

0
sentado matematicamente por V = L?_’ a—} . Prosseguindo no desenvolvimento da
x 0y
expressao anterior, encontra-se:
0
8—?+V~Vp+pv'v:0 (3.8)

Como definido anteriormente neste trabalho, o sangue é aproximado como um
fluido incompressivel, fazendo com que p nao varie no tempo e nem no espaco. Com

isso, p tem valor constante, implicando em dp/0t = 0 e Vp = 0, ou seja:

pV-v=0—V-v=0 (3.9)

A Eq. (3.9) é conhecida como Equagao da continuidade para um fluido incom-

pressivel.

3.2 Principio da conservacao de quantidade de

movimento

Segundo [29], o principio da conservagao de quantidade de movimento é enten-

dido como:
Taxa de acumulacao de quantidade Fluxo liquido de quantidade
de movimento linear dentro do = — de movimento linear que
volume de controle. cruza a fronteira.
Resultante das forgas Resultante das forgas

+ | aplicadas a superficie | + | aplicadas ao volume

de controle. de controle.

12



Definindo cada um dos fatores apresentados na descricao acima, tem-se:

Taxa de acumulagao de

0
quantidade de movimento linear | = / &(pv)dv (3.10)
dentro do volume de controle. v
Fluxo liquido de quantidade de
movimento linear que cruza = ¢ pvv-ndA (3.11)
s

a fronteira.

Resultante das f licad
es? ante /afs orgas aplicadas | j{ o ndA (3.12)
a superficie de controle. s
Onde o é o tensor de tensoes.
Resultante das forgas aplicadas _ / pdV (3.13)
ao volume de controle. %

Onde g é o vetor da aceleracao da gravidade. Tem-se entdo, respeitadno o

principio de conservacao da quantidade de movimento linear:

/ 2(pv)dV = — ?{ pvv - ndA + % o-ndA +/ pgdV (3.14)
v Ot s s v

Aplicando o Teorema de Gauss nas integrais de superficie da relagdo anterior,

obtém-se:

/ 2(pv)dV = —/ V- (pvv)dV +/ V-odV +/ pgdV (3.15)
v Ot v v v

Rearranjando a expressao anterior obtida,

13



/V <%(pv)+v-(pvv)—v-a—pg> dV =0 (3.16)

Sendo dV # 0, a Eq. (3.16) é reescrita como:

0

a(pv) +V-(pvv) =V -0 —pg (3.17)
Ou seja,

0

a(pv) +V-(pvv) =V -0+ pg (3.18)

Desenvolvendo o lado esquerdo da Eq. (3.17), pode-se escrever:

ov dp ov dp
pa—l—vajtpv-VV—l—v-V(pv) —p {E —I—V-VV} +v {E+V(pv)1 (3.19)

O dltimo termo obtido é a Fquagao de Continuidade que possui valor igual zero,

conforme demonstragao anterior. Logo, pode-se reescrever a Eq. (3.19):

p{g—\tf—i—v-VV}:V-a—i—pg (3.20)

O tensor de tensoes (o) pode ser decomposto na soma de dois outros tensores,

isto é:

o=—-pl+r71 (3.21)
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Onde p é o campo de presssao, I é a matriz identidade e 7 é o tensor desviatorio.
Utilizando esta relagao na Eq. (3.21), tem-se:

0
p[a—\t,%-v-Vv}:—vaLV-T%—pg (3.22)

O tensor desviatorio 7 depende da taxa de deformagao do fluido e podemos defini-
lo relacionando as propriedades fisicas do meio. Considerando um fluido homogéneo,

isotropico e o tensor desviatorio como sendo uma funcao continua do gradiente de
velocidade, tem-se:

T=p[Vv+ (V)] + IV v (3.23)

Sendo  a viscosidade dinamica do meio e A o segundo coeficiente de viscosidade.
Subtituindo esta relagdo na Eq. (3.22), obtém-se:

p [g—: +v- Vv} =—Vp+ V- [p[Vv+(VV)]+AIV - v] + pg (3.24)

Ou seja,

p {g—Z+V-VV} =-Vp+ V- [p[Vv+(VV)]]+V - NIV -v]+pg (3.25)

Considerando que i nao depende da posicao, tem-se:

p[i‘))—:JrV-VV] =—Vp+p[V-Vv+V (V)] + V- [MV V] +pg (3.26)

Ou ainda,
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Aplicando o resultado da Eq. (3.9) na relacdo acima, a seguinte expressao é

encontrada:

0 1
[8—: +v- VV] = —;Vp +vViv+g (3.28)

Sendo v o coeficiente de viscosidade cinemdtica do meio. A Eq. (3.28) é co-
nhecida como FEquacao de Navier-Stokes para fluido incompressivel, homogéneo,
isotropico e com viscosidade constante em funcao do espaco.

3.3 Principio da conservacao da espécie quimica

Este principio pode ser definido da seguinte formas:

[ Taxa de acumulacéio | [ Fluxo liquido da | [ Resultante da taxa |
de quantidade de quantidade de de geragao de
espécie quimica = — | espécie quimica | + espécie quimica
dentro do volume que cruza a no volume
i de controle. ] i fronteira. ] i de controle. ]

Assim como feito nas se¢Oes anteriores, a representacado matematica de cada

principio é:

Taxa de acumulagao de quantidade

0
de espécie quimica dentro = a—ch (3.29)
v ot
do volume de controle.
Fluxo liquido de
tidade d
uanticacede | 2 7{ v - ndA — ]{ DVe-ndA (3.30)
espécie quimica que s s

cruza a fronteira.
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Sendo D o coeficiente de difusao de espécie quimica.

Resultante da taxa de
geracao de espécie quimica | = / RaV (3.31)
1%

no volume de controle.

Respeitando o principio de conservagao de espécie quimica:

%z—j{cv-ndA—{—j{DVc-ndAjL/RdV (3.32)
v ot S S v

Aplicando o Teorema de Gauss nas integrais de superficie, a Eq. (3.32) pode ser

reescrita como:

de _ _/ v-(cv)dv+/ V-(DVc)dV—l—/ RdV (3.33)

Ou ainda como:

/ {%+V.(CV)—V~(DVC)—R dv =0 (3.34)

Assim como nas dedugoes anteriores, dV # 0:

g_j+v.(cv)_v-(DVc)—R:O (3.35)

Ou seja,
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%’ 4V (ev) = V- (DVe) + R (3.36)

Desenvolvendo o lado esquerdo:

%+v-Vc+c~VV:V~(DVC)+R (3.37)

Como obtido na Eq. (3.29), a relagdo V - v = 0, de modo que:

g—;—irv-Vc:V-(DVc)—l—R (3.38)

No estudo desenvolvido, foi considerado que nao ha geragao de espécie quimica

e que D é constante, o que leva a reescrever a expressao anterior:

% +v-Ve= DV (3.39)

Neste estudo, onde o fluido é considerado como incompressivel, com coeficiente
de difusao constante e sem geracao de espécie quimica, tem-se que a Eq. (3.39) é a

Equacao de Transporte de Espécie Quimica.

3.4 Adimensionalizacao

A adimensionalizacdo de equagoes é um recurso utilizado para proporcionar um
melhor entendimento sobre quais fatores tem maior influéncia sobre as relagoes.
Nesta se¢ao serao adimensionalizadas as duas principais expressoes do problema es-
tudado, Fquagdo de Navier-Stokes e Equagio de Transporte de Espécie Quimica,
além da Equagdo de Continuidade. Desta forma, as seguinte rela¢oes foram empre-

gadas. O asterisco representa a variavel adimensional:

p=pop* v=wr p=pU’p* D=DyD*  c=(c;—co)c+co
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L
z = Lz* t:ﬁt* V= —_V* v=Uv" g = gog"

O asterisco indica a variavel adimensional. A partir destes parametros, pode-
se substituir na Equagao de Continuidade para um fluido incompressivel,
deduzida através da Eq. (3.9):

Vv=0 — =V v'=0 — V"-v'=0 (3.40)

A partir desta mesma légica, pode-se realizar o mesmo procedimento para a
FEquagao de Navier-Stokes, deduzida na Eq. (3.28):

U?ov:  U? U2 1 roU
L@t*+LV V*v I p+—L2VVV+gog (3.41)

Multiplicando ambos os lados da expressdo anterior por L/U?, obtém-se:

ov*

Vo w2, % gOL *
— V'V v+ —
ot*

UL U2 8

1
+v Vv = —Ev*p* + (3.42)

Os valores adimensionais de p* e v* sdo iguais a unidade. Sendo assim, reescreve-

se a Eq. (3.42) como:

ov* V L
+ V* . V*V* — _v*p* + —OV*2V* + 90 *

ot UL U8 (3.43)

Por fim, fazendo o mesmo procedimento para a Equacao de Transporte da Espécie

Quimica, deduzida na Eq. (3.39), tem-se:

U oc*

U * * % D *TTH2 k
Z%‘F(CS—CO)EV Vi = (Cs—Co)—OD Ve (3.44)

(Cs - CO) 12
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Ao multiplicar ambos os lados da Eq. (3.44) por L/(U(cs — <)), tém-se:

oc* DO 2
* . L3 3 — _D* * * 3‘45
o +v"- V' U1 V*c ( )

Considerando que o valor adimensional de D* é igual a unidade, a Eq. (3.45)

pode ser reescrita como:

D
bV VR = LR (3.46)

A partir das equagoes adimensionalizadas obtidas anteriormente, é possivel iden-

tificar alguns grupos adimensionais relevantes a este estudo, sdo eles:

1. Nimero de Reynolds (Re): relaciona as forgas viscosas com as forgas de
inércia, indicando se a primeira pode ser consideravel como desprezivel em
relagdo a segunda. FOX et al. [30] [30] traz que o escoamento interno em

tubos sera laminar se Re < 2300 e turbulento para Re > 2300.

Re = — (3.47)

de modo que U representa a velocidade de referéncia, L o comprimento carac-

teristico e vy a viscosidade cinemaética do meio.

2. Nimero de Froude (F'r): traz a razao entre forgas de inércia e de gravidade

e é obtida através da expressao:

(3.48)

onde gy é a aceleracao da gravidade referencial.

3. Nimero de Schmidt (Sc): mede a relagao entre a espessura das camadas

limite hidrodinamica e térmica. E obtido através da expressao abaixo:
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140

Sc =22
& DO

(3.49)

Sendo Dg o coeficiente de difusdo da espécie quimica em um estado de refe-

réncia.

4. Ntmero de Péclet de massa (Pe,,): de acordo com [29], é relacao entre a
dimensao caracteristica do problema em estudo e a espessura da camada limite
de concentracao da espécie quimica. Pode ser entendido ainda como a relagao
entre concentragao transferida por conveccao e por difusdo. Por fim, pode ser
representado como o produto entre dois niimeros adimensionais — Ntmero de

Reynolds e Numero de Schmidt:

(3.50)

A partir destes grupos adimensionais, as equagoes encontradas podem ser rees-

critas conforme segue:

Equacao de Continuidade — V - v (3.51)

1 1
—Vv+—g (3.52)

ov
E 10 de Navier-Stok — . = —
quacao de Navier-Stokes — o +v-Vv Vp+ T 7o

Ve (3.53)

0
Equacao de Transporte de FEspécie Quimica —> o +v-Vec=
ot ReSc

Relembrando que a Eq. (3.51) é apenas para fluido newtoniano e incompressivel.

3.5 Formulacao corrente-vorticidade

A FEquagdo de Navier-Stokes no formato em que é apresentada até o momento
neste trabalho apresenta um acoplamento entre o campo de pressao e o de veloci-

dade do fluido, dificultando a implementagao computacional do problema. Sendo
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assim, a fim de resolver esta questao serd necessario utilizar a formulagdo corrente-
vorticidade, a qual permite desacoplar os dois campos. Antes de implementar esta

formulagao, é necessario introduzir a seguinte identidade vetorial:

2

V-VVZV%—VXVXV (3.54)

Utilizando esta identidade na Fquag¢do de Navier-Stokes, encontra-se:

ov 2 1, 1
n <V——v><V><v) :—Vp+EV V+F_r2g (3.55)
Aplicando o rotacional por toda a equacao,
ov v? N 1
VXx—+4Vx V——vaxva——Vpr+—V><V +—-—Vxg
ot Re Fr?
(3.56)
Reorganizando,

2

0
E[va]jLVxV%—Vx[vaxv}=—V><Vp+R—V2[VXV]+ 3V X8
(3.57)

Como o rotacional do gradiente de um escalar é nulo, os termos que apresentam
o operador gradiente irdo se anular. Analogamente, o ultimo termo sera anulado

pois as derivadas de uma constante, no caso g, sao iguais a zero. Sendo assim,

iVQ[v X V] (3.58)

0
—V><V]—V><[V><V><V]-R6

815[

O vetor V x v é conhecido como vorticidade (w). Ou seja,

— -V X[vxuw]= R—V2w (3.59)
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O segundo termo do lado esquerdo da Eq. (3.59) pode ser substituido pela

seguinte identidade vetorial:

Vx[vxw =-v-Vwo+w- Vv (3.60)

Substituindo-a na Eq. (3.59),

1
aa—c:qu-Vw—w-Vv:EVzw (3.61)

Conforme demonstrado por [29], o produto w - Vv é igual a zero quando a
vorticidade é perpendicular ao vetor velocidade, para escoamentos bidimensionais.

Substituindo o produto na relacao anterior:

1
YRS Vw = ﬁv% (3.62)

A Eq. (3.62) é a Equagao da vorticidade para escoamentos bidimensionais de
fluidos newtonianos e incompressiveis. A partir destas restricdes e considerando
o escoamento como permanente, a velocidade pode ser calculada através da vazao
volumétrica. Sendo assim, a velocidade é substituida por um escalar — a Funcdo de
corrente (1). A relagdo entre o escalar e a velocidade é obtido através da expansao

da Fquagao da continuidade, como segue:

ou Ov

5 "oy =" (3.63)

A fim de satisfazer a Eq. (3.63), é necessério definir a relacao entre a Fungdo de

corrente e as componentes da velocidade:

_ow

= — .64
u o e (3.64)
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Expandindo a equacao de vorticidade para um escoamento bidimensional, tem-

se:

w:va—@—@

0x Oy

Substituindo a Eq. (3.64) na Eq. (3.65),

o 9o

Oxr 0r 0Oy dy

De modo que a formulacao corrente-vorticidade pode ser expressa por:

w=—-V=>

3.6 Equacoes de governo adimensionalizadas

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Desta forma, é possivel identificar todas as equagodes de governo na forma adi-

mensionalizada e que sao relevantes neste trabalho.

Ow 1,
ot +v-Vw = §V w
w = -V
v = Dy
oc 1
ot VYV T Rese
0
Sendo D um operador de componentes | —; ——
dy Oz
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Capitulo 4

Método de Elementos Finitos

Neste capitulo, as equagoes de governo, que foram apresentadas na se¢ao anterior,
serdo reescritas utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF), a fim de aplicar
uma aproximacao a formulagdo variacional do problema.

Inicialmente, o problema sera discretizado através da expansao em série de Tay-
lor, utilizando os termos de segunda ordem a fim de reduzir as oscilagdes espurias
que ocorrem em equacoes do tipo conveccao-difusao, como nos calculos de vortici-
dade e concentracao. Em sequéncia, é apresentada a forma forte das equacoes de
governo. Depois, elas serdo apresentadas em sua forma fraca para assim realizar
a discretizagdo espacial das mesmas a partir da formulacao de Galerkin e com ele-
mentos de malha do tipo triangular linear. Por fim, as equagoes de governo sao
descritas a partir do esquema Taylor-Galerkin. Para maiores detalhes sobre este
esquema, consultar os trabalhos de DONEA [5], ZIENKIEWICZ e TAYLOR [6] e
LEWIS et al. [31].

4.1 Discretizacao temporal

A seguir, sera apresentado o procedimento de discretizacao no tempo da equagao
de vorticidade e da equacao de transporte de espécie quimica. Em ambos os casos,
o processo de discretizacao temporal envolve a expansao da série de Taylor para
as varivaveis em questao, aproximando o valor da derivada temporal. Utilizou-se a
expansao até segunda ordem para reduzir as oscilagoes espiirias muito comuns nas
equagoes em estudo por ser de um problema fisico do tipo convecgao-difusao.

A primeira acao a ser feita é a expansao da Eq. :

8_w+ 8_w+ 8_w—ia2_w+L62_w (41)
ot " ox Uay_ReﬁxQ Re 0y? '
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Ou seja,

o Oz Oy  Redx?  Re 0y? '
Realizando a derivada temporal em ambos os lados da Eq. :
ot\ot) ot Ox Oy  Redx?  Re 0y? '
Da expansao de Taylor,
2. kW Atk
n+1l __
logo,
T dw™ At N D*w™ At N Puw™ At N o™ At (45)
B ot 11 oz 20 - a3 31 ot 4l ’

Realizando o truncamento da expansao de Taylor apos o elemento de segunda

ordem, obtém-se:

ow™ At 02w At?
n+1 — " 3 4
w w" + TR + 52 ol + O(At?) (4.6)

Sendo O(A3) o erro originado do truncamento, evidenciando que esta serd uma
solugdo aproximada do problema real, pois ha um erro inerente ao processo de
resolucao. Da equacdo acima, w™! é a vorticidade a ser calculada e w™ é a calculada
no passo anterior de tempo.

Substituindo as Eq. e na Eq. , além de omitir o erro de truncamento, tem-se:
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ntl n ow™ ow™ 1 Pw™ 1 PR
v *At{‘“ax oy T Re o2 *Ea—yz]
A2 [0 ow™ ow™ 1 9%w™ 1 9%w™
—{ {—“ or "9y " Re o2 +§a—y2H

(4.7)

No problema em analise, u e v sdo constantes e permitem inverter a ordem de

derivagao no segundo termo do lado direito da equacgao acima:

o = A [_uﬁw” owr 1 9P 1 8%}”}

ox _”ay +§ 0x? +§ 0y?
N ILE Y N R VALY Vi N
2 Ox Ot Oy Ot  Redx? Ot  Redy? Ot '

Substituindo os termos dw/0t pela equagao de vorticidade, obtém-se:

S +At{ U@w"+ 1 *w "_i_i(?zw"}
Jdy  Re 0x? = Re 0y?
Ar? 0 W™ &u 1 9% 1 %"
* (_(9_ Re@:cQ Re@y})
At2 0 w1 Qw1 QW
* ( 8_y a Re 9z2 Re 0y? } >
N At2 ( 1 o { w”_i_LaQ w1 Q*w ”})
"2\ Re 022 y Re 0x? Re Oy?
At? (1 0? w" 1 9P 1 QPwn
+ = e
2 (Re 0y? [ Jy  Re 0x? Re 0y? }

Truncando os termos que apresentam ordem maior que dois,

o AL [_u(()w" ow™ 1 Pw™ 1 8%}"}

ox Uay +E@x2 +E@y2
+ A—tQ [—ug [—uy _U&u”} —v2 [— o _an”H
ox dy dy ox dy
+ O(AP) (4.10)
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Omitindo o termo de erro e reorganizando a equagao,

—w" ow" ow™ 1 0%w™ 1 0%w™
At * Y or +U8y:§8:€2 +§8y2

At 0 ow™ ik At 0 ow™ i

—U— {— +v } + 7va—y {u pe +v 3y } (4.11)

2 “or | o dy

Os termos multiplicados por At/2 sdo conhecidos como difusao artifical ou di-
fusdo numérica e sao eles os responsaveis por diminuir as oscilagdes espurias que
surgem em problemas do tipo corrente-vorticidade com Re moderado ou alto.

Ao discretizar no tempo as equagoes de governo na forma vetorial, as mesmas

terao o seguinte formato:

: 1, At
w+v-Vw = EV w+7V-V[V-Vu)] (4.12)
w = —V* (4.13)
v = Dvy (4.14)
¢+v-Ve = ! Vi + gV V(v -V (4.15)
"~ ReSc 2 '

Onde v é a velocidade bidimensional, D é, como definido anteriormente, o ope-

0 0
rador matematico com componentes D = [a—, —8—} e w e ¢ sao, respectivamente,
Y T
definidos conforme abaixo:
wn—‘rl —wn Cn—i—l s
w=— = —— 4.16
At At ( )

4.2 Formulacao forte e fraca

Para prosseguir na analise do problema baseando-se no Método de Elementos
Finitos, é necessario reescrever as equagcoes de governo do problema. A reformulagao
das equagoes da forma forte para a fraca permitira definir como cada variavel se
comportard dentro das subdivisdes do dominio, auxiliando no processo de solugao

computacional.
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4.2.1 Formulacao forte

A Formulagao Forte do problema consiste nas equagoes de governo do mesmo
na sua forma diferencial com as condi¢oes de contorno. Para o problema em analise,

a sua formulacao forte é:

. 1, At
w+v-Vw = EV w+7v-V[v~Vu)] (4.17)
V3 = —w (4.18)
¢+v-Ve = ! Vie+ gv Vv - V(| (4.20)
~ ReSc 2 '

Sendo estas validas no dominio 2 C R? para as seguintes condi¢des de contorno:

w = wremly
= yremlI},
v = vremly
¢ = cremly (4.21)

4.2.2 Formulacao fraca

A Formulacao Fraca, conforme definida em ANJOS [32], é resultado da pon-
deracao da equacao original em sua forma forte e integrada sobre o dominio em que
estd definida. Em seguida sera apresentada a formulacao fraca para o problema de
escoamento de um fluido monofasico, newtoniano e incompressivel utilizando a for-
mulacao corrente-vorticidade associada a equagao de transporte de espécie quimica.
Para mais detalhes, consultar o trabalho de BRENNER e SCOTT [33]. Dado que a
solugao do problema a ser obtida é uma aproximagao, é razoavel assumir que havera

um Residuo (R) nas equagoes de governo:
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: 1 At
w+v-Vw — Ev2w—7v~V[v-Vu}]:R1
VQw—i—w = R2
V—Dw = Rg
. 1 _, At B
¢+v-Ve — R€SCVC—7V-V[V-VC]—R4

4.22

4.23
4.24

o~ o~ o~ o~
~—_—  ~— ~—  ~—

Assim como [34], os residuos serao forgados a serem nulos considerando-os em

uma média. Sendo assim:

/R1-5dQ = 0
Q

/R2~¢dQ = 0
Q

Ry €dQ = 0
Q

Q

(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)

Sendo ¢, ¢, £ e n sdo conhecidas como funcao peso. A fungao peso é um conjunto

de funcoes arbitrarios dentro de um espaco de fungoes e que sera discutido mais a

frente neste trabalho. Deste modo, obtém-se as seguintes integrais:

/{o&—i—v-Vw—iVQw—gv-V[v-Vw]}-(5dQ:O
Q Re 2

/{v2¢+w}-¢d9:o
Q

/Q{V—DQ/J}-fdQ—O

. 1, At
/Q{chV-Vc—ReSCV C—TV-V[V~VC]}-77dQ—O

Ao desenvolver as integrais,
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/ 060 + / v Vudd — - / V200d — 28 [ v Vv Valsd = 0 (4.34)
Q Q Re Jq 2 Jg

/ V2dQ) + / wedQ = 0 (4.35)
Q

Q

/Q vEdQ — /Q DiedQ = 0 (4.36)

1 At
“ndS? . ds) — 2end) — — . . dS) =0 (4.
/an +/QV Ven ReSc/Qv cn 5 /ﬂv V(v - Vcn 0 (4.37)

Nos termos difusivos presentes nas equagoes acima (4.34, 4.35 e 4.37), serd apli-
cado o Teorema de Green, a fim de diminuir a ordem da derivada e separar o termo

avaliado no contorno. Deste modo, o termo difusivo sera:

1 , 1 1
- aQ = — -VodS) — — -ndl’ 4.
Re/Qv wd Re/va Vé Re/F5Vw n (4.38)

/Q V2pdQ = — /Q Vi - VodQ + /F ¢V - dT (4.39)

1 , 1 1
- 0 = - VndS) — AU (44
ReSe /Qv < ReSe /ch Vit = s /Q"VC (4.40)

Sendo n o vetor normal orientado para fora do contorno I'. Além disso, para o
problema em analise, as condi¢des de contorno sao do tipo de Dirichlet — também
conhecidas como condigoes essenciais — por todo o contorno I'. Deste modo, sera
utilizada a hipétese de que § = ¢ = n = 0 por todo o contorno I' nas equagdes

acima. Logo, as integrais em ' serdo nulas e os termos difusivos serao:

1 ) 1
1 Q - — - V8dQ 4.41
Re/gv wid Re/va Véd (4.41)
/ VippdQ) = — / Vi - VodQ (4.42)
Q Q
1 , 1
— QO = . Q 4.4
ReSc/Qv end ReSc/QVC Vnd (4.43)

O mesmo raciocinio serd utilizado sobre os termos de difusividade numeérica nas

Eqgs. (4.34) e (4.37). Os termos serao reescritos como:
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_at v - V[v - Vw]dd

2 Ja
_at v - V[v - VcndQ
2 Ja

At [V - Vw]v - VdQ
2 Ja

A

2t [v - Vwl]év - nédl’
2 Jo

At [v - Vc]v - VndQ
2 Jo

At [v - Vcnv - nédl
2 Jao

(4.44)

(4.45)

Baseando-se na hipdtese assumida anteriormente para o termo de condi¢ao na-

tural de cada equacao, as integrais no contorno de I' serao anuladas. Logo:

At v - V[v - Vw]dd
2 Ja

At v - V[v - V|ndQ
2 Jo

_ At [V - Vw]v - VidQ
2 Ja

= at [v - Vc]v - VndQ
2 Ja

(4.46)

(4.47)

De posse dos novos termos difusivos, os mesmos serao substituidos nas equagoes

de governo:

/wédQ—i-/v-VwédQ +
Q Q

—/Qw-vqsdﬂ +

/Q vedQ —

/éndQ+/v~VcndQ +
Q Q

Se assumirmos conforme [3]:

1
— - VédS)
Re/va \Y

At [V Vw]v-VddQ =0
2 Ja

/w¢dQ =0

Q
Dy&dQ = 0
Q
1

ReSec
A
ot [Vv-Vcv-Vnd2=0
2 Jao

/ Ve - VndQ
Q

(4.48)
(4.49)

(4.50)

(4.51)



0.0) = 00dS)
my(w, d) /Qw
5= [ v Vwsd

g1(v,0) /Qv w
m%az/vamg
Q
kpi(w,0) = /[V-Vw]V~V5dQ
Q
ka(t,6) = /Q Vi - Vo2
ma(t.0) = [ wodo

Q

ma(v, &) = /Q vEdQ
n(w.6) = [ Duean
m@mzémm
gdvnﬁ::]QV-thdQ

ky(e,m) = /QVC-VndQ

bualen) = [ [v- Veiv- Vg

(4.52)

As equacgoes de governo podem ser reformuladas na sua forma fraca, de modo a

ficarem como segue:

ma(¢,n) + ga(v,n) +

Dados os conjuntos de fungoes base:

W = wGQ—>R2:/

k
ReSc

At

) + Tknl(w,é) =0
)+ ma(,0) =0
) — 93(¥,§) =0
)+ Slkaten =0

W2dQ < 003 w= wr]

P = _weQ%Rzz/wde<oo; ¢:¢F]
L Q

V = UGQ—)RQ:/

C = CEQ—>R2:/

e dados os espacgoes de fungoes peso:

v2dQ) < o0; v = ’UI“|

AdQ) < o0; ¢ = Cp:|

(4.57)



D = [0€Q—R?

F = |¢pcQ— R

X = [£€Q—R?

N = [peQ—R?

:/(52dQ<oo; 5p20}
Q

:/¢2dQ<oo; gbp:O}
Q

:/§2d§2<oo; fp:O]
Q

:/nQdQ<oo; 771“20:|
Q

(4.58)

A formulacao fraca consiste em encontrar as solucoes de w e W, p e P, v € Ve

c € C, tal que:

m4(C., 77) + g4(V7 77) +

ReSec

%km(u},é) =0
ma(¥,¢) =0
93(¥,§) =0
%kw(c, n) =0

Sejam satisfeitas para todo d € D, p € F, ¢ € X en € N.

4.3 Discretizacao espacial

4.59
4.60
4.61

~—~~ o~
~—  ~— ~— ~—

4.62

A discretizacao espacial a ser utilizada neste trabalho é baseada na formulacao

de Galerkin. Neste caso, sao utilizadas como funcdo de forma serdo as mesmas

das empregadas como fungoes peso 0, ¢, £ e n — que sao um conjunto de fungdes

arbitrarias, com infinitas possibilidades — e como funcao interpoladora da variavel

em questdao (w,,v e ¢). Desta forma, as Eqgs. de (4.48) até (4.51) podem ser

apresentadas na forma expandida como:
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/w6d9+/u8—w6d9+/va—w5d9
Q o Oz o Oy
AN 00 | Ow Oow
oY dp Y 0

/ {83: Ox oy dy 83/} ax

/Q uéds)

/vng
Q

/c’ndQ—l—/u%ndQ%—/v%ndQ
Q o Oz o Oy
At 87) dc oc

— | dQ2

" ou [ oz +U8y] 4

1 Ow 00 8w o)
— L% o oy &J dQ  (4.63)
At 0(5 ow ow
+ 8y { us +v 8y] dQ2=0
+ /wgbdQ =0 (4.64)
Q
- 6w€d9 =0 (4.65)
+ 5¢€d9 =0 (4.66)
1 Ocdn  OcOn
* ReSc/ [ax dxr  dy 0y} di2 (4.67)
At (977 oc dc
=
" o Oy { oz " 8?/} =0

O proximo passo ¢ discretizar o dominio de acordo com o niimero total de ele-

mentos (ne) e o nimero total de nds (np) da malha computacional a ser utilizada.

Desta forma, tém-se:

wix,t) ~ iwi(t (4.68)
P(x,t) =~ i@bi(t) (x) (4.69)
v(x,t) ~ nzplvi(t)N (x) (4.70)
o(x,t) ~ ; (4.71)

Onde w;, ¥;, u;, v; € ¢; sao vetores com np elementos e sdo as incognitas a serem

obtidas que sdo dependentes apenas do tempo. N; sao as funcoes de forma e também

possuem np elementos.

apresentam a unica de restricdo de terem

Estas fungoes podem ser escolhidas de modo arbitrario e

que respeitar as condi¢oes de contorno. O

método de Galerkin permite que utilizar o mesmo tipo de elemento para todas as

equagoes de governo, de modo que as fungoes base serao as mesmas para todas as
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equacoes.

Na formulagao empregada, as fungoes base sao iguais as fungoes peso, ou seja:

5(x,t) ~ Z(Sj(t)]\/'](x)
P(x,t) =~ Z¢j(t>Nj(X>
{(x,t) =~ ij(t)Nj(X)

next) & N )

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

Deste modo, as equagoes de governo na forma variacional discretizada espacial-

mente serao:

N S 6N dQ + u 8“” 6NdQ
[ Yoy P33
"paw
+v/z &l ZéNdQ
Zaw” aaN Zawl Z&SN 0
Jj=1 Jj=

/ ia(sz\f [ " awz g Zawz s
=1 =1
e 0;N; e Ow; N; L Ow; N;
/ 2 [“ o +v; 3 ]dQ:O

OViN; o~ 095N OYiN; o~ 095N
o Rk
+ N qudeQ:o

o~ Oil;
/ZulN ZngdQ /Z ZngdQ—O
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/iml\f i@]\f dQ+/ iawl Z@N Q=0 (4.79)
Qo

/chN Zn]NdQ—i—u/iacz Zn]NdQ
" 9¢;N,
/ Z : anzv o
Z 801 Z 877] Z 801 Z a’f]] a0
— p
/ iaﬁ] [ - ac% i Z(%Z i do (4.80)
=1
P 077 P (9ci i e 801' i .
/ jzl —g° [ 4 B —H)Z By ]dQ—O

=1 =1

ReSc /

As componentes da velocidade — u e v — foram retiradas de dentro das integrais no
termo convectivo das Eqgs. (4.82) e (4.86) pois as mesmas sao nao sao tratadas como
incégnita na abordagem proposta. Ou seja, para a equacao de vorticidade serdao
utilizados valores das componentes u e v determinadas no passo de tempo anterior,
enquanto que para a equacao de transporte de espécie quimica as componentes serao
calculadas previamente ao calculo da equacdo. Desta forma, as equagodes estarao
linearizadas.

Levando os somatorios para fora das integrais:

p np np
= i=1 L i=1

/ NdQ+v/aNdQ

Oz
{8]\[ ON; 8N ON;

E Oxr Ox ay Gy}dg
At ON; ON;
— Q 4.81
{ Uay}d 481)
At ON; ON;
s [ {ua o ay}dQH_o

=0 (4.82)

= e ON; ON;  ON; ON;
R A s CR A
7j=1 =1
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P ON;

;gj [; Ug Y TR (483)
np np

G v { / N;N;dQ + 9, %deﬂ} =0 (4.84)
j=1 i=1 Q o Ox

np np np
ON; ON;
" c‘i/NiN-dQ+ ¢ u/ —N-dQ+v/ N;dQ)
z[z stk [ Do [ P

L / ON;ON; | ON;ON; .o
ReSc Jg | 0x Ox Jy Oy
At ON; [ ON; ON;
5 Qu o {u pe + v o } dQ (4.85)
At ON; [ ON; ON; B
79083/ {uax+vﬁy}d9}]_o

Sabendo que > 7%, 6; # 0, > 77F, 5 £ 0, Y07, & £ 0 e Y2 m; # 0, logo:

np np np np
; X;w /Q NiN;dS) + ; ;wi{u | S Nid v | NG

i/ 6N,~8Nj+8NZ-8Nj
Re Jo | Oz Ox dy Oy

} aQ  (4.86)

+§ uaNj uaNi + vaNi ds2
2 Jo Oz ox dy
At ON; [ ON; ON;
= Ol —
+2 Qvé?y [uaxjtvay}d} 0

A ON; ON;  ON; ON;
Y {—/Q [ax 5w 5y oy } dQ+wi/QNideQ} =0  (4.87)

j=1 i=1

np np
Y u [ / N;N;dSY — 1, / Mwa] =0 (4.88)
F— Q o Oy
np np
Y { / N;iN;dQ + %Njcm} =0 (4.89)
Q o Oz

=1 i=1
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ggc’i/ﬂNideQ - ggci{u Q%deQ—I—v Q%—]Z\f]\fjdﬁ
+ Relsc /Q [%Zi 60]? + 88]; aajzj} di
* % Q“aajzj {“%T ”%ﬁ o
+ % Qvaa]\y[j {uaaj;fl +vaa];fi} dQ} =0

Ou seja,

np  np

ZZ@Z»/QNL»deQ -

j=1 i=1

np  np

2.2 v

j=1 i=1

np np

=1 i=1

2. u

J=1

np  np

j=1 i=1

ON; ON,

ON. ON.:
wifu —ZNdQ—FU/—ZN-dQ
>3 e [ GrNanto [ TN,

n i/ aNiaNj_i_
Re Jo | O0x Ox

dy Oy

} a0
ON, ON,

N g/ ON, 0N,

U@I 8y]dQ

ON; ON;

N g/v u@NjaNi+
2 Jo dy Ox

ON; ON;
dy Oy

- / ON, ON; |
np np

=1

np np

j=1 i=1

<

np np

U@y 8y}d9}20

Q
N;N;
Q o Oy

0 Q 3x

. ON; ON;

j=1 i=1

N 1 / ON; ON; N ON; ON; 40

ReSc Jo | O Ox Jy Oy

At ON,; ON; ON; ON;

— Q
* 2 Qu{uﬁx or oz ay]d

At ON; ON; ON; ON;

= 0O —
+ 5 Qv{uay e U(?y 8y1d} 0
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4.4 Forma matricial

A forma matricial que representard matematicamente o problema esta intima-
mente ligada ao tipo do elemento de malha selecionado para discretizar o dominio.
De forma geral, quanto mais elementos de malha utilizados em um mesmo dominio,
além da consequente reducao geométrica das subdivisdes do mesmo, mais precisa
é a solucao obtida. No entanto, nao é apenas o nivel de refino da malha que ira
garantir um resultado mais préoximo do real: é preciso levar em conta a geometria
dos elementos de malha e a ordem do polinomio interpolador.

Em ANJOS [B2], o autor apresenta uma classificagdo dos elementos de malha de

acordo com a geometria dos mesmos e a ordem do polinémio interpolador:
o Geometria

— Problemas unidimensionais: reta
— Problemas bidimensionais: triangulares e retangulares

— Problemas tridimensionais: tetraédricas, hexaédricas e prismaticas
e Ordem do polinémio interpolador

— Grau um: linear
— Grau dois: quadratica

— Grau trés: cubica

Tanto a escolha da ordem do polindmio interpolador quanto a da geometria
do elemento de malha devem levar em consideracao as restricoes impostas pelas
equagoes do problema e pela geometria do seu dominio. Por exemplo, a equagao
de Nawvier-Stokes — em razao do forte acoplamento entre a velocidade e a pressao
— apresenta a restricio conhecida como BREZZI [35] e BABUSKA [36] que leva ao
uso de fungoes interpoladores com graus tais que o ntimero de noés sejam diferentes
entre as variaveis de velocidade e pressao, ou seja, com grau 2 ou 3.

No entanto, este trabalho utilizou a formulacao corrente-vorticidade para a equa-
¢ao de Nawvier-Stokes, desacoplando a velocidade e a pressao. Sendo assim, é possivel
utilizar um elemento com funcao interpoladora de grau um, o que também trara uma
reducao no custo computacional durante os célculos.

Para a geometria, optou-se pela triangular. A mesma possui um vasto campo
de aplicagoes em MEF e também possui uma grande capacidade para discretizar
dominios com geometrias mais complexas, quando comparada com a retangular.

Abaixo é apresentado um elemento de malha triangular linear, caracterizado
por ter funcoes de interpolacao planas. As suas matrizes elementares analiticas sao

facilmente encontradas, dado que o elemento é muito simples e muito empregado.
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N;=L; i=1,2,3

Figura 4.1: Elemento de malha triangular.

Fonte: MARQUES, POIR.

Tendo a malha sido definida, as Eqs. de (4.92) até (4.96) podem ser escritas na

sua forma matricial:

1
Mw+u-Guw+v-Guw + Te Koo + KyyJw (4.96)
At At
+u WK, + 0Ky Jw + -V (UK., + K, |Jw=0
—Kix + Kyl + Mw=0 (4.97)
Mu — G, =0 (4.98)
Mv + Guib=0 (4.99)
) 1
Mcé+u-Gee+v-Gye + ToSe K., +K,lc (4.100)
At At
—|—7u WK, + K] + -V WK, +vKylc=0

Deve se destacar que as matrizes M, G,, G, K., Ky, K, e K, sao matrizes

de dimensao np x np, sendo definidas como:
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M

8

G
G

<

T

8

Y

K
K
K,
K

<

<

yxr

= Am°
= Age

xT

= A_g6

Yy

= AEk;,
= Ak,
= Ak,

= Ak,

Sendo A um operador de montagem das matrizes globais a partir das elementa-

res. A indicacao de sobrescrito e faz referéncia as matrizes elementares, sendo estas

quadradas e com dimensao igual a trés devido a malha selecionada. Os componentes

elementares sao definidos por:

ke

xrx

ke

vy

ke

zy

ki, =

yx

N{NEAQ
Qe

ONf
= N$dQ
Qe ax J

[ 2% a0
o Oy

e ON¢

ON; i 4o
Qe al’ al’
e JN¢

ON; J g0
Qe Oy Oy
e ON¢

%_ﬂdg
qe Or 0Oy
e IN¢

ON; 5 g0
Qe ay al’

(4.108)
(4.109)
(4.110)
(4.111)
(4.112)
(4.113)

(4.114)

Deste modo, pode-se apresentar a forma final das equagoes de governo — a serem

resolvidas pelo codigo implementado — na sua forma adimensional e discretizadas

segundo o MEF com termo de conveccao implicito:
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M +1 1 n+1
—uw" — K, +K,,|w
Atw + Re [ yy]

+§u (UK, + Ky w"

2
Koz + Ky
Mu
Muv
M +1 K n+1
——c" zz T K (&
Atc * ReSc [ wl
+%u K, + Ky, "
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%U [uKay + 0Ky, | w" =

Muw
G,y

u- Gy +v-Gyc"

gv [uKay + 0Ky, ¢ =

At

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)



Capitulo 5
Cédigo numérico

Neste capitulo, é apresentada a estruturacao do codigo utilizado para resolugao
do problema proposto, contemplando toda a légica aplicada. O cddigo foi desen-
volvido na linguagem Python 2.7, em razao do seu uso bastante difundido no meio
académico.

A estruturacao do cédigo ocorre em cinco etapas principais. Na primeira, faz-
se a importacao do arquivo de malha e obtém-se as informagoes relevantes desta
etapa. Em seguida, cria-se as matrizes globais a partir das matrizes elementares
locais. Na terceira etapa, as condi¢oes de contorno sao inseridas, para assim ser
realizada a resolucao do problema e posterior exportagao dos resultados na extensao
.vtk. A exportacao nesse formato permite um pés-processamento mais adequado das
informacgoes obtidas, melhorando a resposta grafica do problema.

A figura B representa o fluxograma com a logica do cédigo.

¥ y

Imposicdo das condigoes Algoritmo de resolugao
de contorno |

| | — —
( p ) — Inicializac&o da vorticidade
Levantamento do nimero de nos Condi¢des de contorno da L ¢ J

Importagao da malha

T N ’ vorticidade

Levantamento do
ndmero de elementos
L | J

( Levantamento da matriz [EN )

Levantamento dos
vetores de coordenadas

Criag&o das matrizes
globais

I
Condicdes de contorno
da espécie quimica

\ J

'Condlgées de contorno |

da funcéo corrente
S R
Condicdes de contorno
de velocidade

L

Calculo da vorticidade
- S
Calculo da fungao corrente

r I ~
Célculo do transporte
de espécie quimica

[Calculo da velocidade |

y

Exportacéo de dados em
vtk

Figura 5.1: Fluxograma de funcionamento do cédigo.
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5.1 Importacao da malha

A malha é o conjunto de subdivisdes espaciais de um determinado do dominio,
de modo a discretiza-lo através de pequenos elementos, cada qual com um nimero
especifico de nds. Conforme definido anteriormente, neste trabalho os elementos sao
do tipo triangular linear, fazendo com que cada elemento possua trés nés associ-
ados a ele. O MEF ¢ baseado em fungoes interpoladoras que conectam os nés e,

consequentemente, os elementos.

Nés (Pontos nodais)

Elementos

Figura 5.2: Esquematico de uma malha genérica.

O dominio é constituido por uma malha nao estruturada gerada pelo software
livte GMSH. O arquivo .msh resultante é importado para a simulagdo com o auxilio
da biblioteca meshio do Python, de modo a transformar os dados existentes em
listas. Todas as malhas foram geradas através do GMSH 4.7.0.

import meshio #importar biblioteca meshio

msh = meshio.read (filename .msh) #leitura do arquivo .msh

X = msh. points [:,0] #lista com os valores de X
Y = msh. points [:,1] #lista com os wvalores de Y
IEN = msh. cells [ triangle’] #matriz IEN

[ENbound = msh. cells [’ line ] #matriz para o contorno

cc = np.unique (IENbound.reshape (IENbound. size)) # lista nos

# do contorno

O trecho do cédigo descrito anteriormente traz as informagdes imprescindiveis
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a simulagao, tais como a identificacdo dos nés em geral e dos ndés de contorno, o
niumero de elementos, os vetores de coordenadas X e Y, a matriz IEN — ou matriz

de conectividade — e a matriz com os elementos de contorno.

5.2 Criacao das matrizes globais

As equagbes (4.116) a (4.120) representam as equagdes de governo na sua
forma matricial. Desta forma, a seguinte estrutura foi inserida, a fim de realizar a

montagem das matrizes globais a partir das elementares:

for e in range(0,ne): #loop mnos elementos da malha
for i in range(0,3): #
iglobal = IEN[e,i] #montagem das matrizes

#globais relacionando os
for j in range(0,3): #indices globais e locais
jglobal = IEN[e,j] #

K[iglobal ,jglobal] += kxele[i,j] + kyele[i,j]
Kest[iglobal ,jglobal] += kest_ele[i,]]

M[iglobal ,jglobal] += mele[i,j]

Gx[iglobal ,jglobal] += gxele[i,]j]

Gy[iglobal ,jglobal] 4= gyele[i,]j]

Relembrando que as matrizes K e Kest sao, respectivamente:

K = K. 1K, (5.1)
Kest = Kestx+Kesty (52)

Com excecao da matriz K., todas as demais sdo geradas apenas uma vez, ao
inicializar o codigo. A matriz de estabilidade K., definida através do Método
de Taylor-Galerkin, depende das componentes horizontal e vertical da velocidade,

conforme abaixo, e por nao pode ser inicializada apenas uma vez.
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At

K., = - u K, + vKy,] (5.3)
At
Keoy = v UK,y +vK,,] (5.4)

Dessa forma, é necessario recria-la a cada passo de tempo, dentro do algoritmo

de solugao. Sendo assim, a estrutura para criacdo da mesma é a que segue:

for n in range(0,niter): #loop para cada iteracao
for e in range(0,ne): #loop nos elementos da malha
for i in range(0,3): #
iglobal = IEN[e,i] #montagem das matrizes

#globais relactonando os
for j in range(0,3): #indices globais e locais
jglobal = IEN[e,j] #

Kest[iglobal ,jglobal] += kest_ele[i,]]

Para montagem das matrizes elementares de cada global, considerando elementos
triangulares lineares de malha, foi utilizado as defini¢bes apresentadas em LEWIS
et al. [31].

5.3 Imposicao das condicoes de contorno

Estando as matrizes globais determinadas, é necessario inserir as condi¢oes de
contorno ao problema. Conforme apresentado anteriormente, durante a importa-
¢do da malha é identificado quais pontos e elementos irdao compor o contorno do
dominio estudado. Os nods que possuem seus valores pré-estabelecidos representam
a Condicao de Dirichlet. Como eles devem se manter constantes durante toda a
analise do problema, a linha da matriz global identificada a partir do indice do né
em condicao de Dirichlet ¢é zerada, substituindo em seguida o elemento na diagonal
pelo valor unitario 1. No vetor ao lado direito da equacgao, o elemento também
referenciado pelo indice do ponto em condicao de Dirichlet é substituido pelo valor
pré-estabelecido.

A fim de exemplificacdo, considera-se uma matriz quadrada de dimensao

47



(np x np) e o n6 1 esta localizado no contorno do dominio, sendo do tipo de Dirichlet.

O processo descrito no paragrafo anterior pode ser entendido conforme abaixo:

1. Localizar o n6 de condi¢ao de contorno na matriz:

Figura 5.3:

2. Zerar a linha referente ao indice 1 na matriz global e adicionar o valor unitario

na diagonal:

o

_a'n 1

apy | a2

Qao

na

a1n

a1n

Onn |

b]]

bz]

_(-hn 1]

_hn I ]

Identificacao do ponto com condigao
de contorno de Dirichlet.

3. Substituir no vetor do lado direito o valor da incégnita na entrada pelo valor

0 0 0]
31 Q22 i
_an 1 n2 ﬂ'nn_

1]

2]

_an.]

0 ... 0
L Qin
Ipn2 ann_

Figura 5.4: Tratando a linha com condicao

da condicao de Dirichlet (ccy):

3]

_an]

323

(n2

0

Aln

a’?i—]’l_

de contorno de Dirichlet.

b,

Figura 5.5: Substituindo o valor no vetor solucao.
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4. Identificar o proximo né de contorno e executar o passo-a-passo novamente.

Para exemplificar a implementacao da metodologia, segue o trecho do cddigo

onde sdo inseridas as condi¢oes de contorno de Dirichlet para o calculo da funcao

corrente:
for i in cc: #loop pelos mnos de contorno
if chame[l] in [’upwall’ | ’upstrut’|: #verificacao do no
Ap[i,:] = 0.0 #passo 2
Ap[i,i] = 1.0 #passo 2
bpsi[i] = ccl #passo 3
if ccName[i] in [’downwall’, ’downstrut’|: #verificacao
#do no
Ap[i,:] = 0.0 #passo 2
Ap[i,i] = 1.0 #passo 2
bpsi[i] = cc0 #passo 3
if chame['] — ’inlet ’: #verificacao do no
Ap[i,:] = 0.0 #passo 2
Ap[i,i] = 1.0 #passo 2
bpsi[i] = Y[i] #passo 3
# solucao do sistema linear Ap * psi = bpsi + cc

psi = np.linalg.solve (Ap, bpsi)

O software GMSH permite que seja definida uma lista com a identificacdo dos
elementos que constituem 0 contorno do dominio, sendo esta equivalente a lista com
a matriz de conectividade dos elementos lineares que constituem o contorno. Este
fato permite percorrer a lista cc, a qual possui todos nés localizados nos contornos,
e verificar em ccName qual a identificacao atribuida a cada elemento. Desta forma,
pode-se inserir condigoes de contorno diversas, realizando a validacao individual dos
pontos e atribuir os valores correspondentes.

Além das Condicoes de Dirichlet, este trabalho também possui Condicoes de
Neumann Homogéneo. No entanto, esta condi¢cao nao aplica nenhuma alteragao no
sistema linear, como pode ser percebido no exemplo a seguir para o termo de na

equagao de contorno (4.40):

49



1
ReSec

/nVc-ndF:0—>Vc:0 (5.5)
r

Onde Ve = 0 indica que o fluxo através da regidao determinada sera nulo. Sendo
assim, considerando a condi¢do de Neumann Homogéneo para um problema linear
geral Ac = b+ cc, tem-se que cc = 0 e o sistema linear se mantera como Ac = b.

Para demonstrar a implementacao das Condicoes de Neumann, pode-se consultar
o trabalho de MARQUES [B].

5.4 Algoritmo de solucgao

A etapa de resolucao das equagdes de governo e da obtencao dos valores das
variaveis, é demonstrada através do fluxograma da figura . Na representacao, ha uma
etapa em que é realizada fora do loop temporal, enquanto as demais sao recalculadas

a cada passo de tempo. Em seguida, cada passo do algoritmo serd detalhado.

Inicializacao da vorticidade

Y

Calculo das matrizes de
estabilidade -

Y

Calculo da vorticidade

Y

Calculo da funcao corrente

Y

Céalculo das velocidades

Y

Célculo da concentracao

Processo se repete pela
guantidade estabelecida
de passos tempaorais

- J

Figura 5.6: Fluxograma do algoritmo de solucao.
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5.4.1 Inicializacao da vorticidade

O primeiro passo consiste no calculo da vorticidade do problema no instante
de tempo t = 0 s, ou seja, antes de iniciar o loop com as solugoes. Sendo assim,
inicialmente sao montadas duas listas zeradas para u e v, com a posterior aplicacao
das condigoes de contorno pertinentes. Em seguida, estas listas sao utilizadas na

equacao ja descrita anteriormente:

Mw = Gv — Gyu (5.6)

Resolvendo o sistema linear associado a equagao, obtém-se o valor inicial para
w. Inicialmente, a velocidade é nula por todo o dominio, apenas havendo distingao
nos pontos do contorno e isto acarretard na obtencao da vorticidade nestes mesmos
nos. Este vetor resultante sera empregado na resolucao da vorticidade no terceiro

passo.

5.4.2 Calculo das matrizes de estabilidade

Esta etapa ja foi explicada mais detalhadamente na secao 5.2. Cabe reapresentar

os calculos necessarios neste passo, dado a sua importancia para as proximas etapas:

At

Kestm = 7u [U/Km.’l} -+ ’UKy;L-] (57)
At

Kty = -V (UK, +vK,,] (5.8)

Kest = Kesm + Kesty (59)

5.4.3 Calculo da vorticidade

No terceiro passo do algoritmo, realiza-se o calculo da equagdo da funcgao
corrente-vorticidade adimensionalizada, onde w™*! representa a vorticidade a ser
calculada e w™ é a vorticidade calculada no passo de tempo anterior. Sendo assim,

a seguinte relacao — ja apresentada — ¢é calculada:

M 1 M
Ew"“ + EKLU”JFI = Ew” —v-Guw" —u- Gy — Kegw" (5.10)
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Para garantir a correta resolucao, é necessario aplicar as respectivas condigoes
de contorno em ambos os lados da equacao (5.10), de acordo com a metodologia

apresentada na se¢ao 5.3.

5.4.4 Calculo da funcao corrente

De posse dos valores de w, a proxima etapa consiste em calcular a funcao corrente

Y, através da equacao ja apresentada anteriormente:
Ky = Mw (5.11)

Para assegurar a correta resolucao, ¢ necessario aplicar as respectivas condigoes
de contorno na matriz de rigidez K e no vetor de Mw, de acordo com a metodologia

apresentada na segao 5.3.

5.4.5 Calculo das velocidades

A partir dos valores da fungao corrente v, faz-se a resolugao da seguinte relagao

apresentada anteriormente:

My = -G (5.13)

Apés o calculo, é necessario inserir as condi¢oes de contorno de u e v para assim

obter a solugao correta do sistema.

5.4.6 Calculo da concentracao

Assim como no calculo da vorticidade, para obter os valores da concentragao,
faz-se o calculo da equagao da funcao de transporte da espécie quimica adimensio-
nalizada, onde ¢"*! é a concentracdo a ser calculada e c” representa a concentracao
calcula no passo de tempo anterior. Desta forma, a seguinte relagdo — anteriormente

apresentada — é calculada:

M 1 M
Ec"“ + @KC"Jrl = Ecn —u- Gy — v Gy — K" (5.14)
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Para assegurar a correta resolucao do sistema, é necessario incluir as condigoes

de contorno em ambos os lados da equacao (5.14).

5.4.7 Retornar ao passo 2

Por fim, esta etapa ird assegurar que a simulacao retorno a etapa 2 do algoritmo

e seja recalculada para cada passo de tempo ainda a ocorrer.

5.4.8 Resolucao dos sistemas lineares

Para explicar o processo de resolucao dos sistemas lineares utilizado no algoritmo
de solucao, todos os sistemas serao apresentados a partir de um sistema genérico
descrito como Ax = b. A seguir, a fungao corrente sera utilizada como exemplo de

calculo deste sistema:

K1 = Mw
A=Keb=Muw
Logo, Ay =b
for n in range(0,niter):
Ap = K. copy () #definicao de A como
#copia de K
bpsi = np.dot( M,wz ) #definicao do wvetor b

psi = np.linalg.solve (Ap, bpsi) #calculo do vetor de psi

No trecho apresentado acima, sao representadas 3 etapas do processo de resolu-
¢ao. No primeiro passo, a matriz A (no trecho como Apsi) é definida, a qual estd
sempre multiplicando o vetor de interesse. Na segunda etapa, é definido o vetor b
(no trecho como bpsi), o qual representa todo o lado direito do sistema linear. Por
fim, a ultima etapa prevé o calculo do vetor solugao do sistema, o qual é realizado
através da biblioteca numpy, identificada como np no cédigo. Essa mesma metodo-
logia foi empregada para todos os sistemas lineares existentes no cédigo, bem como
a insercao de todas as condigoes de contorno pertinentes, embora nao tenham sido

representadas no trecho acima.
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Capitulo 6
Validacao do cédigo numérico

Estando o c6digo numérico implementado em Python, é necessario avaliar se o
mesmo se comportara adequadamente em problemas de referéncia, a fim de corro-
borar os resultados obtidos para o problema a ser analisado neste trabalho. Foram

quatro cenarios que foram avaliados:

Escoamento de Hagen-Poiseuille;

Lid-Driven Cavity Flow;

Escoamento em degrau;

Dispersao de droga em artéria coronaria com geometria aproximada.

6.1 Escoamento de Hagen-Poiseuille

O Escoamento de Hagen-Poiseuille ¢ um dos poucos casos em que a equacao de
Navier-Stokes possui solucao analitica. Neste problema, analisa-se um escoamento
monofasico, permanente e completamente desenvolvido de um fluido newtoniano,
viscoso e incompressivel é impelido entre duas placas paralelas e fixas, pela acdo de
um gradiente de pressdo dp/0x constante.

A solugao analitica utilizada é a apresentada por SANTOS [37]. Para uma dada

altura y do fluido a partir da placa inferior, a velocidade é calculada como:

uly) = %y(L —y) (6.1)

No primeiro teste realizado, a equacao de corrente-vorticidade foi simulada em

um canal reto de altura unitaria (h = 1) e comprimento igual a seis unidades (L =
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6h), tendo os resultados sido obtidos no meio do canal (z = 3h), regido na qual o
escoamento ja se encontra hidrodinamicamente desenvolvido. A geometria do canal
foi definida desta forma devido aos calculos serem feitos na forma adimensional das

equagoes de governo.

6.1.1 Malha selecionada

A malha foi gerada com elementos triangulares, apresentando a seguinte especi-

ficacao:
o Numero de elementos = 6080

e Numero de nos = 3181

6.1.2 Condicoes de contorno

o Condicao de entrada: definida em x = 0.0, o valor de 1 varia de 0 a 1 de forma
linear com y (¢ = y). Da velocidade, a componente horizontal é unitaria
(u = 1), enquanto que a componente vertical é nula (v = 0.0). Todas sdo do
tipo de Dirichlet;

o Condicao de saida: definida em x = L, a derivada de ambos os componentes
da velocidade sao nulos du/0n = dv/0n = 0.0.

o Condigdo de nao-escorregamento nas paredes: definidas em y =0e y =1, as
componentes de velocidade serdao nulas (u = v = 0). Para v, serd ¢ = 0 na

parede inferior e sera 1) = 1 na parede superior.

6.1.3 Resultados obtidos

Na figura 61 os valores numéricos da velocidade horizontal obtidos foram com-
parados com a solucao analitica de referéncia. Em seguida, sao apresentados os
valores obtidos para 1, v,, v, e w, ao longo de todo o canal. A simulacao foi rea-
lizada com Re = 100, com o intervalo de tempo de At = 0,01 e em 700 iteragoes,

com os resultados visualizados partir do software Para View.

95



—— analfico
= =numérico

altura (y)
= = o =2 o = o =3
R ? P @ T T F P
s

e

0 02 04 06 08 I 12 14 16
velocidade horizontal (vx)

Figura 6.1: Grafico comparativo para a velocidade horizontal em razao da altura do
canal para Re=100em z =3 Ret =7 s.
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Figura 6.2: Resultados para canal em ¢t =7 s.
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6.2 Lid-Driven Cavity Flow

O Lid-Driven Cavity Flow é definido como um escoamento dentro de uma cavi-
dade quadrada com paredes laterais e inferior fixas e uma tampa superior deslizante
de velocidade constante. O escoamento é representado esquematicamente na ima-

gem abaixo.

u=1.v=0
[ ] +
fluid
H=v= (p.u) u=v=0
11.
I
u=v=20

Figura 6.3: Representacao Lid-Driven Cavity Flow.

Fonte: MARCHI ef_all, 2009.

A referéncia utilizada para validar os resultados obtidos é o trabalho desenvolvido
por MARCHI et al. [i]. Na publicacao, os autores realizaram um vasto estudo sobre
o problema e trouxeram resultados para Re = 0,01, 10, 100, 400 e 1000. Uma vez
que a analise do problema deste trabalhor serd para Re = 109, a equagao corrente-

vorticidade foi simulada para Re = 100.

6.2.1 Malha selecionada

A malha foi gerada com elementos triangulares, apresentando a seguinte especi-

ficacao:
e Numero de elementos = 1636

e« Numero de nos = 872

6.2.2 Condicoes de contorno

o Condicao de entrada: definida na parede superior mével —y = L, sendo L = 1
— que possuirda as componentes de velocidade definidas como u =1 e v = 0.

A funcao corrente nesta condi¢ao é definida como ¢ = 0.
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o Condicao de nao escorregamento nas paredes: definida nas paredes laterais e
inferior —y =0, =0 e x = L — de modo que u e v sdo nulos, além da funcao

corrente também ser definida como ¥ = 0 em todas as paredes.

6.2.3 Resultados obtidos

A seguir, ha um comparativo entre os resultados obtidos no trabalho de MARCHI
et al. [7] e os gerados através da simulagdo desempenhada neste trabalho, para um
Re = 100. O intervalo de tempo selecionado para obtencao dos resultados foi
At = 0,01 e foram realizadas 700 iteragoes, com os resultados visualizados partir
do software Para View.

A figura B4 traz o comparativo dos valores de v, observados em z = 0,5 ao
longo de toda a altura da cavidade, enquanto que a figura 63 faz o comparativo dos
valores de v, em y = 0,5. Em seguida, sao apresentados os valores para 9, w,, v, e

v, em regime permanente, para t = 7s.

= =numérico
= | —Marchiet al

altura (y)
[=] o [=] [=] =] [=] o o
P » o o W & 9

=]

AY
4 02 0 0z 04 0% 08 1
velocidade horizontal (vx)

L2

Figura 6.4: Grafico comparativo para a velocidade horizontal em razao da altura da
cavidade para Re =100 em x = 0,5 et =7 s.

6.3 Escoamento em degrau

O Escoamento em degrau também é um problema fisico muito conhecido e com
vasta coletanea de trabalhos sobre o tema. Dada a sua geometria descontinua, é pos-
sivel verificar as recirculagoes existentes em razao da variacao de secao, fornecendo
um indicio dos efeitos da variacdo geométrica do canal sobre o fluxo.

Dentre as referéncias, foi selecionado o trabalho de THOMAS et al. [8]. Den-

tre os estudos realizados, ele traz a validacao do escoamento para Re = 73, valor
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Figura 6.5: Grafico comparativo para a velocidade vertical em razao do comprimento
da cavidade para Re =100 em y = 0,5 et =7 s.
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Figura 6.6: Resultados para cavidade quadrada em ¢t =7 s.
préximo do Re utilizado nas analises numéricas da proxima secao. No trabalho de

referéncia, o autor compara valores obtidos computacionalmente através do Método

de Elementos Finitos, aos resultados encontrados experimentalmente e aos apresen-
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tados por ATKINS et al. [88]. O detalhamento da geometria estd apresentado na
figura B74.

upwall

1—
inlet]

outlet
—1,5—

|
ﬁ downwall

—3

Figura 6.7: Geometria do canal utilizada com as condi¢des de contorno.

Fonte: adaptado de ITHONMAS ef all, T9X1.

6.3.1 Malha selecionada

A malha foi gerada com elementos triangulares, apresentando a seguinte especi-
ficacao:

o« Numero de elementos = 4243

e« Numero de nos = 2301

6.3.2 Condicoes de contorno

o Condicao de entrada: definida na entrada do canal — x = 0 — e que possuira

as componentes de velocidade definidas como v =0 e u = 1.

e Condicao de saida: definida em = = L, a derivada de ambos os componentes
da velocidade sdo nulos du/0n = dv/dn = 0.

o Condicao de nao escorregamento nas paredes: definida nas paredes superior e
inferior, além da parede do degaru, impondo que u e v sao nulos. A funcao
de corrente serd ¢ = 0 ao longo da parede inferior e na superficie do degrau,

além de ser ¢» = 1 na parede superior.

6.3.3 Resultados obtidos

A seguir, hd um comparativo entre os resultados obtidos no trabalho de THO-
MAS et al. [R] e os gerados através da simulagdo desempenhada neste trabalho,
para um Re = 73. O intervalo de tempo selecionado para obtencao dos resultados
foi At = 0,01 e foram realizadas 5000 iteracoes, com os resultados visualizados a
partir do software ParaView. Na figura B8, sdo comparados os perfis de velocidade

horizontal nas posi¢oes r = 3,4 e x = 4.
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Figura 6.9: Resultados para o canal em ¢ = 50 s.

6.4 Dispersao de droga em artéria coronaria com

geometria aproximada

Para a quarta e tltima verificagdo do cdédigo implementado, foi realizada a ve-
rificacio do mesmo a partir do artigo de MARQUES e ANJOS [9]. No artigo, sao
gerados resultados para trés geometrias de canal, com quatro valores distintos para

o numero de Schmidt. Neste trabalho, foi feita a verificacao para as geometrias de

61



canal reto e curvo, ambos com stent e Sc = 1,0. A representacao geométrica dos
mesmos é conforme abaixo:

o stent=6.55R o
wall wall
-s_l_LﬁJ_'U_\h-’_’U_’U_\-’_\J_\-’—;
= R=1 . semi circle=0.125R =
= + symmetry z
- L=10R

Figura 6.10: Representacao do meio canal reto com stent.

Fonte: MARQUES e ANJOS, 2021

stent=6.55R -
wall

semi circle=0.125R wall
-

inflow

h=0.4R

outflow

symmetry

F Y

L=10R

Figura 6.11: Representacao do meio canal curvo com stent.

Fonte: MARQUES e ANJOS, 2021,

6.4.1 Malha selecionada

A malha foi gerada com elementos triangulares, apresentando a seguinte especi-
ficacao:

e (Canal reto

Numero de elementos = 1887

Numero de ndés = 1045

e (Canal curvo

Numero de elementos = 2035

Numero de nos = 1138

6.4.2 Condicgoes de contorno

o Condigao de entrada: definida na entrada do canal — x = 0 — e que possuira

as componentes de velocidade definidas como vy = 0 e ug serd dada pela
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expressao do escoamento complemamente desenvolvido entre placas paralelas
e planas, conforme abaixo. A funcdo corrente nesta condicao é definida como

Yp=0emy=0e = [(ugdy — vodz) ao longo dos valores de y.

wo(y) = 1,5 {1 . (%)1 (6.2)

e Condicao de saida: definida em = = L, a derivada de ambos os componentes

da velocidade sao nulos du/0n = dv/dn = 0.

e Condicao de nao escorregamento nas paredes: definida nas paredes de canal

fora dos stents, impondo que u e v sdo nulos e a funcao de corrente sera 1) = 1.

o Condicao de superficie livre: definida de forma a caracterizar o eixo de simetria
do canal, em y = 0, acarretando na imposicao de v = 0 e a func¢ao corrente
sera ¢ = 0.

« Condicao de concentragao no stent: definida ao longo do perimetro dos stents,

de modo que u =v =0 e e = ¢y, onde eg = 1.

6.4.3 Resultados obtidos

Em ambos os casos, o intervalo de tempo selecionado para obtencao dos resulta-
dos foi At = 0,01 e foram realizadas 700 iteragoes. A partir do software Para View,
os resultados foram visualizados e os mesmos sao apresentados a seguir.

A seguir, as figuras 12 e B3 trazem os resultados obtidos para o canal reto,
enquanto que as figuras 614 e BIA apresentam os resultados para o canal com

curvatura.
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65



Capitulo 7

Resultados

Uma vez verificado o c6digo a partir de casos de referéncia, obteve-se as geome-
trias necessarias para gerar as malhas nao estruturadas, bem como foram definidos
os parametros necessarios para a simulacao.

Neste capitulo sao apresentados os resultados numéricos obtidos no trabalho.
Primeiro foi feita a definigdo da geometria e dos parametros a serem utilizados na
geracao das malhas. Em seguida, foram definidos os parametros fisicos e as condigoes
de contorno aplicaveis ao problema. Por fim, os resultados numéricos das simulagoes
foram apresentados, assim como a analise pertinente.

Todos os resultados apresentados neste capitulo, bem como no anterior, foram

gerados a partir de simulagoes realizadas no Python 2.7 em um computador com

processador Intel® Core™ i7-3630QM CPU Q 2.40 GHz.

7.1 Definicao dos parametros de malha

Antes de serem gerados os dados, foi necessario definir o grau de refinamento das
malhas utilizadas, bem como determinar qual geometria iria gerar um resultado com
menor erro relativo: se em meio canal ou em canal completo, a fim de garantir um
resultado numérico dentro de um intervalo considerado como aceitavel. Desta forma,
foram realizadas 10 verificacoes numéricas a partir do caso fisico de escoamento de
Hagen-Poiseuille em meio canal e foram realizadas mais 10 verificagbes em canal
completo, onde houve a comparacao entre o valor maximo da velocidade horizontal
(v,) obtida através das iteragbes numéricas com o valor analitico de referéncia.

Para realizar a variacao das malhas verificadas, dois parametros principais foram
testados no software GMSH: o algoritmo 2D e o element size factor (ESF).
Dentre os diversos parametros que o GMSH permite serem variados para alterar as
caracteristicas das malhas, estes dois sdo os mais simples e fundamentais. O primeiro

parametro refere-se ao algoritmo utilizado na geracao das malhas, enquanto que o
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outro é responsavel por definir um intervalo para o tamanho dos elementos que irao
compor as malhas.

Dentre os diversos algoritmos disponiveis no software, apenas dois foram valida-
dos, sendo ambos utilizados na geragao de malhas nao estruturadas - o algoritmo de
Delauney e o Mesh Adapt. Consultando a documentacao do software GMSH [39]
e o trabalho de ANJOS [32], as defini¢bes para ambos sdo:

e Delauney: a triangulacdo consiste em conectar os pontos de um dado con-
junto através de segmentos de reta, de forma que cada ponto seja vértice de
pelo menos um triangulo formado. Adicionalmente, os circulos circunscritos
aos triangulos nao podem conter outros pontos que nao sejam os vértices do

triangulo inscrito;

o Mesh Adapt: o método consiste em modificagoes locais na malha, de modo a
dividir arestas muito grandes, colapsar arestas menores ou substitui-las para

obter melhores configuragoes geométricas.

Sobre o element size factor (ESF), maiores informagoes podem ser obtidas a
partir do manual online do software, disponivel gratuitamente para acesso.

Além dos parametros ja apresentados, as verificagoes foram feitas com x iteragoes
numéricas e At = 0,001 em um escoamento com Re = 50 e geometria do canal
adimensionalizada, com y = [0, 1] e z = [0, 6]. A verificacao foi realizada com malhas
geradas a partir dos dois algoritmos e das duas geometrias citados anteriormente e
com ESF variando de 0,25 até 0,05 — conforme nas tabelas [, 2, 3 e 4. Os
valores minimos de ESF foram estabelecidos em razao da limitacdo computacional
da méaquina utilizada em todo o trabalho e os resultados apresentados nas tabelas

abaixo foram coletados em x = 5, 5.

ESF | N° de elementos | N° de pontos | Tempo [s] | Valor méximo | Erro relativo
0,25 256 157 32,72 1,3671 8,86%
0,20 398 235 47,48 1,4028 6,48%
0,15 698 397 117,31 1,4092 6,05%
0,10 1552 847 410,91 1,4210 5,27%
0,05 6220 3251 9998,24 1,4279 4,80%

Tabela 7.1: Resultados para malhas geradas pelo algoritmo
de Delauney em meio canal.

Com base nos resultados apresentados nas tabelas, a abordagem feita em canal
completo apresentou os menores erros relativos em geral. Além disso, foi obser-
vada a tendéncia de ao reduzir o valor de ESF, os resultados apresentarem maior
convergéncia, porém sem haver muito discrepancia entre os valores dependendo do
algoritmo utilizado para gerar a malha. Por fim, h& a limitagdo computacional que

deve ser considerada na analise.
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ESF | N° de elementos | N° de pontos | Tempo [s] | Valor méximo | Erro relativo
0,25 242 150 29,09 1,4058 6,28%
0,20 416 244 51,63 1,3901 7,32%
0,15 656 376 106,51 1,4128 5,82%
0,10 1278 710 364,88 1,4121 5,86%
0,05 6080 3181 8949.76 1,4306 4,62%
Tabela 7.2: Resultados para malhas geradas pelo algoritmo
de Mesh Adapt em meio canal.
ESF | N° de elementos | N° de pontos | Tempo [s] | Valor maximo | Erro relativo
0,25 256 157 36,75 1,3887 7,42%
0,20 398 235 77,91 1,4049 6,34%
0,15 698 397 211,71 1,4485 3,43%
0,10 1552 847 669,54 1,4576 2,83%
0,05 6220 3251 9998,24 1,4831 1,13%
Tabela 7.3: Resultados para malhas geradas pelo algoritmo
de Delauney em canal completo.
ESF | N° de elementos | N° de pontos | Tempo [s] | Valor maximo | Erro relativo
0,25 242 150 36,44 1,416 5,60%
0,20 416 244 94,38 1,4094 6,04%
0,15 656 376 179,77 1,4356 4,29%
0,10 1278 710 352,2 1,4474 3,51%
0,05 6080 3181 9897,01 1,4863 0,91%

Tabela 7.4: Resultados para malhas geradas pelo algoritmo
de Mesh Adapt em canal completo.

Desta forma, a geometria escolhida foi o canal completo, com a malha gerada
através do algoritmo de Delauney e o tamanho dos elementos definido através do
ESF de 0,1. A escolha foi feita pois o erro relativo apresentado foi menor do que 3%
e o custo computacional foi inferior quando comparado aos casos com ESF igual a
0,05.

7.2 Parametros fisicos e condicoes de contorno

Para todas as geometrias simuladas neste trabalho, os parametros para escoa-
mento do fluido foram os mesmos para todos os casos, assim como e as condigoes
de contorno. De acordo com a abordagem adimensional das equagoes de governo,
foi necessario definir o nimero de Reynolds e de Schmidt para assim resolver as
equagoes matriciais (4.116) até (4.120).

O numero de Reynolds foi definido a partir dos valores utilizados por BOZSAK
et al. [T9] em seu estudo para a massa especifica, o didmetro do canal sem ateroma
e a viscosidade dinamica. enquanto que a velocidade do fluido foi considerada a
obtida no trabalho de KESSLER et al. [40]:
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k
massa especifica (p) = 1060, 0 _gg
m

didmetro do canal sem ateroma (d) = 3,0 x 107 m

viscosidade dinamica (u) = 3,5 x 1072 Pa - s

velocidade (u) = 0,12 n
s

Desta forma, o nimero de Reynolds é:

d
Re = % ~ 109, 0 (7.1)

O numero de Schmidt foi obtido considerando uma droga que possui coeficiente
de difusividade (D) = 3,0 x 107%m?/s, junto as outras propriedades do fluido,
conforme definido anteriormente:

Desta forma, o nimero de Schmidt é:

Em seguida, as condigoes de contorno foram definidas conforme abaixo:

o condicao de entrada: ocorre em x = 0, traz a fun¢do corrente definida linear-
mente com a altura do canal, variando de 0 a 1 — 1 = y. A derivada do campo
de concentracao é nula, dc/On = 0. Para as condigoes de velocidade, v =0 e
u sendo igual a velocidade horizontal obtida para o escoamento complemente
desenvolvido em um canal reto para escoamento laminares (Re < 2300), con-

forme abaixo:

u(y) = 25u(L—y) (73)

« condicao de saida: a derivada das componentes da velocidade, da concentracao
e da fungao corrente sdo nulas, isto é, du/dn = 0, dv/In = 0, dc/On = 0 e

0 /on = 0.
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o condicao de nao escorregamento: condi¢ao para o dominio definido nas paredes
do canal e na superficie externa do stent. A funcao corrente é definida como
1» = 0 no contorno inferior do canal, enquanto que possui valor ©» = 1 no
contorno superior do canal. As componentes tangencial e normal da velocidade
sao nulas v = u = 0. Nas paredes do canal, também tem-se que a derivada do

campo de concentragao é nula, isto é, dc/dn = 0.

o condicao de concentragao no stent: definido ao longo da superficie do stent
em contato com o fluido, de modo que o valor da concentragao é definido
como e = 1,0. Por sua vez, as componentes da velocidade sao nulas, ou seja,

v=u=0.

7.3 Geometrias e resultados

Todas as geometrias utilizadas para gerar as malhas utilizadas neste trabalho
foram geradas diretamente através do software GMSH. As representacoes esquema-
ticas apresentadas neste capitulo foram feitas a partir do software AutoCAD 2020,
por meio da licenca gratuita para estudantes.

Sobre a confeccao das geometrias — e posteriormente das malhas —o estreitamento
nos canais foi feito através da funcao bpspline do GMSH, de modo a obter as di-
ferentes configuracoes testadas. Além disso, as condi¢oes de contorno do problema

foram definidas conforme abaixo:

condicao de entrada: inlet;

condicdo de saida: outlet;

condicao de nao escorregamento: upwall e downwall;

condicao de concentracao no stent: upstrut e downstrut.
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7.3.1 Geometria 1: restricdo de 25% e stents circulares

A geometria 01 traz um ateroma que representa uma restricao de 25 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
circular, com as dimensoes conforme indicado na figura [ Ta. Enquanto isso, a figura
[[1H traz a malha gerada a partir da geometria 01, tendo ela 5328 elementos, 2812

nos e tempo de processamento de 22416 s para as 2000 iteragoes.
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(b) Malha gerada

Figura 7.1: Geometria 01.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.
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Figura 7.2: Campo de concentracao para a geometria 01.
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(c)t=10s (d)t=20s

Figura 7.3: Campo de velocidade horizontal para a geometria 01.

7.3.2 Geometria 2: restricido de 50% e stents circulares

A geometria 02 traz um ateroma que representa uma restricao de 50 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
circular, com as dimensoes conforme indicado na figura [4a. Enquanto isso, a figura
[[4H traz a malha gerada a partir da geometria 02, tendo ela 5188 elementos, 2750

nos e tempo de processamento de 19005 s para as 2000 iteragoes.
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Figura 7.4: Geometria 02.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentragao

conforme a evolugao temporal.
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Figura 7.6: Campo de velocidade horizontal para a geometria 02.

7.3.3 Geometria 3: restricdo de 75% e stents circulares
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Figura 7.7: Geometria 03.

A geometria 03 traz um ateroma que representa uma restricao de 75 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é

circular, sendo as dimensoes conforme indicado na figura [Z7d. Enquanto isso, a
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figura [[7H traz a malha gerada a partir da geometria 03, tendo ela 3796 elementos,
2046 nos e tempo de processamento de 9347 s para as 2000 iteracoes.

Os campos de concentragao e velocidade horizontal conforme a evolugao temporal
sao apresentados, respectivamente, nas figuras [[8 e [[9. Os resultados s6 foram
apresentados até t = 4 s. A partir deste ponto, os mesmos passam a apresentar
inconsisténcias, uma vez que os resultados crescem indefinidademente.

Em razao deste fato, foi realizada uma pequena alteracdo nas condi¢oes de con-
torno. Para a condi¢do de saida do escoamento (outlet) foi implementado que os
valores no contorno deveriam ser assim como na condigao de entrada (inlet), ou seja
1 = y. Os novos campos de concentracao e velocidade horizontal podem ser vistos

nas figuras [10 e [I, respectivamente. O novo tempo de processamento foi de
8780 s
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Figura 7.8: Campo de concentracao para a geometria 03.
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Figura 7.9: Campo de velocidade horizontal para a geometria 03.
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Figura 7.11: Novo campo de velocidade horizontal para a geometria 03.

7.3.4 Geometria 4: restrigdo de 25% e stents elipticos (raio

menor)

A geometria 04 traz um ateroma que representa uma restricao de 25 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
eliptica e com o raio menor perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes conforme
indicado na figura [12a. Enquanto isso, a figura [ T2H traz a malha gerada a partir
da geometria 04, tendo ela 5218 elementos, 2749 nés e tempo de processamento de
18731 s para as 2000 iteragoes.

Os campos de concentragao e velocidade horizontal conforme a evolugao temporal

sao apresentados, respectivamente, nas figuras (13 e [T4.
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Figura 7.12: Geometria 04.
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Figura 7.13: Campo de concentracao para a geometria 04.

Figura 7.14: Campo de velocidade horizontal para a geometria 04.
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7.3.5 Geometria 5: restrigdo de 50% e stents elipticos (raio

menor)

A geometria 05 traz um ateroma que representa uma restricao de 50 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
eliptica e com o raio menor perpendicular ao fluxo, sendo as dimensées conforme
indicado na figura [ZT5a. Enquanto isso, a figura [ T5H traz a malha gerada a partir
da geometria 05, tendo ela 4828 elementos, 2563 nds e tempo de processamento de

15771 s para as 2000 iteragoes.
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Figura 7.15: Geometria 05.
A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao
conforme a evolugao temporal.
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Figura 7.16: Campo de concentragao para a geometria 05.
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Figura 7.17: Campo de velocidade horizontal para a geometria 05.

7.3.6 Geometria 6: restrigcao de 75% e stents elipticos (raio

menor)
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Figura 7.18: Geometria 06.

A geometria 06 traz um ateroma que representa uma restricao de 75 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
eliptica e com o raio menor perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes conforme
indicado na figura [IXa. Enquanto isso, a figura [I8H traz a malha gerada a partir
da geometria 06, tendo ela 3844 elementos, 2066 nos e tempo de processamento de
9711 s para as 2000 iteragoes.

Os campos de concentragao e velocidade horizontal conforme a evolugao temporal
sao apresentados, respectivamente, nas figuras 19 e [20. Os resultados s6 foram
apresentados até ¢ = 4 s. A partir deste ponto, os mesmos passam a apresentar

inconsisténcias, uma vez que os resultados crescem indefinidademente.
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Em razao deste fato, foi realizada uma pequena alteracdo nas condi¢oes de con-
torno. Para a condi¢ao de saida do escoamento (outlet) foi implementado que os
valores no contorno deveriam ser assim como na condigao de entrada (inlet), ou seja
¥ = y. Os novos campos de concentragdo e velocidade horizontal podem ser vistos

nas figuras [21 e [22, respectivamente. O novo tempo de processamento foi de
8542 s
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Figura 7.19: Campo de concentragao para a geometria 06.
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Figura 7.20: Campo de velocidade horizontal para a geometria 06.
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Figura 7.21: Novo campo de concentracao para a geometria 06.
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Figura 7.22: Novo campo de velocidade horizontal para a geometria 06.

7.3.7 Geometria 7: restricdo de 25% e stents elipticos (raio

maior)

A geometria 07 traz um ateroma que representa uma restricao de 25 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
eliptica e com o raio maior perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes conforme
indicado na figura [Z3a. Enquanto isso, a figura [23H traz a malha gerada a partir
da geometria 07, tendo ela 5876 elementos, 3090 nés e tempo de processamento de
28223 s para as 2000 iteracoes.
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Figura 7.23: Geometria 07.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.

80



106400 10400
|} L}

o8 “o08

06 06

concentiagdo
concentracao

' 04 I 04
[ B [
(a)t=0s (byt=2s
l ;:e’w‘g. l ;Zevw@
I 02 § I 02 §
0.0e+00 0.0e+00
(c)t=10s (d)t=20s

Figura 7.24: Campo de concentracao para a geometria 07.
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Figura 7.25: Campo de velocidade horizontal para a geometria 07.

7.3.8 Geometria 8: restrigdo de 50% e stents elipticos (raio

maior)
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Figura 7.26: Geometria 08.

A geometria 08 traz um ateroma que representa uma restricao de 50 % ao fluxo
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sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
eliptica e com o raio maior perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes conforme
indicado na figura 26a. Enquanto isso, a figura traz a malha gerada a partir
da geometria 08, tendo ela 5404 elementos, 2860 nés e tempo de processamento de
22361 s para as 2000 iteragoes.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.
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Figura 7.27: Campo de concentragao para a geometria 08.
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Figura 7.28: Campo de velocidade horizontal para a geometria 08.

7.3.9 Geometria 9: restrigdo de 75% e stents elipticos (raio

maior)

A geometria 09 traz um ateroma que representa uma restricao de 75 % ao fluxo
sanguineo dentro da artéria coronaria. Além disso, a secao transversal do stent é
eliptica e com o raio menor perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes conforme
indicado na figura 29a. Enquanto isso, a figura traz a malha gerada a partir
da geometria 09, tendo ela 4108 elementos, 2210 noés e tempo de processamento de
10748 s para as 2000 iteragoes.

Os campos de concentragao e velocidade horizontal conforme a evolugao temporal

sao apresentados, respectivamente, nas figuras 30 e [Z30. Os resultados sé foram
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Figura 7.29: Geometria 09.

apresentados até t = 2 s. A partir deste ponto, os mesmos passam a apresentar
inconsisténcias, uma vez que os resultados crescem indefinidademente.

Em razao deste fato, foi realizada uma pequena alteracdo nas condi¢oes de con-
torno. Para a condi¢do de saida do escoamento (outlet) foi implementado que os
valores no contorno deveriam ser assim como na condigao de entrada (inlet), ou seja
¥ = y. Os novos campos de concentragdo e velocidade horizontal podem ser vistos

nas figuras [[332 e [[33, respectivamente. O novo tempo de processamento foi de

10393 s

1.00+00
|

08 2 . ;Zemuc
L. [ B
(a) t=0s
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Figura 7.31: Campo de velocidade horizontal para a geometria 09.
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Figura 7.32: Novo campo de concentragao para a geometria 09.
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Figura 7.33: Novo campo de velocidade horizontal para a geometria 09.

7.3.10 Geometria 10: duas restricoes de 25% e stents cir-

culares

A geometria 10 traz dois ateromas em sequéncia que representam uma restri¢ao
de 25 % ao fluxo sanguineo dentro da artéria coronaria, onde o arranjo representa
uma aproximacao simplificada do cenario real. Além disso, a secao transversal do
stent é circular, sendo as dimensoes conforme indicado na figura [Z32a. Enquanto
isso, a figura 2341 traz a malha gerada a partir da geometria 10, tendo ela 5294
elementos, 2793 nés e tempo de processamento de 21416 s para as 2000 iteracoes.

Os campos de concentragao e velocidade horizontal conforme a evolugao temporal

sao apresentados, respectivamente, nas figuras [Z30 e [[38.
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Figura 7.34: Geometria 10.
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Figura 7.36: Campo de velocidade horizontal para a geometria 10.

7.3.11 Geometria 11: duas restricoes de 50% e stents cir-

culares

A geometria 11 traz dois ateromas em sequéncia que representam uma restricao

de 50 % ao fluxo sanguineo dentro da artéria coronaria, onde o arranjo representa
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uma aproximacgao simplificada do cendrio real. Além disso, a se¢ao transversal do
stent é circular, sendo as dimensoes conforme indicado na figura [Z37a. Enquanto
isso, a figura [C37H traz a malha gerada a partir da geometria 11, tendo ela 4796

elementos, 2552 nés e tempo de processamento de 15489 s para as 2000 iteracoes.
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Figura 7.37: Geometria 11.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.

Figura 7.38: Campo de concentracao para a geometria 11.
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7.3.12 Geometria 12: duas restricoes de 25% e stents elip-

ticos (raio menor)

A geometria 12 traz dois ateromas em sequéncia que representam uma restrigao
de 25 % ao fluxo sanguineo dentro da artéria coronaria, onde o arranjo representa
uma aproximacao simplificada do cenario real. Além disso, a se¢do transversal do
stent é ¢é eliptica e com o raio menor perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes
conforme indicado na figura 40a. Enquanto isso, a figura 408 traz a malha
gerada a partir da geometria 12, tendo ela 5282 elementos, 2783 nés e tempo de

processamento de 20502 s para as 2000 iteragoes.
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Figura 7.40: Geometria 12.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.
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7.3.13 Geometria 13: duas restrigcoes de 50% e stents elip-

ticos (raio menor)
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Figura 7.43: Geometria 13.
A geometria 13 traz dois ateromas em sequéncia que representam uma restri¢ao
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de 50 % ao fluxo sanguineo dentro da artéria coronaria, onde o arranjo representa
uma aproximacao simplificada do cenario real. Além disso, a secao transversal do
stent é é eliptica e com o raio menor perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes
conforme indicado na figura [43a. Enquanto isso, a figura 430 traz a malha
gerada a partir da geometria 13, tendo ela 4818 elementos, 2556 nés e tempo de
processamento de 15397 s para as 2000 iteragoes.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.
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Figura 7.44: Campo de concentragdo para a geometria 13.
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Figura 7.45: Campo de velocidade horizontal para a geometria 13.

7.3.14 Geometria 14: duas restricoes de 25% e stents elip-

ticos (raio maior)

A geometria 14 traz dois ateromas em sequéncia que representam uma restricao
de 25 % ao fluxo sanguineo dentro da artéria coronaria, onde o arranjo representa
uma aproximacao simplificada do cenario real. Além disso, a se¢do transversal do
stent € é eliptica e com o raio maior perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes
conforme indicado na figura 46a. Enquanto isso, a figura 460 traz a malha
gerada a partir da geometria 14, tendo ela 5840 elementos, 3069 nés e tempo de

processamento de 25506 s para as 2000 iteragoes.
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Figura 7.46: Geometria 14.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao
conforme a evolugao temporal.
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7.3.15 Geometria 15: duas restrigcoes de 50% e stents elip-

ticos (raio maior)

A geometria 15 traz dois ateromas em sequéncia que representam uma restricao
de 50 % ao fluxo sanguineo dentro da artéria coronéria, onde o arranjo representa
uma aproximacgao simplificada do cendrio real. Além disso, a secao transversal do
stent é é eliptica e com o raio maior perpendicular ao fluxo, sendo as dimensoes
conforme indicado na figura 46a. Enquanto isso, a figura 460 traz a malha
gerada a partir da geometria 14, tendo ela 5162 elementos, 2742 nés e tempo de

processamento de 19481 s para as 2000 iteragoes.
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Figura 7.49: Geometria 15.

A seguir, sao apresentados os campos de velocidade horizontal e concentracao

conforme a evolugao temporal.
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Figura 7.50: Campo de concentragao para a geometria 15.
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Figura 7.51: Campo de velocidade horizontal para a geometria 15.

7.4 Comparacao de resultados

A partir dos resultados obtidos para cada geometria, foram realizadas as com-
paracoes entre os perfis de velocidade no meio do canal, em x = 2,5h. Foram
comparados os valores de acordo com a geometria dos stents para os mesmos perfis
de restri¢ao de fluxo.

A figura [[52 apresenta os perfis obtidos para a concentracao da droga liberada
na artéria coronaria em razao da altura da mesma. Apesar das diferencas geomé-
tricas no perfil transversal do stent, as variagdes nao foram suficientes para causar
alteragoes significativas nos resultados obtidos. No entanto, ao analisar os perfis de
velocidade horizontal, a diferenca se torna mais perceptivel conforme a visualizacao

se aproxima da linha de centro do canal, como pode ser visto na figura [53.
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Capitulo 8
Conclusao

Neste trabalho, utilizou-se o Método de Elementos Finitos para realizar os cal-
culos da equagao de Navier-Stokes, a qual foi escrita através da formulacao corrente-
vorticidade, junto com a equacao de transporte da espécie quimica. As equagoes
foram discretizadas através do esquema de Taylor-Galerkin e utilizando elementos
triangulares lineares para a implementacao do codigo, uma vez que é empregada a
formulacao corrente-vorticidade e a mesma permite desacoplar velocidade e pressao,
assim como reescrever as equagoes em fungao de variaveis escalares.

Para as validagoes realizadas, o c6digo numérico apresentou resultados satis-
fatorios em todos os casos apresentados. No escoamento de Hagen-Poiseuille, foi
verificado o comportamento do perfil da velocidade horizontal, conforme as condi-
¢oes de contorno impostas. No trabalho de MARCHI et al. [7], comparou-se os
perfis de velocidade horizontal e vertical encontrados com os obtidos pelos autores.
Também foi verificado o escoamento em degrau, o qual permitiu analisar a influéncia
da variacao abrupta da secao no escoamento dentro de um canal, em comparagao
aos trabalhos de THOMAS et al. [R]. Por fim, foi analisada a interacao entre a
equagao de Navier-Stokes com a equacao de difusao da espécie quimica, tendo como
referéncia a publicacdo de MARQUES e ANJOS [9].

Este trabalho tinha por objetivo avaliar o comportamento da difusao de espécie
quimica, juntamente com o escoamento do fluido, para diferentes restri¢coes de fluxo
e trés configuragoes para geometria do stent. De forma geral, é possivel perceber que,
para as restri¢oes de 25 % e 50 %, a concentragao da droga é maior nas proximidades
das paredes da artéria, enquanto reduz ao se aproximar do centro do canal. O cenario
inverso ocorre na velocidade horizontal.

Também é possivel verificar que as configuragoes geométricas testadas nao alte-
raram de forma significativa os campos gerados.

Por fim, as geometrias com restrigoes de 75 % apresentaram instabilidade nu-
mérica ao utilizar as condi¢oes de contorno definidas inicialmente. Esse fato pode

ter ocorrido em razao da alta velocidade existente na regiao central, ocasionando
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em um numero de Reynolds alto, o qual gera instabilidade numérica em razao do
método empregado. Em razao das limitagoes computacionais existentes, nao foi
possivel realizar um refino maior da malha e nem reduzir o At, dado que os custos
computacionais se tornam muito elevados.

Sendo assim, as sugestoes para trabalhos futuros sao:

o Explorar as geometrias dos casos com alta restricdo de fluxo para avaliar se a
Fomulacgao de Taylor-Galerkin ainda é aplicavel ou se é necessario implementar

outros esquemas que reduzam as oscilagoes espirias;

o Realizar validagbes com nimeros de Schmidt mais préximos aos valores reais

de difusao de substancias quimicas;
e Analisar o problema através de fluido multifasico;

o Verificar a aplicagao do problema em geometrias mais realistas, buscando va-

riar as restri¢cao ao fluxo.
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Apéndice A
Resultados complementares

Neste apéndice sao apresentados os demais resultados oermanentes obtidos para
cada geometria, os quais ndao foram apresentados no Capitulo 7 deste trabalho.
Sendo assim, € possivel visualizar os resultados para o campo de velocidade vertical,

da funcao corrente e da vorticidade para cada geometria testada.

A.1 Geometria 1: restricao de 25% e stents cir-

culares

(a) velocidade vertical

(b) fungao corrente

(c) vorticidade

Figura A.1: Resultados para a geometria 01.
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A.2 Geometria 2: restricio de 50% e stents cir-

culares

5060]

—02
[02
50001

) velocidade vertical
IDe 00
m tﬂﬂe -00

b) fungdo corrente

6.9e+01
m “
[ -7.4e+01
) vorticidade

Figura A.2: Resultados para a geometria 02.

A.3 Geometria 3: restricdo de 75% e stents cir-

culares

Nl

) velocidade vertical

1u+oo
M 2
toom

(b) fungao corrente

29e+02

el

(c) vorticidade

Figura A.3: Resultados para a geometria 03 apds ajuste das condigoes de contorno.
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A.4 Geometria 4: restricao de 25% e stents elip-

ticos (raio menor)

) velocidade vertical

1.0e+00
“ tuoeou

b) fungdo corrente

(c) vorticidade

Figura A.4: Resultados para a geometria 04.

A.5 Geometria 5: restricao de 50% e stents elip-

ticos (raio menor)

5.0e-01

. . I:5OeOI

) velocidade vertical

b) fungao corrente

él] +01

. . [—60 +01

) vorticidade

Figura A.5: Resultados para a geometria 05.
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A.6 Geometria 6: restricao de 75% e stents elip-

ticos (raio menor)
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(a) velocidade vertical
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(b) fungdo corrente
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(c) vorticidade
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Figura A.6: Resultados para a geometria 06 apds ajuste das condig¢oes de contorno.

A.7 Geometria 7: restricao de 25% e stents elip-

ticos (raio maior)

2.4e-01

.I I. I:uam

) velocidade vertical

b) fungao corrente

36 +01
m .
[ -3.9e+01
) vorticidade

Figura A.7: Resultados para a geometria 07.
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A.8 Geometria 8: restricao de 50% e stents elip-

ticos (raio maior)

50@01
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) velocidade vertical

b) fungao corrente

87 +01
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[88 +01

) vorticidade

Figura A.8: Resultados para a geometria 08.

A.9 Geometria 9: restricao de 75% e stents elip-

ticos (raio maior)

Hee---colllll

(a) velocidade vertical

e
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(b) fungao corrente
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. . [ -2.5e+02

(c) vorticidade

Figura A.9: Resultados para a geometria 09 apds ajuste das condigoes de contorno.
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A.10 Geometria 10: duas restricoes de 25%

stents circulares
velomdade vertical

b) fungdo corrente

4.3e+01

m [-40 +01

) vorticidade

Figura A.10: Resultados para a geometria 10.

A.11 Geometria 11: duas restricoes de 50%

stents circulares
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Figura A.11: Resultados para a geometria 11.
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A.12 Geometria 12: duas restricoes de 25%

stents elipticos (raio menor)
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) velocidade vertical
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Figura A.12: Resultados para a geometria 12.

A.13 Geometria 13: duas restricoes de 50%

stents elipticos (raio menor)

. . 9.0e-01
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) velocidade vertical

b) fungao corrente

77 +01
m |
[75 +01
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Figura A.13: Resultados para a geometria 13.

107



A.14 Geometria 14: duas restricoes de 25%

stents elipticos (raio maior)

33 -01
m [ 3.3e-01
) velocidade vertical
1.0e+00
m EUDe 00
b) fungdo corrente

4.4e+01

m[wml

) vorticidade

Figura A.14: Resultados para a geometria 14.

A.15 Geometria 15: duas restricoes de 50%

stents elipticos (raio maior)

. . 9.0e-01
l -9.0e-01

) velocidade vertical
]De 00
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Figura A.15: Resultados para a geometria 15.
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