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A pandemia causada pelo virus Sars-CoV-2, da doenca conhecida como COVID-19,
trouxe um desafio para paises de todos os continentes, afetando a qualidade de vida
das populacoes humanas em uma escala global. Desde o momento em que o virus foi
detectado pela primeira vez, surgiram questionamentos a respeito de quais seriam as
melhores maneiras de previnir a disseminacao do virus e, consequentemente, diminuir o
crescimento do nimero de infectados.

Assim, conforme o virus se espalhou ao ponto de a Organizacao Mundial da Saude
reconhecer que se estava diante de uma pandemia, medidas voltadas para o isolamento e
distanciamento social foram adotadas ou recomendadas pelos governos de diversas nagoes,
bem como, por exemplo, a ampla utilizacao de méscaras.

Focado na questao do distanciamento social, este trabalho pretende, através do uso
de técnicas de Dinamica de Fluidos Computacional, avaliar como se dd o movimento de
particulas contendo o virus. Através de simulagbes computacionais, é possivel responder
a diferentes questionamentos e entender como se comportam as variaveis relacionadas ao
movimento dessas particulas, o que é de suma importancia para se estabelecer medidas

eficazes de distanciamento.
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The pandemic caused by the Sars-Cov-2 virus, of the disease known as COVID-19,
brought a challenge to countries all over the world, harming the quality of life of human
populations in a global scale. Since the first detection of the virus, questions about the
best measures to prevent the virus spread were raised and, as a result, to reduce the
growing number of infected people.

So, as the virus spread to the point that the World Health Organization recognized
that the world was facing a pandemic scenario, measures related to social isolation and
social distancing were adopted or recommended by the governments of many nations, as
well as the wide using of face masks.

Focusing on the social distancing issue, the present work aims, through Computational
Fluid Dynamics, to evaluate the motion of droplets that could potentially contain the
virus. Through computational simulations, it’s possible to answer to different questions
and understand the behaviour of variables related to the motion of these particles, which

is of great importance to choose efficient measures regarding social distancing.

Keywords: Sars-CoV-2, COVID-19, Pandemic, CFD, Finite Element.
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1 Introducao

1.1 Apresentacao

A humanidade, em diferentes momentos de sua histéria, foi desafiada pelas mais vari-
adas doencas infecto-contagiosas, causadas por diferentes agentes patogénicos. A Peste
Bubonica, por exemplo, causada pela bactéria Yersinia pestis, trouxe um desafio em es-
cala continental para a Europa no século XIV. Para citar um outro exemplo, dessa vez
mais recente, no inicio do século XX, entre 1918 e 1920, paises de diversos continentes
tiveram de enfrentar a doenca conhecida como Gripe Espanhola, causada por um subtipo
do virus Influenza. A pandemia de Gripe Espanhola matou dezenas de milhoes de pessoas
ao redor do mundo e trouxe prejuizos sociais e economicos profundos.

Em dezembro de 2019, um paciente na cidade de Wuhan, na China, viria a apresentar
sintomas de uma doenca ainda desconhecida pelo mundo, que mais tarde seria identificada
pelo nome de COVID-19. A doenca, causada por um tipo de coronavirus, se espalharia
para diversos paises, o que levou a Organizacao Mundial da Satude a decretar a situacao
como uma pandemia em margo de 2020. Uma vez diante desse desafio, a comunidade
cientifica estudava e apresentava formas de conter o avanco do virus.

Uma das recomendacoes mais imediatas para conter o avanco do virus foi a adogao de
medidas de isolamento social e também de distanciamento social. O Sars-CoV-2, nome
dado ao virus, tem como um dos principais meios de transmissao goticulas expelidas pela
boca ou pelo nariz. Essas goticulas podem, por exemplo, ser expelidas por meio de tosse
ou espirro. Isso suscitou, portanto, a questao de qual seria a distancia adequada para
que o distanciamento social fosse realmente eficaz no combate a propagacao da doenca.

Assim, a Dinamica de Fluidos Computacional, aliada ao Método de Elementos Finitos,
¢ uma das ferramentas capazes de prover respostas sobre o movimento dessas goticulas
sob diferentes condicoes. E possivel avaliar parametros como a velocidade e a posicao das
goticulas ao longo do tempo. A formulagao de corrente-vorticidade, que sera usada nesse
trabalho, uma vez explorada pelo Método de Elementos Finitos, permite que se escreva
um cédigo (nesse trabalho, em Python) para avaliar o movimento de uma goticula nesse

contexto.

1.2 Estrutura do trabalho

O presente trabalho possui 7 capitulos. O Capitulo 2 apresenta um breve histérico
sobre pandemias que antecederam a pandemia de COVID-19, assim como traz relatos
sobre doencas causadas por diferentes tipos de coronavirus e as suas caracteristicas, in-
cluindo a COVID-19. Também hé a citagao sobre trabalhos na literatura cientifica que
estudaram o movimento de goticulas, incluindo no contexto da referida pandemia. O

Capitulo 3 apresenta a formulacao matematica que sera utilizada para basear a posterior



formulacao numérica do problema, sendo essa ultima a formulacao utilizada para intro-
duzir as condig¢oes de contorno adequadas e, posteriormente, obter resultados para avaliar
o movimento das goticulas no presente estudo.

O Capitulo 4 explica em detalhes como se dara a construcao do cédigo em Python que
serd utilizado para a obtengao da solucao numérica. O Capitulo 5 apresentara casos em
que houve a aplicacao do Método de Elementos Finitos baseado na mesma formulacao
matematica do presente estudo, porém em malhas e condi¢oes de contorno diferentes do
problema aqui abordado. Isso serd feito para que se tenha uma demonstragao inicial de
que, utilizando as rotinas aqui propostas em um problema de dinamica dos fluidos, a
solucao numérica pode se aproximar razoavelmente da solucao analitica.

O Capitulo 6 apresentara os resultados do trabalho para o presente problema de movi-
mento da goticula em diferentes cendarios propostos. Finalmente, o Capitulo 7 trara as
conclusoes do trabalho e, por fim, apds o ultimo capitulo, encontram-se as referéncias

bibliograficas que foram utilizadas ao longo do presente estudo.



2 Revisao Bibliografica

2.1 COVID-19

(WANG et al., 2020) afirma que, a partir de dezembro de 2019, comecaram a surgir, na
cidade de Wuhan, na provincia de Hubei (China), diversos casos de uma pneumonia cuja
razao era, até entao, desconhecida. Analises de amostras obtidas do trato respiratério de
pacientes indicaram que o agente causador dos casos de pneumonia era um novo tipo de
coronavirus, que ficou conhecido como novo coronavirus de 2019 (2019-nCoV).

O novo coronavirus de 2019, nomeado como 2019-nCov ou Sars-CoV-2, nao foi o
primeiro tipo de coronavirus a causar problemas para o ser humano. (WEISS, LEI-
BOWITZ, 2013) expoe que os coronavirus podem afetar tanto animais como humanos,
possivelmente causando doencas hepaticas, respiratérias, gastrointestinais e neurolégicas.
Os coronavirus sao divididos em quatro tipos: alfa-coronavirus, beta-coronavirus, gamma-
coronavirus e delta-coronavirus (YANG, LEIBOWITZ, 2015).

Ao fazer uma retrospectiva historica, vemos que, em novembro de 2002, na provincia de
Guangdong, na China, houve o primeiro caso de uma doenca que viria a se espalhar para
29 paises, causando mais de 8000 casos e centenas de mortes (CHERRY, KROGSTAD,
2004). A doenga viria a ser nomeada como Sindrome Respiratéria Aguda Grave, popular-
mente conhecida como SARS. Ela foi causada por um coronavirus do tipo beta-coronavirus
nomeado como Sars-CoV (ZAKI et. al, 2012).

(ZAKI et. al, 2012) relatou o isolamento de um beta-coronavirus em junho de 2012,
na Ardbia Saudita. Esse virus, assim como os outros coronavirus citados, também era
desconhecido e veio a causar a chamada Sindrome Respiratéria do Oriente Médio, popu-
larmente conhecida como MERS.

O virus Sars-CoV anteriormente citado era transmitido por goticulas e por contato,
sendo assim, o uso de mascaras cirurgicas ou do tipo N-95 diminuia drasticamente o risco
de infeccao (CHRISTIAN, 2004). (LEE, CHIEW et al., 2020) citou medidas utilizadas
no combate a SARS adotadas em diferentes paises, como isolamento de pacientes infecta-
dos, quarentena de pessoas que tiveram contato com pacientes infectados e, por ultimo,
medidas de contencao aplicadas a comunidade, como evitar reunioes piblicas e aumentar
o distanciamento social.

O Sars-CoV-2 (ou 2019-nCov), assim como o Sars-CoV, também é transmitido por
contato ou por meio de goticulas, expelidas, por exemplo, quando um paciente tosse ou
espirra. Assim sendo, medidas preventivas de isolamento e lockdown s@o altamente re-
comendéveis (REZAEI et al., 2020). E por isso, portanto, que estabelecer critérios para

o distanciamento social é tao importante.



2.2 Meétodo de Elementos Finitos

A histéria do Método de Elementos Finitos é a histéria pela busca de um método
que, em ultima analise, visava a resolucao de equagoes fisico-matematicas através da dis-
cretizagao de um determinado dominio em pequenas regides (como triangulos, quadrildteros
ou tetraedros, por exemplo). Naturalmente, conforme essas pequenas por¢oes do dominio
ficam cada vez menores, mais a solucao do problema, seja ele qual for, se aproxima da
solugdo analitica (MEEK, 1996).

Um dos grandes desafios ao resolver problemas fisico-matematicos, antes do século XX,
era lidar com equacoes diferenciais parciais. Um dos principais questionamentos era como
encontrar solugoes aproximadas para essas equacoes. Walter Ritz (1878-1909) foi quem
deu os primeiros passos na dire¢ao de prover uma resposta para esse problema, seguido
pelo matematico soviético Boris Galerkin. O trabalho de Galerkin foi motivado, prin-
cipalmente, pela andlise de construgoes mecanicas (REPIN, 2017). (GALERKIN, 1915)
apresentou ao mundo, pela primeira vez, a formulacao matematica do chamado Método
de Galerkin, utilizado, naquela ocasiao, para solucionar uma equacao bi-harmoénica. O
Método de Galerkin viria a ser utilizado amplamente apds a sua criacao.

Mais a frente, (COURANT, 1942) desenvolveu a ideia de usar aproximagoes lineares
em pequenas partes do dominio de um problema, atribuindo valores a pontos discretiza-
dos que eram, em esséncia, os nés de uma malha. O objetivo era resolver o problema de
torcao de Saint-Venant em uma caixa quadrada vazia, utilizando uma fungao ¢ cujo valor
era nulo no contorno externo e nao-nulo em qualquer ponto do contorno interno.

(ARGYRIS, 1954) teve um significado notério na histéria da mecanica estrutural, ex-
plorando os conceitos de flexibilidade e rigidez e colaborando para lancar as bases para o
uso de elementos finitos na resolu¢do de problemas de mecanica estrutural. (CLOUGH,
1989) relata como, pela primeira vez, a terminologia "Método de Elementos Finitos”
foi utilizada, em estudos sobre a dinamica de asas de aeronaves. O primeiro livro a
popularizar o Método de Elementos Finitos foi (ZIENKIEWICZ, 1965) e continha aprox-
imadamente 270 paginas, conforme contado por (MEEK, 1996).

Como se vé, em seu inicio, a maior parte do desenvolvimento do Método de Elemen-
tos Finitos era voltado para a resolucao de problemas de mecanica. No entanto, a sua
utilizacao é ampla, sendo utilizado, no presente trabalho, para resolver um problema de
escoamento de fluidos. A demora em se utilizar o Método de Elementos Finitos se deve a
oscilagoes espurias ocasionadas por um termo convectivo superior a um termo difusivo.

(CHRISTIE et al., 1976) desenvolve, entdo, a formulagdo Petrov-Galerkin, intro-
duzindo funcoes de base linear e quadratica assimétricas para estabilizar as oscilagoes
em um problema de dois pontos de contorno. Esse método se mostrou adequado para
resolver problemas unidimensionais; no entanto, para problemas de duas dimensoes ou

mais, a formulagao Petrov-Galerkin nao se mostrou satisfatoéria.



Mais tarde, (HUGHES et al., 1982) surge o método popularmente conhecido como
SPUG ou Streamline Upwind Petrov-Galerkin, com o preceito de usar funcoes de peso
adicionando perturbacoes na mesma direcao das linhas de corrente. No entanto, sua
aplicacao foi feita visando a escoamentos estaciondrios e, assim, sua aplicagao para escoa-
mentos nao-estacionarios nao era trivial.

(DONEA, 1984) apresentou a formulagao de Taylor-Galerkin, que também nao se re-
stringe a apenas uma dimensao. Para obter derivadas temporais acuradas (reduzir as
oscilagoes), esse método utiliza a expansao em Série de Taylor incluindo termos de alta
ordem, com diferenca adiantada. Posteriormente, essa discretizacao temporal é utilizada
juntamente a uma discretizacao espacial pelo Método de Galerkin.

No presente trabalho, a formulagao de Taylor-Galerkin serd utilizada devido a algumas
de suas vantagens. Primeiramente, ela serve satisfatoriamente para descrever escoamen-
tos em mais de uma dimensao, diferentemente da formulacao de Petrov-Galerkin. Além
disso, ela é de facil implementacao computacional, uma vez que as matrizes globais de
massa, rigidez e gradiente, conforme sera visto mais a frente, sao de facil construcao, uma

vez que sao matrizes simétricas.

2.3 Movimento de uma goticula

E possivel encontrar na literatura trabalhos sobre o movimento de goticulas utilizando
o Método de Elementos Finitos, especialmente sobre o movimento de goticulas sobre
superficies. A modelagem dinamica de uma goticula atende a diferentes areas, como tor-
res de resfriamento e impressao a jato de tinta (MAHROUS et al., 2020). (LUO et al.,
2017) investiga, por exemplo, o espalhamento de uma goticula sobre uma superficie rigida,
utilizando malhas de Método de Elementos Finitos nao estruturadas para descrever a ge-
ometria complexa de superficies sélidas.

Trabalhos que investigam o movimento de goticulas no contexto da pandemia de
COVID-19 sao encontrados com frequéncia na literatura cientifica desde o inicio da
referida pandemia. Como detalha (BAVI et al., 2020), o tempo de vida de goticulas
em ambientes fechados depende de fatores como o tamanho das goticulas e também da
temperatura do ambiente (embora o presente trabalho nao avalie a variabilidade desse
ultimo fator).

(CHENG et al., 2020) avalia o movimento de goticulas grandes em ambientes fecha-
dos, assim como o presente trabalho, destacando que a resisténcia do ar é o fator mais
importante a afetar o movimento de uma goticula - sendo o movimento do ar analisado
pelo Método de Elementos Finitos no atual estudo - e destacando que o movimento de
uma goticula tem alcance superior a 1,0m em situacoes de espirro em ambientes fechados
(situacao a ser investigada no presente trabalho).

Assim, é possivel encontrar diferentes trabalhos na literatura que buscam avaliar o



movimento de uma goticula - sendo que, aqueles voltados para o contexto da pandemia
de COVID-19, tendem a avaliar fatores como temperatura do ambiente, tipo de ambi-
ente (fechado ou ao ar livre) e diametro da goticula, dentre potencialmente outros, para

caracterizar o seu movimento.



3 Metodologia

3.1 Formulagao matematica
3.1.1 Principio da Conservacao de Massa

(VERSTEEG et al., 2007) introduz uma anélise diferencial para avaliar o Principio da
Conservacao de Massa, isto é, tomando como base um elemento infinitesimal do fluido. De
maneira béasica, a formulacao do Principio da Conservacao de Massa, para um elemento

do fluido, é dada como:

Taxa de incremento Taxa liquida
de massa em = de fluxo massico
um elemento do fluido em um elemento do fluido

A taxa de incremento de massa em um elemento do fluido é dada por:

0 0
E(p&véyéz) = a—f&tdy&z (1)
Para a taxa liquida de fluxo méssico em um elemento do fluido, precisamos saber
quanto de fluxo maéssico atravessa cada face do elemento do fluido. O fluxo massico
que atravessa cada face do elemento do fluido é dado pelo produto da densidade, area e
componente normal da velocidade relativo aquela face. Essa soma resulta em:
d(pu)  O(pv)  O(pw)

y = — 2
m o + ay + 5, 0xdydz (2)

Uma vez equacionados o lado esquerdo e o lado direito da equacao:

Op | Opu) | 9pv) | Opw)

=0 3
ot ox dy 0z ()
Ou, escrevendo a mesma equagao de outra forma:
ap -
LAV oV =0 4
5 TV P (4)

(CENGEL et al., 2006) estabelece o Principio da Conservacao de Massa (ou Equagao
de Continuidade) de um fluido através de uma equagao que é compativel com a apresen-

tada acima, porém em sua forma integral:

oz/ %dv+/ pV - fidA (5)
ve ot sc



3.1.2 Aceleragao de um elemento de fluido

Ao avaliarmos fisica e matematicamente as equagoes que regem o escoamento de um
fluido, é comum utilizarmos o conceito de elemento do fluido, isto €, é de praxe olhar para
um elemento infinitesimal do fluido. Vamos avaliar, entao, a aceleracao de um elemento
do fluido.

Conforme nos mostra (FOX et al., 2010), a translagdo de uma particula ou elemento
de fluido estd obviamente conectada com o campo de velocidades ‘7(1:, y, z,t). Logo, é ten-

tador imaginar que, para obter a aceleracao de uma particula fluida, basta simplesmente

. ov . ~ [ =
obtermos a derivada —. No entanto, isso nao esta correto, uma vez que V descreve o
campo de velocidades para o escoamento como um todo e nao para uma particula especi-
ficamente.
Mas entao, uma vez que se tenha o campo de velocidades V(x, Yy, z,t), como chegar a
aceleracao de uma particula fluida qualquer? Para tanto, consideremos uma particula flu-
ida, que se encontra nas coordenadas (x,y, z) no instante t. A velocidade dessa particula

serd dada por:

—

[‘_/’P]t = V('T’yVZ?t) (6)

Em t + dt, a particula foi deslocada para uma posicao x + dx, y + dy e z + dz, isto é:
VoJirar = V(x + da,y + dy, z + dz, t + dt) (7)

Logo, a variacao na velocidade da particula, aqui expressa por dV;,, é dada, pela regra
da cadeia, por:
L9V oV oV oV
dVv, = —d —d —d —dt 8
P R W R e T (®)

Logo, a aceleragao total de uma particula fluida é dada por:

g =W _Vdey OVdy, OVdy OV
Podt Oxodt Oy dt o Oz dt Ot

Uma vez que:
dx,

o = U (10)
dy,

P — 11
o (11)
dz,

i 12
il (12)

Teremos que:



3.1.3 Forgas sobre um elemento de fluido

Uma vez bem definida a aceleracao para um elemento de fluido, vamos definir as
forcas que atuam sobre um elemento de fluido. Ambas as defini¢bes sdo importantes para
a préxima sequencia, em que sera feito um balanco da quantidade de movimento.

As forgas que atuam sobre um elemento de fluido podem ser classificadas tanto como
forcas de campo como forgas de superficie, sendo as forcas de superficie tanto aquelas
forgas dito normais como as forgas tangenciais ou de cisalhamento (FOX et al., 2010).

Assim, seja um elemento infinitesimal de fluido de massa dm e volume dV = dxdydz.
Forgas de superficie na diregao x sdo correspondentes a tensdes também na diregao x (o
mesmo valerd para as componentes y e z). As tensoes para cada face do elemento sao

dadas conforme mostra a imagem abaixo:

Y
A
A T oy 2
00, dx Do,y dx
Oz — 7 o | > T —_
’ (9:" 2 eUTTTTOL 8 dJ 81" 2
Orye dy |, St S+ dTZ‘“ 4z
Tory — |——— —— ==fmmme e <
o lay 2 z 2
» T

Fig. 1: Tensoes em um elemento de fluido

Para obter a forca de superficie resultante na direcao x, chamada aqui de dFj ,, so-

mamos as contribuicoes das forcas nessa direcao. Isso nos dara:

d d
dF,, = (o—m + %—x) dydz — <am _ 00w —x> dydz+

or 2 or 2
O0Tys dy OTye dy
<Tym a—y?> dxdz (Tyx + gy 2 dxdz+ (14)
0T,y dz 0T,y dz
<TZ$ ~ 2, 7) dxdy — (Tw + 7, 7) dxdy



Simplificando:

do or, or.
Foo— TT yT zx
o ( Ox - oy N 0z

Sendo a gravidade a unica forca de campo atuante, temos que:

) dxdydz (15)

dFm:ch,m+dFs,m:(pgr+ i + Ty + ; )

ox Ay 0z

Repetindo o mesmo procedimento para dF, e dF:

B OTpy  Ooyy  OTyy
dF, = (pgy—i- o + By + P dzxdydz (17)
or, or, 0o
Fo— Tz yz zz 1
dF, <P9z+ O + Dy + ER )dxdydz (18)

3.1.4 Principio da Conservacao da Quantidade de Movimento

A Segunda Lei de Newton para um sistema, conforme nos mostra (FOX et al., 2010),

é dada por:
~ dP
F=_-_ 19
dt (19)
Logo, avaliando-se um elemento infinitesimal de massa dm, temos:

. dv
dF = dm— 20
" (20)

Inserindo a expressao para a aceleracao de um elemento do fluido em um campo de
velocidade \7, temos:
A | VA | V1 V4

U +V——

ox Jy ngLE

dﬁ:dmg — dm

D1 (21)

Assim, precisamos de uma formulacao para a forca infinitesimal dF' atuando sobre o

fluido. A forca resultante em cada direcao é dada por:

004 OTyp  OTyy
+

p 9 5 ) dxdydz (22)

or, do or
F o= zy vy 2y 9
dF, (pgy+ o T By + 5, )d:z:dydz (23)
or, or, do
dF, = . = - =) dzdyd 24
<pg+ax+ay+az)xyz (24)

Logo, substituindo essas equacoes na equacgao para quantidade de movimento do ele-

mento infinitesimal do fluido, teremos a equacao de quantidade de movimento para um
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elemento fluido de massa dm, em cada uma das componentes x, y e z:

" 000 n OTya n Oy _ (Ou + Ou + Ou + Ou (25)
Oy 00y  OTyy ov ov ov ov

PGy + o + By + 92 =p 3t+u8x+vﬁy+w8z (26)

+ 0Tz, n 0Ty 4 9022 _ 8_w + u@_w + va—w + w@_w (27)
P00 "oy T ez P\t Tar T ey Tz

(BIRD, 2002) nos d4 uma forma interessante de visualizar o célculo das tensoes no
elemento do fluido. Define-se o parametro m;; (fluxo de momento da direcéo j na direcao
i ou forga na dire¢ao j sobre uma area tnitaria perpendicular a dire¢ao i). Aqui, faremos
uma adequagao a convengao de sinais utilizada por (FOX et al., 2010), de modo a definir
Ti;j COMO:

Tij = —D0ij + Tij (28)

Na expressao acima, para o caso tridimensional, i e j variam como x, y e z e o fator
d;; vale 0 caso i = j e vale 1 caso ¢ # j. Agora, vamos nos ater as tensoes m;; para todo
i # j, correspondentes as chamadas tensoes cisalhantes; isto é, m;; = 7, 7,. € assim por
diante.

Em primeiro lugar, elas podem ser combinagoes lineares de todos os gradientes de
velocidade. Em segundo lugar, derivadas ou integrais em relacao ao tempo nao sao es-
peradas, a menos que o fluido seja tratado como viscoelastico. Em terceiro lugar, nao
se espera a presenca de forgas viscosas uma vez que o fluido esteja em estado de rotagao
pura. Essa ultima exigéncia leva a conclusao de que as tensoes cisalhantes sejam uma
combinacao linear simétrica de gradientes de velocidade.

Se o fluido ¢ isotrdpico, feitas as consideracoes acima, pode ser demonstrado que as

tensoes cisalhantes serao dadas por:

Oa O ou Ov Ow
= A J i BlZ=4+ 24+ 2"1§.. 2
& (aﬁi *aﬁj) " (aﬁaﬁ 8z)5” (#)

Observe que a; = u, ag = v e ag = w. Por sua vez, f; = x, By = y e B3 = z. Como

para as tensoes cisalhantes teremos sempre 7 # j, resulta que a segunda parcela da equagao
acima serd sempre nula para essas tensoes. (BIRD, 2002) explica, por simplicidade, como
o coeficiente A = —p, porém, para nos adequarmos a formulagao de (FOX et al., 2010),

utilizaremos A = p, de forma a obtermos:

ov  Ou
Tay = Tyz = [ <8_x + 8_y> (30)

(31)



(32)

o, ou
0z Oz

Tez = Tz — M <
Para i = j, estamos diante das chamadas tensoes normais, representadas por (FOX et

al., 2010) pela letra grega o. O fator B é dado por:

2
B=-intkK (33)

O fator K é chamado de viscosidade dilatacional e é frequentemente tomado como nulo
para gases (caso de nosso interesse). Sendo o multiplicador d;; ndo-nulo para as tensoes

normais, resulta que:

0 2 -
Moo = Oar = —p+ 2= — 2V -V (34)
ov 2 —
=0y = —p+2%——-pV-V 35
Tyy = Oy = —P+ 2415 = S (35)
ow 2 -
2z — Uzz — — 2 —-uV-V 36
Tee=0 Pt 2pgs = on (36)

Todas essas tensoes podem ser organizadas sob um tensor de tensoes, que aqui sera

representado como o:

Oz Toy Tzxz Oz Tyz Tex
0= |Tys Oyy Tyz| = | Ty Oyy Tay (37)
Tze Tzy Ozz Tez Tyz Ozz

Observe que, uma vez explicito o conceito de tensor de tensoes, com todas as tensoes
bem definidas, podemos olhar para as equagoes de quantidade de movimento para uma

massa infinitesimal dm de uma forma diferente, isto é:

ov o .
p§+V-o:p§+pV~VV (38)
Sendo:
9z
9= gy (39)
gz

E possivel ainda decompor o tensor de tensoes, isto é:

Tex Tyr Tax —p 0 0
0= |Tay Tyy Tey| + [0 —p O (40)
Trz Tyz Tzz O O —p
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O que nos permite reescrever a equacao 38 utilizando o simbolo 7 para a primeira

parcela da decomposicao mostrada acima:

v L
pg+V1—-Vp= pa +pV - VV (41)

Quando utilizada a relacao exposta na equacao 13, para p e u constantes, obtém-se a
famosa Equagao de Navier-Stokes, isto é:
DV

pj+ pV?V — Vp = P (42)

(CENGEL et al., 2006) nos dé4 uma visao detalhada sobre o processo de transformacao

da equacao 38 para a equacao 42. Escrevendo de forma mais detalhada o tensor de tensoes

o, temos:
0 (e ) (0 0uY]
Hou H oy Oz oz " ox —p 0 0
Y e ou?? CORCED | I 0 (43)
=M oy Oz M@y "\ oz dy N
ou 4 ow ow @ n (9_w 5 8_w 0 0 -p
9. ox) M\oz T oy Wor

Vamos substituir o tensor de tensoes, da forma como ele se encontra escrito acima, na

equacao 38, mas olhando apenas para a componente x do escoamento. Isso nos dara:

O 8= 0P o0y O (Q0 OuY 0 (Ow Guy
Por TP = Tar P9 g TR\ Tay ) THa: \ar T a2

Uma vez que a fungoes para as componentes de velocidade sejam continuas, a ordem

de diferenciagao nao faz diferenca, o que nos permite escrever, por exemplo:

0 (ow 0 (ow
M& (%) = M% (&) (45)

Rearranjando de forma inteligente os termos da equacao 44, temos:

@—f‘ u@—_@+ + 62 a@u 9 v @_i_ga_w_i_@ (46)
Por T Pr T Tar TP o Y oror Tozoy T2 Ton s 02

O que nos da:

O TR B NI TR TN T T 1
Por TP = “or P TR ar \br "oy T 8z ) T o2 T By? ' 922
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No entanto, observe que o termo entre parénteses vale zero para fluidos incompressiveis
(equagao da continuidade para fluidos com p constante). Ou seja, ficamos com:
ou ou

_ dp 2
pa+pu%——a—x+pgm+uv u (48)

O processo, para as componentes y e z, seriam andlogos, demonstrando, de maneira

clara, o processo por tras da transformacgao da equacao 38 na equagao 42.

3.1.5 Equacao de corrente-vorticidade

A Equacao de Navier-Stokes, apesar de sua importancia, tem solucées pouco triviais
para problemas de escoamento com duas ou mais dimensoes. Assim, é interessante buscar
uma formulagao alternativa para resolver problemas desse tipo.

Com isso em mente, vamos partir dessa identidade proposta por (BIRD, 2002):

— — —

[V-VV] = §V(\717) — [V x [V x V]] (49)
Usando essa identidade na equagao do movimento 42:

ov 1 oo o > ;
p (E +5VVV) = [V x [V x V]]) = pg + pV?V — Vp (50)

A vorticidade é representada por:

G=VxV (51)
Ou seja, temos:
v o 1 . .
P <E + §V(VV) — [V x (3]) = pg + uvzv - Vp (52)

Dividindo a equagao por p e denotando g por —V® (forca conservativa, em que @ é a

fungao de potencial gravitacional):

S )
O SVVT) [V x @] = V& + /97 ~ Ty (53)

Observe que podemos reescrever a equagao como:

ov - 1 1-- 5
o~V xd=-v (;p+§vv+<1>) + V2V (54)
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Chamando o termo entre parénteses por II:

LT .
Fre [V x &) = —VII +vV?V (55)

Fazendo o rotacional de ambos os lados da equacao:

v o\ -
VX(E—[VXL«J])—VX<—VH+I/VV> (56)
Observe que: B
oV 0w

Ao mesmo tempo em que temos a seguinte identidade vetorial:
VX (VX&) =-VxVxd=—@ - V)V+ (V- -V)I (58)
Para o lado direito, podemos fazer as seguintes defini¢oes:
V x (VII) =0 (59)

V x (vVV) = vV33 (60)

A equagao 59 deriva do fato de que o rotacional do gradiente de um campo escalar
duplamente diferenciavel qualquer resulta sempre no vetor nulo.

Observe que valem as relacoes de que V - V é nulo e de que V - & também ¢é nulo.
Com isso, utilizando as identidades vetoriais e expressoes mostradas, a equacao 60 pode
ser reescrita como:

o] -

E—F(V'V)w

Essa é a equagao do balango para a vorticidade [V x 17] Com as condicoes iniciais e

(@ V)V + V25 (61)

de contorno relevantes, ela pode ser utilizada para resolver problemas de escoamento e,
posteriormente, pode-se usar a equacao de Navier-Stokes para buscar a distribuicao da
pressao no mesmo escoamento.

Para escoamentos bidimensionais, caso de nosso interesse, sabe-se que (@ - V)V é
igual a zero, pois essa parcela equivale ao gradiente da velocidade V na direcao do vetor
de vorticidade & multiplicado pelo médulo de &. Logo, a equacao de transporte da
vorticidade se reduz a: 55

KTV VE =0V (62)
ot

Em escoamentos bidimensionais, considerando que as componentes u e v do campo de
velocidades nao serao necessariamente nulas, pode-se reformular a equagao de vorticidade

62 utilizando-se a funcao de corrente 1. A ideia é expressar as duas componentes do
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campo de velocidades como derivadas de . Como isso é possivel? Resgatemos a equacao
de continuidade, isto ¢, o Principio de Conservacao da Massa apresentado anteriormente,

para um escoamento incompressivel e bidimensional:

ou Ov

i 63
ox + dy (63)
Uma vez definida a componente u como:
o
= — 64
= (64)

Sé resta concluir que, a partir da Equacao de Continuidade:

K
ox

(65)

Agora, observemos que a equacao de vorticidade 51 nos fornece a seguinte expressao:

- ow v ou Ow ov  Ou
G=VxV=——-—|24+|m——-—5|y+|m=—% )% 66
(8y 82) <82 ax) Y (8x 8y> (66)
Uma vez que estamos tratando de um problema bidimensional, a componente w é nula,
ao mesmo tempo em que as derivadas em relacao a componente z também sao nulas. Isso

implica no fato de as componentes nas direcoes x e y da vorticidade & serem nulas, sendo

de nosso particular interesse a componente na diregao z, isto é:
W-Z=——— (67)

Com as defini¢oes apresentadas anteriormente relacionando fungao corrente as com-

ponentes de velocidade, temos a chamada Equacao de Poisson para a fungao corrente

o:
L P
Ou, de maneira simplificada:
W-7=-V* (69)

3.1.6 Formulacao adimensional

A equacao de balanco para a vorticidade é, muitas vezes, utilizada em sua forma
adimensional. Para compreender a sua escrita na forma adimensional, basta entender que
a Equacao de Navier-Stokes também pode ser escrita em sua forma adimensional. Para

tanto, vamos definir os seguintes parametros:
L

1 L B
t:Ut* V:zv* V =UV* p=p,U%" §=go9° v=r,*
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Relembrando a Equacao de Navier-Stokes:

. ov L
§+VV2V—%:E+V~VV (70)

Fazendo as substituigoes:

237 % 2 A1/ % . .
gog?k + v, UV — M - U_@L 1+ UV*VV* (71)
Pop* L ot

Sendo os parametros adimensionais Re e F'r (nimero de Reynolds e nimero de Froude,

respectivamente):

UL
Re = (72)

Vo

U
Fr=— (73)

VoL
Podemos fazer a seguinte reorganizacao da equacao 71:
| I avrE o

__ ¥ _~ \U* *\/*p* — * * 4
72 + R€2V V*V*p i + V*VV (74)

Partindo-se dessa forma adimensionalizada da Equacao de Navier-Stokes, pode-se
chegar a forma adimensionalizada da equacao de balanco para a vorticidade, através
dos mesmos passos ja apresentados que foram utilizados para a forma dimensional:

-

\VARTE (75)

3.1.7 Equacao de movimento para a goticula

Seja a 22 Lei de Newton:
> F=mi (76)
Para as forcas que agem sobre a goticula, podemos considerar que a for¢a de arrasto
e a forca peso sao absolutamente predominantes em em relacao as outras forcas, como a
parcela referente ao Efeito Magnus, ao Efeito Saffman e a Forca de Basset, conforme avali-

ado por (SHIROLKAR et al., 1996). Assim, pode-se organizar a equacao de movimento

para a goticula da seguinte forma:

—
— —

Fat_'_Fg :m—v

dt (77)

A forca PE é dada por:
Fy=—puVg (78)
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Com isso, resta entender o comportamento da forca de arrasto F;t sobre a goticula.
Primeiramente, parte-se do pressuposto que a forca de arrasto é proporcional a diferenca
de velocidade entre o campo de velocidades do escoamento e a propria velocidade da
goticula, isto é:

Fu=b(V 1) (79)

Com isso, é necessario compreender sobre como se chegar a uma formulacao para o
coeficiente b. Dali, partindo da hipdtese introduzida de que a goticula se comporta de
maneira aproximadamente esférica, temos, conforme demonstra (CENGEL et al., 2006),

que para esferas sob um numero de Reynolds inferior a 1, o coeficiente de arrasto é dado

por:
24
Com 2k (80
Sendo:
—v|D
Re, — % (81)

Utilizando a formulacao geral para a forga de arrasto, sabemos que, para a goticula:
1 = o2
FatzépCd|V—v| A (82)

Sabendo que a area projetada da esfera vale:

nD?
A=— 83
: ()
Substituindo todos os fatores na equacao para a forca de arrasto:
24 - D?
Fu=f— 2y gpl (84)
2p|V—-7|D 4
Fazendo as simplificagoes necessarias, temos:
Fpy=3mu|V—7|D (85)
Ou, em notacao vetorial:
Fo = 3mp(V = #)D (86)

Essa formulacao, no entanto, atende bem apenas situacoes de escoamento laminar,
para Re, baixos (inferiores a 1). No entanto, precisamos de uma formulagao mais geral
para a forca de arrasto sobre a esfera, para casos que envolvam Re, maiores. Conforme
abordado por (ASHGRIZ, 2011), a for¢a de arrasto, para uma formulagao mais geral,
pode ser escrita como:

Fy = 3nuf(V —0)D (87)
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Nessa equacao, f é o fator de arrasto ou o fator de arrasto relativo ao fator de arrasto

de Stokes:
CdRe,,

I==

Como se pode notar, f se aproxima de 1 conforme o escoamento se aproxima do

(83)

escoamento de Stokes. Existem diferentes correlacoes disponiveis na literatura para o
fator f como fungao de Re,. (SCHILLER et al., 1933) propos para Re, de até 800:

f=140,15Re>%" (89)
Para Re, mais elevados, (PUTNAM, 1961) propos:
f =1+ (Re*?)/6, para Re, < 1000 (90)

f =0,0183Re,, para 1000 < Re, < 3 x 10° (91)

Por tltimo, (CLIFT et al., 1970) apresentou a relagao:
f=1+0,15Re®%" +0,0175(1 + 4,25 * 10*Re, %)~ para Re, < 2 x 10° (92)

Observe que é possivel reescrever a equagao de movimento para a goticula introduzindo-

se um termo de resposta temporal 7,:

puwD?
v = 93
™= Tom (93)
O que nos dara a seguinte equagao de movimento para a goticula:
— ==V -=9d)+g 94
Considerando que g = —gy/, temos para as componentes x e y:
dv, f
dv f
d_ty = T—U(U vy) = g (96)

3.2 Formulacao numérica

O Método de Elementos Finitos sera a ferramenta utilizada para que seja analisado
o escoamento do ar em torno da boca no presente trabalho. Conforme abordado por

(LEWIS, 2004), o Método de Elementos Finitos segue os seguintes passos:
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Problema Formulagao

fisico matematica

v

Discretizacao por

Elementos Finitos

Discretizacao das

Discretizacao do

dominio equagoes
[
Geracao da Discretizacao Discretizacao
malha espacial temporal

Solugao

Acuracia e

convergéncia

Fig. 2: Sequéncia de etapas do MEF

O problema fisico é, como ja falado, o escoamento do ar em torno da boca, para
que se analise o movimento de uma goticula expelida em um caso de tosse ou espirro. A
formulacao matematica foi vista, nas se¢oes anteriores, através da construcao das equagoes
que regem o problema, como a equacao de continuidade, a equacao de Navier-Stokes e a
equacao de transporte de vorticidade. O presente capitulo se volta, entao, para as questoes
da discretizagao do dominio, da geracao da malha e da discretizagdo das equagoes (tanto
espacial como temporal).

O que seré visto, basicamente, é que o MEF trabalha com uma forma dita ”fraca” das
equacgoes que regem o problema. Para um problema bidimensional, como é o presente caso,
o uso do Teorema de Green nos permitira reduzir a ordem das derivadas de segunda ordem
presentes nas equagoes de governo. Uma vez discretizadas as variaveis de interesse, com o
uso de fungoes de forma, utilizaremos o Método de Galerkin, o qual pressupoe equivaléncia
entre essas fungoes. Também sera feita uma expansao em Série de Taylor da vorticidade, o
que é préprio do Método de Taylor-Galerkin, conforme apresentado por (DONEA, 1984).

Também serd visto, por ultimo, como se dara a discretizagcao da equacao de movimento

da goticula.
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3.2.1 Discretizagao do dominio e geracao da malha

A discretizacao do dominio do problema, no Método de Elementos Finitos, permite que
se use uma variedade de formas de elementos. No presente caso, foi escolhido um elemento
triangular; no entanto, poderia ter sido usado, por exemplo, um elemento quadratico ou,
para um problema em trés dimensoes, um tetraedro. Para cada tipo de elemento, esta
associada uma diferente funcao de forma, cujo significado serd melhor explorado a frente.
O ntumero de nés de cada elemento depende da geometria adotada para cada um, mas
nao exclusivamente depende desse fator, dependendo também do tipo de aproximacao
escolhida para as fungdes de forma (aproximagao linear, quadratica, cubica etc). Um

exemplo de malha bidimensional formada por elementos triangulares é mostrado abaixo:

Elemento

Contorno —* " ,

No

Fig. 3: Exemplo de malha formada por elementos triangulares

Para a geracao da malha, foi escolhido o software Gmsh, que é um gerador de malha em
até trés dimensoes de c6digo aberto (open source), com um mecanismo de CAD embutido

e um pos-processador. Um exemplo de uma malha criada no Gmsh é mostrada abaixo:

0.667 < >
0333

-1e-07 125 25 3175 5

Fig. 4: Exemplo de malha de elementos triangulares feita no Gmsh

O Gmsh permite que se escolha o tipo de elemento adotado (como no presente caso,
triangular) e uma de suas fung¢oes que mais proeminentemente serd utilizada nesse trabalho
é a escolha de um parametro de refinamento da malha, definido como element size factor,
que permite escolher uma malha com um maior nimero de elementos para valores de
element size factor mais baixos, isto é, uma malha com mais pontos a serem processados

posteriormente, mas que ird gerar resultados mais acurados.
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3.2.2 Elemento bidimensional triangular

No presente trabalho, foi utilizada uma malha com elementos bidimensionais triangu-
lares, sendo esse elemento a forma geométrica mais simples possivel de ser escolhida para

uma malha bidimensional. Seja a representacao de um elemento triangular dada por:

Yy
1 jl;k (@k, Yk)
T}
T; ,/j (x,5)
1
(xivyi)

Fig. 5: Elemento triangular

Tyy = a1+ o + 03y (97)

Essa funcao poderia representar, por exemplo, a temperatura de uma placa plana
(embora nao necessariamente o MEF seja, é claro, restrito a problemas térmicos). Esse
polinémio, linear em x ey, contém 3 coeficientes (ay, as e ag). Uma vez que um elemento

triangular contém 3 nds, os valores desses coeficientes sao dados por:

T, = aq + cx; + azy; (98)
T; = o + agwj + asy; (99)
Ty, = aq + Tk + asyy (100)

Resolvendo o sistema acima para os trés coeficientes, obtém-se:

1
o = o l(wiye — oxyy)Ti + (2 — way) Ty + (wys — 259:) T (101)
1
Qg = ﬂ[(yj - yk)Tz‘ + (yk - ?Jz)TJ + (?/z - yj)Tk] (102)
1
ag = ﬂ[(a:k — ;)T + (v, — x) T + (2 — x;) Tk (103)

Sendo A a area do elemento triangular, dada por:

1z vy
2A =det |1 z; y;| = (vay; — xj5:) + (Thys — Tiye) + (Ty0 — TrY;) (104)
1z,
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E possivel substituir os valores para a;, ay e oz nas equagoes mostradas para T,

reorganizando T, , da seguinte forma:

T;
T = N/T, + N;Tj + Ny Ty, = [N:N;N,] | T, (105)
Ty
Sendo: '
N. = —(q: . . 1
i 24 (az + bz + Czy) ( 06)
1
N; = ﬂ(aj +bjx + ¢jy) (107)
1
Naturalmente:
a; = TpY; — TjYe; bi = Yj — Yr; € = T — T (109)
aj = TpY; — TiYr; by = Yp — Yi; ¢ = Ty — Tp (110)
ar = T;Y; — LY bp = yi —yjic = x5 — x5 (111)
No ponto (z;, y;), a fungao N; vale:
1 2A
(Ni)i = ﬂ[(%‘yk — xy;) + (Y5 — )T + (T — 75)y] = oq =1 (112)

Similarmente, pode-se verificar que, para as coordenadas (x;,y;), N; = 1 e, para (zy,
yk), Ny = 1. Por outro lado, (1V;); vale zero, da mesma forma que (V;); vale zero. O
raciocinio ¢ andlogo para IN; e para Nj. De fato, verifica-se que, para qualquer vértice do
elemento triangular:

Ni+N; + N, =1 (113)

Vamos supor que quiséssemos obter o gradiente de 7T ,. As derivadas em relagao a x

e a y seriam, como s6 resta concluir:

oT B ON; ON; ON},

%_axTHL 8xTJ+8ka (114)
oT  ON; ON; ON},

— = T, LT T 11

O que nos fornece, organizando a equacao acima de forma matricial:
oT
1

a2l b by by
9| =54
dy

G C; Cg

(116)

T,
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3.2.3 Formulacao forte e formulacgao fraca

E muito importante, inicialmente, que seja feita uma distin¢ao entre a formulacao
forte e a formulagao fraca no contexto da utilizagao do Método de Elementos Finitos.
(GIACCHINTI, 2012) nos fornece um exemplo interessante, para um caso bidimensional,
com o objetivo de fazer essa distincao de maneira consistente.

Uma formulacao dita forte, para um caso bidimensional, é apresentada para o problema

de Dirichlet bidimensional como exemplo:

_VQU = f(xv y)7 em Qv

(117)
u =0, em 0f2.

Seja um espago V de fungoes, definido como V = [v: R? — R, v ¢é continua em €,
Jv  Ov i o -
9 e £y sao continuas por partes em €2 e v vale zero em 92]. Multiplicamos a equagao

Zz Y

original por uma fungao v qualquer do espaco de fungoes V e integramos no dominio €2

/Q—Vgu-vde/Qf(x,y)'UdV (118)

Vamos reescrever a equacao acima baseando-se na formula de Green, que se baseia no
Teorema do Divergente. O Teorema do Divergente parte do seguinte principio: se w é um

campo de vetores diferenciavel em (), teremos:

/V-zﬁdV:/ W - fids (119)
Q o0

O vetor 77 é normal a 0€). Para obter a férmula de Green, aplica-se o Teorema para
oh - oh

os campos de vetores d(x,y) = (g g O) e b(x,y) = (0, g- a—), sendo as funcoes g,h:
T Yy

R? — R. Considerando que o vetor unitdrio é 7 = (ny,ns), temos para a:

9?h g Oh Ooh
=+ —=— | dV = c— -nyd 120
/Q <g 0z T oz (91:) /ng or % (120)
Da mesma forma, para b:
0’h  0Og 8h) / oh
et | dV = - — - nads 121
/Q (g dy* Oy dy o’ oy " (121)

Somando as duas equagoes:

9h  9°h\  OgOh  Ogoh oh oh
Lo (5 5) v gy | ¥ = [0 (g o magy ) oo 22
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O que nos da, resumidamente:

/ (9V?h + Vg -Vh)dV :/ g-(i-Vh)ds (123)
Q o9
Uma vez que a funcdo g(x,y) obedeca a condi¢ao de Dirichlet homogénea, a integral

sobre 92 é nula. Isso nos dara:
— / gV?hdV = / Vg - VhdV (124)
Q Q

Se fizermos g = v e h = u, temos que os membros esquerdos da equacao acima e da

equacao 125 sao iguais. Logo, sé resta concluir:

/Qv-de:/QVv-VudV (125)

Essa equacao, juntamente com a condi¢ao de Dirichlet homogénea, formam a for-
mulacao fraca do problema bidimensional. Uma funcao que resolve o problema em sua
forma fraca também resolve o problema em sua forma forte e, da mesma forma, uma
solucao do problema na forma fraca, se suficientemente regular, também resolvera o prob-
lema em sua forma forte. Mais uma vez, no MEF, busca-se resolver o problema em sua

formulagao fraca.

3.2.4 Método de Galerkin

Para um problema de elementos finitos, uma vez que este esteja formulado em sua
forma fraca, tenha sido feita a integracao por partes e tenha sido usada a férmula de
Green para diminuir a ordem das derivadas, podemos discretizar as fungoes u e v para
buscar a solugao desejada. Para um problema unidimensional, discretizamos u(x) e v(x)

da seguinte forma:

u(z) = Z u;Nf () (126)

v(x) = ZUije(a:) (127)

O Método de Galerkin, conforme abordado por (ANJOS, 2007), pressupde que as
fungoes de forma Nf e N7 sejam iguais. Essas fungoes podem ser aproximagoes de difer-
entes ordens, embora, no presente trabalho, sejam utilizadas aproximagoes de ordem lin-
ear.

Como exemplo, para o problema de Dirichlet unidimensional, relembramos que ele é
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dado, em sua formulagao fraca, por:

du dv !
/%%dx—/o fudx (128)

Utilizando as formas discretizadas para u(x) e v(z):

np np
du; dNf () dv; AN (v
: dQ = N7 (z)d$2 12
/Q<¢1 dz  dz )(jl dz dm /Zf o e (129)

Reorganizando a expressao acima utilizando propriedades de somatério, temos:

np

/(izdu% (=) dUJNe )dQ /Zf v N (2)d9 + cc. (130)

=1 j=1

Observe que v; aparece em toda as parcelas, podendo ser retirado da equacao. Da

mesma forma, u; pode ser retirado da derivada, o que nos deixa:
np np np
dNf(z) dN5(
= d) = Nj(z)dS 131
/Q@Z o) 4 [P RVET IS
Utilizando propriedades de somatorio:

>y [

=1 j=1

dNe

u;dQ = Z/ £ NE(2)dQ + cc. (132)
Observe que essa equagao pode ser reapresentada na forma matricial:
[K][u] = [F] + cc. (133)

Os elementos da matriz [K] serao dados por:

dNf(z) dN§(x)
ki = ¢ 0 134
! /Q dx dx (134)

E os elementos da matriz [F] serdo dados por:

f; = / f - N (2)d (135)

Essas integrais podem ser resolvidas analiticamente ou por métodos numéricos. No
entanto, para a funcao de forma unidimensional, a resolucao das integrais é simples.
Observe que, para o caso bidimensional, a formulagao seria andloga (com Nf e N 7 sendo

iguais, porém dependentes agora de x e de y), o que nos renderia, para o problema de
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Dirichlet:

/iivm (z,y) - VN} (2, y)u;dS = /Zf N (x,y)dQ + cc. (136)

=1 j=1 7=1
Mais uma vez, aproveitando-se das propriedades do somatorio:

np np

ZZ/VNe:Uy VNexyu,dQ Z/f Nexydﬂ+cc. (137)

i=1 j=1

Com os elementos da matriz [K] sendo dados por:
ki = / VN{(z,y) - VN; (x,y)dQ (138)
E os elementos da matriz [F]| sendo dados por:
_ /Q f - NS (a,y)d2 (139)

3.2.5 Aplicacao sobre a Equacao de Poisson para fungao corrente ¢

Relembrando, sabemos que a equagao que relaciona a chamada funcao corrente e a
vorticidade é dada por:
G-7=w, =V (140)

Escrevendo o problema em sua forma fraca, temos, utilizando uma fungao peso w(z, y):

— / wwdQ) = / V2hwds (141)
Q Q

Observe que a equacao pode ser reescrita ao se utilizar o Teorema de Green, isto é:

—/wzwdQ:/ wV¢-ﬁdF—/V¢deQ (142)
Q o9 Q

Uma vez que sejam utilizadas condigdes de Dirichlet, temos que a funcao peso w(x,y)

precisa ser nula no contorno da malha, isto é:

/wzwdﬁzfvawdQ (143)
0 0

Introduzindo-se as aproximagoes discretas para ¥(x,y), w(x,y) e w,(x,y), temos:

y) = Z%‘Ni(%y) (144)
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wz(x,y) = ZWka(l’,y) (146)

Lembrando que o Método de Galerkin pressupoe que:
Ni(z,y) = Nj(z,y) = Ni(z,y) (147)

O que nos permite escrever, finalmente:

np np np np
Z Z/ VN;VN;h;dQ) = Z Z/ N; NpwidQ + ce. (148)
Q Q

=1 j=1 j=1 k=1

O que, matricialmente, pode ser visto como:
[K][¢] = [M][w.] + cc. (149)
O que implica, como ja se espera:

by = [ IV, )TNz (150)
Q

mi = [ Nfe.pN(eg)a0 (151)

3.2.6 Expansao da vorticidade em Série de Taylor para Taylor-Galerkin

Para discretizar a vorticidade com relagao a sua variagao ao longo do tempo, faze-
mos uso de uma expansao da vorticidade com a Série de Taylor, conforme mostrado por
(DONEA et. al, 1984):

n At Owy, n At? 0w, n A3 93w, n (152)
Wn, = Wp, —_ —
1 11 ot ol otz ' 31 o3

No entanto, truncamos os termos de terceira ordem, utilizando a aproximacgao até os

termos de segunda ordem, isto é:

Owy, n At? 0w,
ot 2 Ot?

Wl = Wy + At + O(At?) (153)

ow,, N At? 0%w,,
ot 2 0t?

Wnt1 A wy, + At (154)
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Com isso, podemos isolar o termo referente a derivada de segunda ordem, isto é:

=2 — — 155
ot ( INE ) ot At (155)
Tendo feito isso, relembremos a equagao de transporte da vorticidade:

0w =

a_C: LV VS =0V (156)

Conforme observado em uma segao anterior, sabemos que as componentes nas diregoes
X e y para a vorticidade & sdao nulas. Também sabemos que derivadas em relagao a
componente z sao nulas para o nosso problema bidimensional. Tendo isso em mente e
chamando mais uma vez a componente na direcao z por w,, podemos reapresentar a

equacao acima da seguinte forma:

+u +v =v +v (157)

Agora estamos diante de uma equacao que apresenta apenas parcelas escalares e nao
mais vetoriais. Isolando-se a derivada em relacao ao tempo na equacao acima, temos:
2 2
Ow, Ow, Ow, 0“w, 0°w,

o = “or Voy Vo TV op (158)

Uma vez que se derive a equagao acima em relacao ao tempo, temos:

9 (Ow.\ 9 [ Ow, 8wZ+V82wZ+V82wz (159)
at\at ) "o\ Yor Yoy " Vorr Vo

Observe que o termo a esquerda corresponde a derivada de segunda ordem de w,. Com

isso em mente, vamos pegar a expressao obtida na equacao (162) e substituir na equagao

acima:
Wittt —n Ow™ 2 0 Ow™ Ow™ 0w 0w
2 z z o z =2 | _ z z z z 160
( AP ) ot At m(“az "oy +V8$2+V8y2) (160)
Observe que podemos reorganizar a equagao acima como:
Wit — dw? N At 0 ow? oW N O*w” N D*w? (161)
= —— | —u — v v
At ot 2 Ot ox oy 0x? Oy?
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n

W’
Podemos substituir —= ¥ utilizando a equacao 159 mais uma vez, considerando até os

termos de primeira ordem:

n+1 n wn 82 82
At o [ w? B 5’w . 2w . O*w!
>\ Yar Vay TVar TV

Agora, considerando a derivada em relacao ao tempo da tultima parcela da equacao

acima, temos:

<w§“ — w?) _ u@w? U@w? e W ey J*w ”> N
At - B 2
ox Jy ox 0y? (163)

At (0 88@)2_ d O +V82 ow™ 9 Own
2 Yor ot 6y oy ox? Ot 82y ot

Assim, substituindo mais uma vez a relagao que temos disponivel para w?:

witt =W\ (oWl 8w?+ 2w Ly O*w N
At “\ "% Vo, Vo TVap

At[ 0 (0 dwr  owr w9
> e \ Y Yy Vo TV
0 oW ow" 02wn (92
VA (bl Bl 164
”ay(“ax gy Vo a > (164)
» O [ ow! 8w§+ Q*wt PR
022\ " ox Ua 8x2 0y?
2 n

9, o™  Ow Ly D2wn Ly
—u —v
0y? Ox y 8x2 0y?
Uma vez feito o truncamento de derivadas cuja ordem é superior a 2, podemos reduzir

significativamente o tamanho da equacao acima:

Wit — ow? oW QP PR
) = e e Y )t

2
At Ag ow? a;w v 0 ax@wz ow? (165)
7{%%(”% 3y>_vﬁ_y(u0$ 8y>]
Essa mesma equacao pode ser escrita da seguinte forma:
(w?“ —w?) +u8w’; +U8w? (92 n _I_V@ng_'_
At ox oy 89&2 0y? (166)

gg 8w+8w +§ﬁ &u_l_aw
2 "or \ " ox dy 2U0 ox dy
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At
Na equacao acima, as parcelas multiplicadas por - S0 as responsaveis por corrigir as

oscilagoes espurias caracteristicas desse tipo de equacao. Observe que, de outra maneira,

a equacao acima pode ser escrita como:

. At - .
W, + V- Vuw, =vVuw, + <V V(V - Vuw,) (167)
Sendo: —
wimt —w?
j— 2 Tz 1
W, A7 (168)

3.2.7 Aplicacao sobre a equacao de transporte da vorticidade

Uma vez feita a expansao em série de Taylor da vorticidade, com o consequente rear-
ranjo de toda a equacao de transporte da vorticidade ja demonstrado, podemos aplicar o
MEF sobre a mesma equagao.

O primeiro passo é escrevé-la sob a forma fraca, sendo w a fungao peso:
ww, +wV - Vw.dQ) = [ vwViw, + TV -V(V - Vw,)dQ (169)
Q Q

Vamos analisar essa equacao termo por termo, isto é, analisando cada parcela sob as

integrais:
ww,dQ+ [ wV - Vw,dQ = | vwVw,dQ+ TV V(V - w,)d (170)
Q Q Q Q

Primeiramente, podemos usar a férmula de Green para remover a derivada de segunda

ordem de uma das parcelas, isto é:
/ vwViw,dS) = / vwVw,dl' — / vVw,Vwd) (171)
Q o0 Q

Utilizando condigoes de Dirichlet, temos que a funcao w é forcosamente nula no con-

torno do dominio do problema. Com isso, teremos:
/ vwV3w,dQ = — / vVw,VwdS) (172)
Q Q
Agora, observe que faremos o mesmo sobre o termo de difusividade, isto é:

At A
/w_tv V(V - w.)d = ; V- V. ]uV - ndF——/ V- Ve,V - VwdQ (173)
oN
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Mais uma vez, utilizando condic¢oes de Dirichlet, a funcao w sera nula no contorno, o

que nos dara:

/w—AtV V(V - w.)dQ = — Azt V- VeV - Vwd? (174)
Q

Facamos a discretizacao de w, e de w:

np
= Wl (175)
=1

np
j=1
Lembrando que:
np
= Wil (177)
i=1
Lembrando mais uma vez que, do Método de Galerkin:
Ni(z,y) = Nj(z,y) (178)

Vamos agora olhar para cada parcela dessa equacao individualmente. Primeiramente:

np np
Q Qi i=1

O que pode ser reescrito como:
np np

/wwz ZZ/ijszdQ (180)

7j=1 =1

Olhando para a parcela imediatamente seguinte:

np np
[ 07 Vet = [ S w7 3w (181)
Q Q=1 i=1

Essa equagao pode ser reescrita como:

np  np

/wV Vw.dQ = Zzwz/v VN, N,w;dQ (182)
Q

Jj=1 =1
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A primeira parcela do lado direito ja foi reescrita com o uso da férmula de Green.

Usando a forma advinda da formula de Green:

np np
— / vVw, VwdQ = — / v wiVN; Y w;VN;dQ (183)
Q € =1 j=1

Essa equagao pode ser reescrita como:

np np

- / YW VuwdQd ==Y "> v / wiw;V N;V N;dS) (184)
Q Q

i=1 j=1

A 1ltima parcela da equacao pode ser reescrita como:

At [ . At [ o -
2t V]V - VwdQ = — = ST GVNIV S w, VN0 1
5 Q[V w, |V - Vwd 5 Q[V 2 w; VIN;|V 2. w;VN;d (185)

Arrumando novamente:

At [ - , LENAL [ .
- Q[V.VWZ]V-deQ:_ZZT/Q[V.inNi]V.ijdeQ (186)

=1 i=1

Juntando todos os termos em sua forma discretizada:

np np np np

ZZ/QWJ‘NJ‘%NMQJFZZM/QV-VN,-Njwde_

=1 i=1 =1 i=1

(187)

np np np  np

> > v /Q wiw VN;VN;dQ =) % /9[17 - Wi VN,V - w;VN;dQ + cc.

=1 =1 j=1 i=1

Todos os termos w; podem ser cancelados da equagao acima, uma vez que estao
multiplicando todas as parcelas. Essa equacao pode ser reapresentada em sua forma

matricial:

[M]
At

w2 = %[w”] = VI[G][w] = vIK][w?] = [Kea][w?] + ce. (188)

Ou, deixando em evidéncia um dos fatores:

[M]

At

] = (157 = WIi6 oI lt] = [Kellat] 4oe (159)

Observe que, nessa formulagao, o termo corresponde a matriz [K.g] é um termo ”arti-
ficial”, isto é, um termo que, nao fosse feita a expansao em série de Taylor da vorticidade
anteriormente, nao apareceria. Mais uma vez, essa matriz é chamada de matriz de di-

fusao artificial e promove corregoes para nimeros de Reynolds altos, evitando oscilagoes
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espurias. Observe que a matriz [M] é formada por:
mi = [ NNy, (190)
A matriz [K] é formada por:
by = [ VNN, (191)
Podemos fazer uma subdivisao da matriz [K]:
(K] = [Kaa] + [Kyy) (192)

O que se traduz em:

bij = ba iy + Ky =

Vamos definir também a matriz [K,,]. A definicdo das matrizes [K,,|, [Kyy] € [Kuy]

22340 (193)

ON; ON; it / ON; ON;
o Oy Oy

se mostrard 1til mais a frente. A matriz [K,,] é formada pelo elemento k;, ;;:

ON; ON; ON, ON;
kgyii = kygpii = 140 = L2140 194
v vt q Or Oy q Oy Ox (194)

A matriz [G] é formada por:
9= [ TN )N (a )i (195)
Q
Aqui, é interessante fazer uma observagao. A matriz [G] pode ser decomposta em:
[G] = [G:] + [Gy] (196)
Isso se da pela possibiidade de escrever g;; da seguinte forma:
9ij = Gajij T yij = / —— (2, y)d2 +/ ——Vj(z,y)dQ2 (197)
o Oz o 9y

Essa decomposigao terd utilidade clara mais a frente. A matriz [K.y|, por sua vez, é

formada por:

At ~ —
kest,ij = 7 /Q[V : sz($a y)]v ’ VN](QZ',y)dQ (198)
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3.2.8 Aplicagao para obtencao da velocidade do escoamento

Ja vimos, na formulacao da funcao corrente, que:

u—a_w
=5
_
v ox

(199)

(200)

Podemos, mais uma vez, utilizar o MEF para obter expressoes para as componentes

u e v da velocidade do escoamento. Primeiramente, para a componente u, escrevendo a

sua equagao correspondente na forma fraca:

/uwdQ:/wg—wdQ
Q o Oy

Mais uma vez, fazemos uma discretizacao do tipo:
np
i=1
np
w = E ’UJij
j=1

Y=Y ¢iN;
=1

Sendo:

M~ ON;
oy ;wl oy

O que resultara na equacao:

np np np ON. np
/ ZulNZZw]deQ = / Ziﬂl—lzw]deQ‘i‘CC
Qi1 j=1 Q-1 0y j=1

Como ja vimos de forma similar em secoes anteriores, temos:

np np np np

ON;
Z Z/QuiNiijde = Z Z /Q ¢iwja—ydeQ + cc.

i=1 j=1 i=1 j=1

(201)

(202)

(203)

(204)

(205)

(206)

(207)

Mais uma vez, cancelamos o fator w; proveniente da funcao peso, o que nos permite

escrever, na forma matricial:
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A construgao da matriz [M] é baseado no mesmo elemento m;; mostrado nas segoes
anteriores e o mesmo pode ser dito da matriz [G,]. Agora, repetindo o processo para a

componente v da velocidade do escoamento, temos a equacao escrita na forma fraca:

/vadQ: —/ng—wd(l (209)

i

Fazendo a discretizacao para v:
np
v="> uN; (210)
i=1

Substituindo essa discretizacao para v e as outras discretizacoes ja apresentadas, cheg-

amos a:

np np np ON. np
LY om Y wvan = [ S uE Y wNd e (211)

Q=1 j=1 Q1 i

Reorganizando:

np np np np ON.
33 [ udaNod == 33 vy N0 + ce (212)

i=1 j=179 i=1 j=1 X

Mais uma vez, cancelando o fator w; e representando na forma matricial, teremos:
[M][v] = —[Ga][¥] (213)

Sendo a formagao da matriz [M] baseada no mesmo elemento m;; apresentado nas

segoes anteriores e o mesmo pode ser dito da matriz [G.,].

3.2.9 Montagem das matrizes

Como se viu anteriormente, os problemas do MEF podem ser apresentados sob uma
forma matricial, o que é de muita valia para a implementacao de algoritmos que resolvam
os problemas pelo método. Assim, é preciso haver uma forma pratica de construir as
matrizes anteriormente mostradas ([K],[M] etc).

De fato, existe uma forma simples de construir essas matrizes. No presente caso, uti-
lizaremos fungoes de forma N; e N; aproximadas linearmente e a malha utilizada sera
formada por elementos triangulares. Isso garante que as matrizes [K], [M] e [G] sejam
formadas sempre por um algoritmo que se baseia em uma matriz 3 x 3 (especifica para
cada uma das matrizes previamente citadas).

Primeiramente, vamos resgatar alguns conceitos apresentados para o elemento bidi-

mensional triangular com aproximacao linear para as func¢oes de forma. Temos para a
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area A de cada elemento triangular que:

L oz oy
2A =det |1 z; y;| = (wy; — xju) + (@eys — Tiyw) + (L5900 — TrY;) (214)
L zp yk

Também temos as definigoes de que:

a; = TpYj — TiYe; bi = Yj — Yi & = Ty — (215)
a; = TpYi — TiYr;bj = Yp — Vi3 ¢j = T — Ty, (216)
k=LY — LY by = Yi —Yjice =T — 2 (217)

Para construir a matriz elementar k¢, precisaremos seguir alguns passos. Primeira-

mente, seja a matriz B dada por:

1
B=—
2A

b, b; b
7 ’“] (218)

C; Cj Cg

Considere também a matriz D, formada pelos coeficientes do laplaciano:

ke O
D= [0 ky] (219)

Assim, a matriz k¢ para um determinado elemento triangular serd dada por:
ke = / B"DBdQ = AB"DB = k,k + kyk (220)
Q
Sendo as matrizes kj e ky:

X [ 02 Dby biby ]
]{5;:_ b]bz bj2 bjbk (221)

bbby B2 |

1 C? CiCj  CiCk
ky=— e & cier (222)

lckei ke

Vejamos agora o caso da matriz [M]. Para construir essa matriz, utilizamos a matriz

e

m-:
2 1 1
N PP (223)
D
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As matrizes [G,] e [G,], que somadas originam a matriz [G], também sao montadas a

partir de matrizes g5 e gy para cada elemento. As matrizes g; e g; sdo dadas por:

b; b; by

9y = |b; bj by (224)
| 0i b by
ERE

9y=lci ¢ (225)
[Ci G Gk

Para construir a matriz de estabilizagao [K..|, podemos utilizar as matrizes kg, , k5 e
e ] e .
ky, com a matriz kg, :

bici bz Cj bz Ck

1
k‘;y = ﬂ bjcl- bjCj bjCk (226)
bkci bij bka
Sendo k¢, dada por:
e —At —7.e —1.€ —At —7.e —1.€
kS, = u;[ukm + vkg, ] + v7[uk$y + Uky] (227)

Ou, de forma ainda mais detalhada:

k:st = ﬁ? ﬂbjbz + Ubjcz- ﬂb? + EbjCj ﬂb]bk + Ubjck +
ﬂbkbz + @bkCi ﬂbkbj + Ebij ﬂb% + @bkck

(228)
ﬂcibz- + 5022 Ecibj + @CiCj ﬂCibk + @cz-ck

v At | _ B o B
A3 uc;b; +vcje;  uciby + ue; uc;by, + uc;by,

ﬂckbi + vege; Eckbj + @Cij ﬂckbk + @C%

Uma vez em posse dessas matrizes elementares, utilizamos o seguinte algoritmo para
a construgao das matriz [K], [M], [G.], [G,] € [Kest]:

01: for elem in range (0,NE):

e

02:  Construgao das matrizes elementares k¢, m®, ¢¢, k¢,

03:  for 45e in range (0,3):
042 iglobal = IEN[elem,z’local]

05: for jioeq in range (0,3):

06: Jgtobat = TEN[elem, jioca]

07: KligiopatsJgtovat] += k°[itocatsJiocat]
08: M i giobat;Jgiobat] += MClitocat;Jiocal]
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09: Gx [iglobal >jglobal] += gge; [ilocal >jlocal]

10: Gy ligiobalsJglobat] += g litocatsJiocal]
11: KestligiobatsJgiobal] += kg ltiocalsJiocal]
12: end for

13:  end for

14: end for

3.2.10 Discretizacao da equacao de movimento da goticula

Conforme foi visto anteriormente, as equacoes de movimento da goticula sao dadas,

para as componentes x e y do movimento, por:

dv,

% - T—Ji<u — ) (229)
d
% = Tiv(v —vy) —g (230)

Sendo assim, através do Método de Euler, pode-se discretizar essas equacoes utilizando

um passo de tempo At:

vn-l—l — " f 1
z z _ J () I 231
o Rl G (231)
Un+1 — f
Y Yy _ n+1 n
W Ly (232)

O que nos d&, para a iteracao n + 1:

I

v

n+l _ n
vm _Ur+

(u"tt — ) (233)

T

I

Ty

,Un—l—l — Un +

Y 4 (V" — ) — gAt (234)

Y
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4 Cédigo
A criacao do cédigo seguird as seguintes etapas:
1. Importacao da malha do Gmsh;
Criagao das matrizes globais;

Imposicao das condicoes de contorno;

Algoritmo de resolucao do problema;

BANEEE R

Exibicao dos resultados.

Essas etapas serao detalhadas a seguir.

4.1 Importagao da malha do Gmsh

Primeiramente, é preciso criar a malha no Gmsh, software utilizado no presente tra-
balho que ja foi apresentado no capitulo anterior. Antes de importar a malha em si, é
preciso importar a biblioteca meshio no Python. Os arquivos de malha do programa tem
extensao .msh, como se vé no cédigo abaixo, com a importacao de um arquivo hipotético
file.msh. Uma vez que a malha é importada, é possivel extrair informagoes a seu respeito,

como coordenadas de cada ponto e nimero de elementos.
import meshio

msh = meshio.read(’file.msh’)

X = msh.points[:,0]

Y = msh.points[:,1]

for cell in msh.cells:

if cell.type == "triangle":
IEN = cell.data
elif cell.type == "line":

IENBound = cell.data

cc np.unique (IENBound.reshape (IENBound.size))
len (IEN)

npoints = len(X)

ne

Veja que, no codigo acima, as variaveis X e Y armazenam as coordenadas x e y,
respectivamente, de cada ponto da malha. Os pontos que correspondem aos nés de con-
torno sao armazenados na variavel cc e o nimero de elementos da malha pode ser obtido
pelo tamanho da matriz IEN. O nimero de pontos da malha pode ser dado pelo tamanho

(numero de elementos) da varidavel X (nesse caso, também seria possivel utilizar a varidvel
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Y com o mesmo fim). A matriz de estabilizacdo [K.s| nao ¢ fixa, isto é, é uma matriz

que varia para cada iteragao do problema.

4.2 Criacao das matrizes globais

O algoritmo para criacao das matrizes globais também foi explorado no capitulo an-

terior, sendo escrito em Python da seguinte forma:

for e in range (O,ne):
#criagdo das matrizes elementares (kelem, kxzelem, kyelem
)
for ilocal in range (0,3):
iglobal = IEN[e,ilocall
for jlocal in range(0,3):
jglobal = IEN[e, jlocall

K[iglobal, jglobal] += kelem[ilocal, jlocal]
KX[iglobal, jglobal] += kxelem[ilocal, jlocall
KY[iglobal, jglobal] += kyelem[ilocal, jlocall
KXY[iglobal, jglobal] += kxyelem[ilocal, jlocall
M[iglobal, jglobal] += melem[ilocal, jlocal]
GX[iglobal, jglobal] += gxelem[ilocal, jlocall
GY[iglobal, jglobal] += gyelem[ilocal, jlocall]
Kest [iglobal, jglobal] += kestelem[ilocal, jlocall]

Observe que esta indicada, para cada iteracao e, a criagao das matrizes elementares
necessarias (para cada elemento da malha, haverd uma matriz elementar kg, ky, kg, etc
correspondente). A construgao dessas matrizes ja foi discutida no Capitulo 3.

Observe, no entanto, que a matriz [K.y|, diferente das matrizes K], [M], [Gx] e [Gy],
varia no tempo, isto é, conforme entramos na etapa de executar o algoritmo de resolugao
do problema, a matriz [K.y] serd diferente para cada iteragdo dessa etapa. Em outras
palavras, a matriz [K.yq| é construida da mesma maneira que as outras matrizes citadas,

porém, ela varia conforme avangamos no tempo.

e

Assim como para as outras, utilizamos uma matriz k¢,

menor para construir a matriz
global [K.4] seguindo os mesmos passos iterativos para chegar até essa matriz global.
No entanto, observe: a matriz [K.y] é formada por termos de velocidade média em cada

elemento que variam no tempo. Basta lembrar que a matriz elementar k¢, é formada por:

e At At
kS, = uT[ukgC +vkg, | + v7[uk$y + vk (235)

est —

Em outras palavras: as matrizes K|, [M], [Gx] e [Gy] s@o construidas antes de
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executarmos o algoritmo de resolu¢do do problema (quarta etapa), enquanto a matriz

[Kcs| é reconstruida para cada iteragao dessa etapa citada.

4.3 Imposicao das condicoes de contorno

A imposicao das condigoes de contorno é feita observando-se a variavel cc que armazena
os nés de contorno. Nesse problema, serao utilizadas condigoes de Dirichlet, isto é, serao
especificados valores determinados para os quais os nés de contorno devem assumir.

O Gmsh ordena os nés da malha por indices. No caso dos nds de contorno, essa
ordenacao tem uma relagao direta com a forma como se constréi a malha. Isso pode ser
observado, antes da criacao da malha, habilitando-se a visualizacao dos Node labels no
Gmsh.

Veja por exemplo o caso da malha abaixo:

Fig. 6: Malha do Gmsh

Para uma malha retangular como essa, digamos que os valores no contorno da ex-
tremidade superior fossem todos iguais. Da mesma forma, digamos que os valores no
contorno de todas as outras extremidades (esquerda, inferior e direita) também fossem
iguais, porém diferentes do contorno superior. Para criar uma variavel que armazene os
valores de contorno corretamente, seria preciso observar com atencao a ordenagao dos
noés de contorno (nés da extremidade da direita vém primeiro, seguidos pela extremidade

superior, esquerda e inferior, nesse exemplo mostrado).

4.4 Algoritmo de resolucao do problema

O algoritmo de resolucao do problema segue os seguintes passos:

—_

. Avaliagao do deslocamento da goticula

2. Célculo da condigao de contorno de vorticidade;

w

. Solucao da equacao de transporte da vorticidade;

4. Solugao da equacao para fungao corrente;
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5. Calculo do campo de velocidades;
6. Imposicao das condicoes de contorno da velocidade.
7. Solucao da equagao de movimento da goticula

Vamos detalhar cada etapa desse algoritmo, mostrando sua relacao com o que ja foi
apresentado no capitulo anterior. Deve-se destacar que este algoritmo se baseia no de-
sacoplamento das equacoes que descrevem o problema, o que permite que se introduza o
valor de uma variavel obtida em uma sub-etapa do algoritmo em uma sub-etapa seguinte

e assim consecutivamente.

4.4.1 Avaliacao do deslocamento da goticula

Para um instante de tempo t + At, teremos que a nova posicao da goticula sera dada
por:
2" = 2" oAt (236)

y" =y oy At (237)

Observe que vy e v, sdo as velocidades da goticula em uma iteragao n qualquer.

4.4.2 Calculo da condicao de contorno de vorticidade

Uma vez que, antes da inicializagdo desse algoritmo, ja foram impostas as condigoes
de contorno de velocidade, podemos determinar as condicoes de contorno de vorticidade
utilizando a equacao:

[M][w.] = [Ga][v] = [Gy][u] (238)

Observe que as condigoes de contorno para a vorticidade nao serao fixas no tempo, isto

é, para cada iteracao desse algoritmo, elas irao variar para cada intervalo dt escolhido.

4.4.3 Solucgao da equagao de transporte da vorticidade

Tendo em maos as condigoes de contorno para a vorticidade, pode-se entao calcular a

vorticidade para a proxima iteragao, através da ja apresentada equacao:

[M]

St = (B - ey - k) - ] v @)

z At z

As condicoes de contorno, como se vé, sao substituidas no lado direito da equacao. No
lado esquerdo da equacao, para cada né de contorno de posicao n na variavel ce, substitui-
se o elemento n x n da matriz [M]/At (apenas a do lado esquerdo) por 1 e preenche-se

os outros elementos da linha n com zeros.
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4.4.4 Solucao da equagao para fungao corrente

Diferente das condicoes de contorno para vorticidade, as condi¢oes de contorno de
corrente sao fixas no tempo. Portanto, pode-se calcular a fungao corrente para toda a

malha para a iteracao seguinte utilizando-se a ja apresentada equacao:
[K[¢] = [M][w.] + cc. (240)

Os valores de contorno para a funcgao corrente sao substituidos no lado direito da
equacao. No lado esquerdo da equacao, para cada né de contorno de posicao n na variavel
cc, substitui-se o elemento n x n da matriz [K] por 1 e preenche-se os outros elementos

da linha n com zeros.

4.4.5 Calculo do campo de velocidades

O campo de velocidades é calculado através das ja apresentadas equagoes:
[(M][u] = [G[¢] (241)
[M][v] = —[G.][¢] (242)

4.4.6 Imposicao das condigoes de contorno de velocidade

Uma vez calculadas as componentes [u] e [v] do campo de velocidades, substitui-se
mais uma vez as condigoes de contorno de velocidade nessas matrizes-vetor, sendo essas

condigoes, assim como as condi¢oes de contorno para fungao corrente, fixas no tempo.

4.4.7 Solucao da equagao de movimento da goticula

Uma vez calculadas as componentes [u] e [v] do campo de velocidades do ar, pode-

se obter as velocidades da goticula para a préxima iteragao através das ja apresentadas

equacoes:
At
ot =l + Jat (™t =) (243)
n+l _ n fAt n+1 n
v, = v, + T—v(v —vy,) — gAt (244)

Com isso, o loop do algoritmo segue para a préxima iteracao, com uma nova posi¢ao

da goticula sendo calculada e assim sucessivamente.
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5 Validacao do cédigo

Faremos uma validacao do cédigo construido com as instrucoes do capitulo anterior,
voltada para a parte de formulagao de corrente-vorticidade, comparando os resultados
obtidos através do cédigo com valores obtidos na literatura. Serao avaliados dois proble-
mas: o escoamento de Poiseuille e o escoamento conhecido como Lid-Driven Cavity Flow.

Para o escoamento de cavidade (Lid-Driven Cavity Flow), sera utilizada a abordagem
adimensional do problema, uma vez que o trabalho utilizado como base comparativa

também utiliza essa abordagem.

5.1 Escoamento de Poiseuille

O escoamento de Poiseuille entre duas placas planas sera o primeiro utilizado para
avaliagao do cddigo feito em Python para o modelo de corrente-vorticidade, cuja con-
strucao ja foi detalhada. Trata-se de um escoamento permanente entre duas placas planas
separadas por uma distancia fixa.

No escoamento de Poiseuille, ambas as placas estao em repouso, sendo o movimento

do fluido causado por um gradiente de pressao ? na dire¢ao x, paralela ao escoamento do
fluido. Assim, pela condicao de néo—escorregamgnto, temos que, tanto na placa superior
como na placa inferior, a velocidade do fluido é igual a zero (para ambas as componentes
do seu campo de velocidades), isto é, nessas superficies, u =0 e v = 0.

Na regiao de entrada, vamos tomar a componente u como v = 1 e a componente v
como v = 0. A extremidade direita é aberta, isto é, nela vale a condicao de contorno de
que:

Vi - i =0 (245)

Uma vez que o vetor normal na extremidade direita é 77 = (1,0), temos:

L (OY Oy
VYy-n=|—,—1]-(1,0)=0 246
veit= (5050 - 0o) (246)
De onde s6 nos resta concluir que, para a extremidade direita:
oY
— =0 247
e (247)

Relembrando que, das defini¢oes feitas anteriormente para funcao corrente, temos:

O

—a (248)

v =

S6 nos resta concluir que para a extremidade direita, v = 0. Para a fungao corrente
na extremidade esquerda, temos que hd um crescimento linear, sendo ¢ = 0 em (0,0) e

1 =1 em (0,1), ou seja, 1) = y para essa extremidade. Podemos visualizar as condigoes
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de contorno da seguinte forma:

ny u:D .
v=0"%"
w=1,
ot =Y V-7 =0
=0 -0
>

Fig. 7: Condicoes de contorno de Poiseuille

Para o escoamento de Poiseuille, conforme mostrado por (BRENNEN, 2016), temos
que a componente u do escoamento, para a regiao em que o escoamento ¢ completamente

desenvolvido, é dada por:
o 4Umaas

w= "y y) (249)

Sendo L a distancia fixa entre as placas e u,,,; a velocidade maxima do escoamento,
que é equivalente a ., = 1, bu, sendo u a velocidade média.

Assim, tomando-se o perfil de velocidade da componente u na regiao em que o es-
coamento é completamente desenvolvido, comparou-se o resultado obtido pelo codigo em
Python com o resultado tedrico. Foi utilizada uma malha com 3142 elementos e de FEle-

ment size factor equivalente a 0.05. Os resultados obtidos foram:

1.6

1.4 4
1.2 4
1.0 4
S 0.8 4
0.6 q
0.4 4

0.2 4

—@— Presente trab. (5s)
0.0 4 —@— Tedrico

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y

Fig. 8: Resultado obtido para o Escoamento de Poiseuille comparado a resultados da
literatura

Como se ve, ha rapida convergéncia para o resultado tedrico esperado e pode-se con-

siderar, assim, que o codigo obteve resultados adequados ao problema proposto.
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5.2 Lid-Driven Cavity Flow

O escoamento de cavidade forcado pelo movimento de uma tampa, frequentemente
tratado como Lid-Driven Cavity Flow, também sera usado para validar os resultados
numéricos obtidos pela modelagem de corrente-vorticidade ja exposta, cujos resultados
advem dos cédigos em Python construidos de maneira ja detalhada.

No Lid-Driven Cavity Flow, temos o escoamento em uma cavidade quadrada, com
ambas as componentes u e v nulas nas extremidades inferior, esquerda e direita. Por

outro lado, na tampa (extremidade superior da cavidade), temos u =1 e v = 0.

gi‘ u:[l) b=
w =10 u=>0
v=0 v=>0
=0 =0
=0
weo V=0
» U

Fig. 9: Condicoes de contorno do Lid-Driven Cavity Flow

Como base de comparagao foram tomados os resultados obtidos por (GHIA, 1982),
escolhendo-se avaliar os resultados para Re = 100. Foi utilizada uma malha construida
no Gmsh, com Element size factor de 0.03 e 2996 elementos.

(GHIA, 1982) apresentou resultados para a componente u da velocidade do escoamento,
para a coordenada x = 0.5, variando-se apenas a coordenada y. Comparando os resulta-

dos, tem-se:

1.0 1 —@— Ghia (1982)
—@— Presente trab. (1s)
0.8 1 —@— Presente trab. (10s)

0.6

0.2 1

0.0

—0.2 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y

Fig. 10: Resultado obtido para o Lid-Driven Cavity Flow comparado a resultados da
literatura (x=0.5)
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Também foi feita uma comparagao com os resultados obtidos para a componente v da
velocidade do escoamento, para a coordenada y = 0.5, variando-se apenas a coordenada

x. Comparando os resultados, tem-se:

0.2
—@— Ghia (1982)

—@— Presente trab. (1s)
—@— Presente trab. (10s)

0.1 A

0.0

—0.1 1

—0.2 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 11: Resultado obtido para o Lid-Driven Cavity Flow comparado a resultados da
literatura (y=0.5)

Tendo em vista o que foi obtido com o cédigo em Python, é possivel considerar que a

metodologia utilizada foi adequada para abordar esse problema.
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6 Resultados

Primeiramente, é importante frisar que foram tomadas as propriedades da dgua (para
a goticula) a uma temperatura de 36.5 °C (temperatura média do corpo humano), o que
estd dentro da faixa de temperatura citada por (GENEVA et al., 2019) e a uma pressao
de 1 bar:

o p, = 993.51kg/m?

O ar foi tratado como um fluido incompressivel. Foi utilizado o fator f de atrito da
correlacao de Putnam, uma vez que essa correlagao cobre os valores de Re, verificados na
execucao do cédigo. As propriedades do ar foram avaliadas a uma pressao de também 1

bar e uma temperatura de 20 °C:
o por = 1.14kg/m?
® jigy = 1.90-10%kg/m - s
o vy = 1.66-107°m?/s

Conforme exposto por (WHO, 2020), as goticulas respiratérias apresentam tamanho
superior a 5-10 microns (um) - didmetros inferiores a bum caracterizam os aerosséis. Uma
vez que o presente trabalho se concentra na transmissao via goticulas respiratorias, foram
considerados apenas diametros superiores a 5 - 107 m. (BOZIC et al., 2021) mostra
que a maior parte das goticulas expelidas pelo ser humano tém diametro entre 20 e 200
microns (um). Assim sendo, para as diferentes geometrias abordadas, a avaliacao serd

feita utilizando os seguintes diametros:
o Dy =90y,
e Dy = 1004, (média entre o didmetro maximo e minimo considerados)
o Dy =110u,,

A aceleracao da gravidade serd tomada como 9.81 m/s*>. A velocidade de partida da
goticula utilizada sera a velocidade de um espirro, por representar um caso critico para
medidas de distanciamento social. Naturalmente, nas malhas utilizadas, a velocidade de
partida do ar na regiao da boca também serad esta mesma velocidade. Conforme consid-
erado por (XIE, 2007), a velocidade de um espirro, chamada aqui de u,, serd considerada
tal que:

ue = 50m/s (250)

Serao utilizadas diferentes geometrias (diferentes malhas), uma vez que o deslocamento
de uam goticula a partir da boca de um ser humano pode se dar em situagoes muito
diferentes, o que permite uma variedade de geometrias a serem escolhidas, o que inclui o
proprio arranjo dos nés que foram o rosto ou boca humanos.

A primeira geometria, na primeira secao deste capitulo, utiliza apenas uma rosto
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humano em um canal fechado. A segunda geometria, na segunda secao, utiliza um canal
fechado, mas dessa vez contendo um corpo inteiro no seu contorno da esquerda, como sera
mostrado. A terceira e 1iltima geometria utiliza um canal fechado, mais uma vez com um

corpo no seu contorno esquerdo, porém dessa vez com um pé direito de 2,5m.

6.1 Canal fechado, apenas rosto

Essa malha busca criar uma geometria com uma cabega, com condigoes de contorno
semelhantes ao problema do escoamento de Poiseuille, isto é, com duas placas planas,
avaliando o deslocamento da goticula em condicoes ja citadas. A apresentacao da malha

com suas condigoes de contorno é mostrada abaixo:

Acima da boca: u=0,v=0,¥Y=4Y,
u=0,v=0,
¥Y=y

V¥.n=0
Abaixo da boca: .
u=0,v=0, 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
¥=0 ) x (m)

u=0,v=0,¥=0

Fig. 12: Condigoes de contorno - Geometria 1

A malha utilizada possui Element size factor igual a 0.1, com 355 pontos e 616 ele-

mentos.

6.1.1 Condigoes de contorno

As condigoes de contorno utilizadas, nos nés de contorno da malha, foram:
e Nos referentes a boca:

— u = u* (velocidade u, adimensionalizada)

—v=0
— Y =0até Y =1
e Extremidade esquerda (acima da boca):
—u=0
—v=0
-~ Y =1

Extremidade esquerda (abaixo da boca):
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—u=0
—v=0
— =0
e Extremidade superior:
—u=0
—v=0
— V=1
e Extremidade inferior:

-y =

Para essa geometria e condigoes de contorno, temos a seguinte configuracao de fungao
corrente:

0.2
E
>
0.0 +
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
X (m)

Fig. 13: Funcao corrente (ap6s 0.1s) - Geometria 1

Para a componente u da velocidade do escoamento:

y (m)

0.0 0.2

0.4 0.6 0.8 1.0

1.2 1.4
X (m)

Fig. 14: Componente u da velocidade (ap6s 0.1s) - Geometria 1

Para a componente v da velocidade do escoamento:
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0.2
E
> ¢
0.0 . . . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
x (m)

Fig. 15: Componente v da velocidade (apds 0.1s) - Geometria 1

E finalmente, para a vorticidade:

0.2 4

y (m)

iy

0-0 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
X (m)

1.4

Fig. 16: Vorticidade (ap6s 0.1s) - Geometria 1

6.1.2 Resultados obtidos [D=90e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca até o limite
permitido pela geometria da malha, isto é, até x =

= 1.bm ou y = 0. A trajetoria da
goticula é representada pela linha azul:

__ 0.2
£
>
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
x (m)

Fig. 17: Trajetoria da goticula - Geometria 1 - 90 microns

Dados do movimento da goticula:

e Coordenadas de partida (m): (0.053, 0.08201)
e Coordenadas finais (m): (1.4684s, 0.0)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.5006s
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6.1.3 Resultados obtidos [D=100e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca até o limite
permitido pela geometria da malha, isto é, até z = 1.bm ou y = 0. A trajetdria da
goticula é representada pela linha azul:

y (m)

0.0 0.2 0.4 0.6

0.8 1.0 .
X (m)

Fig. 18: Trajetoria da goticula - Geometria 1 - 100 microns
Dados do movimento da goticula:

e Coordenadas de partida (m): (0.053, 0.08201)
e Coordenadas finais (m): (1.377, 0.0)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.4618s
6.1.4 Resultados obtidos [D=110e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetéria da goticula, desde a partida da boca até o limite

permitido pela geometria da malha, isto é, até x = 1.bm ou y = 0. A trajetéria da
goticula é representada pela linha azul:

02
E
>
0.0 4 : : : : , : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
x (m)

Fig. 19: Trajetéria da goticula - Geometria 1 - 110 microns
Dados do movimento da goticula:

e Coordenadas de partida (m): (0.053, 0.08201)
e Coordenadas finais (m): (1.299, 0.0)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.3918s
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6.2 Canal fechado, corpo

Essa malha busca criar uma geometria com um corpo, com condigoes de contorno
também semelhantes ao problema do escoamento de Poiseuille, com a base e o topo

isolados.

u=0,v=0,¥Y=Y;

Acima da
Boca: u=u¥*,

boca: v=0, ¥=0 até
u=0,v=0, Yo
¥ =y, !

Abaixo da
boca:
u=0,v=0,
¥Y=0

V¥.n =0

Fig. 20: Condicoes de contorno - Geometria 2

A malha utilizada possui Element size factor igual a 0.05 e 3576 elementos, além de
1868 pontos.

6.2.1 Condigoes de contorno

As condigoes de contorno utilizadas, nos nés de contorno da malha, foram:
e Nos referentes a boca:

— u=u* (velocidade u, adimensionalizada)

—v=0
— Y =0atéy =1
e Extremidade esquerda (acima da boca):
—u=0
—v=0
— =1
Extremidade esquerda (abaixo da boca):
—u=0
—v=0
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— =0

e Extremidade superior:

—u=0
=
— V=1
e Extremidade inferior:
—u=0
—v=0
— =0

Para essa geometria e condigoes de contorno, temos a seguinte configuragao de funcao

corrente:

0.0 0.5 1.0 1.5
X (m)

Fig. 21: Funcao corrente (ap6s 0.1s) - Geometria 2

Para a componente u da velocidade do escoamento, temos:
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Fig. 22: Componente u da velocidade (ap6ds 0.1s) - Geometria 2

Para a componente v da velocidade do escoamento, temos:

1.75 A

1.50 A

1.25 A

= 1.00 4

0.75 4

0.50 A

0.25 4

0.00 T T
0.0 0.5 1.0 1.5

Fig. 23: Componente v da velocidade (ap6s 0.1s) - Geometria 2

Para a vorticidade, temos:
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0.0 0.5 1.0 1.5
X (m)

Fig. 24: Vorticidade (apés 0.1s) - Geometria 2

6.2.2 Resultados obtidos [D=90e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca apds um

intervalo tempo de 0.35 segundo. A trajetéria da goticula é representada pela linha azul:

0.0 0.5 1.0 1.5
X (m)

Fig. 25: Trajetoria da goticula - Geometria 2 - 90 microns

Dados do movimento da goticula:
e Coordenadas de partida (m): (0.07205, 1.6291)
e Coordenadas finais (m): (0.8052, 1.4072)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.35s
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6.2.3 Resultados obtidos [D=100e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca apds um

intervalo tempo de 0.35 segundo. A trajetéria da goticula é representada pela linha azul:

1.75 4
1.50 4
1.25 4

1.00 +

y (m)

0.75 A

0.50 A

0.25

0.00
0.0 0.5 1.0 1.5

X (m)
Fig. 26: Trajetéria da goticula - Geometria 2 - 100 microns

Dados do movimento da goticula:
e Coordenadas de partida (m): (0.07205, 1.6291)
e Coordenadas finais (m): (0.8235, 1.4107)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.35s

6.2.4 Resultados obtidos [D=110e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca apds um

intervalo tempo de 0.35 segundo. A trajetéria da goticula é representada pela linha azul:

1.75 4
1.50 4
1.25 4

1.00 ~

y (m)

0.75 A

0.50 A

0.25

0.00
0.0 0.5 1.0 1.5

X (m)

Fig. 27: Trajetoria da goticula - Geometria 2 - 110 microns
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Dados do movimento da goticula:
e Coordenadas de partida (m): (0.07205, 1.6291)
e Coordenadas finais (m): (0.85108, 1.4229)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.35s

6.3 Canal fechado, corpo, pé direito de 2,5m

Essa malha busca criar uma geometria com um corpo, com condigoes de contorno
absolutamente semelhantes as da subsecao anterior, porém em um ambiente com pé direito

de 2,5m, novamente com a base e o topo isolados.

Acima da
boca:
u=20,v=0,
Y=y,

. Boca: u=u*,
Abaixo da [ , v=0, ¥=0 até
boca: P=1,
u=0,v=0,
¥Y=0

V¥n=0

u=0,v=0,¥=0

Fig. 28: Condigoes de contorno - Geometria 3

A malha utilizada possui Element size factor igual a 0.09 e 1932 elementos, além de
1024 pontos.

6.3.1 Condigoes de contorno

As condigoes de contorno utilizadas, nos nés de contorno da malha, foram:
e Nos referentes a boca:

— u = u* (velocidade u, adimensionalizada)
—v=0
— ¥ =0até Y =1
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e Extremidade esquerda (acima da boca):

—u=0
—v=0
— Y =1
Extremidade esquerda (abaixo da boca):
—u=0
—v=0
— =0
e Extremidade superior:
—u=0
—v=0
Vv =1
e Extremidade inferior:
—u=0
—v=0
— =0

Para essa geometria e condigoes de contorno, temos a seguinte configuracao de fungao

corrente:

0.0 0.5 1.0 1.5
X (m)

Fig. 29: Funcao corrente (ap6s 0.1s) - Geometria 3

Para a componente u da velocidade do escoamento, temos:
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Fig. 30: Componente u da velocidade (apds 0.1s) - Geometria 3

Para a componente v da velocidade, temos:

2.5

2.0 -

0.5 A

0.0 T T

Fig. 31: Componente v da velocidade (ap6s 0.1s) - Geometria 3

Para a vorticidade, temos:
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y (m)

0.0 0.5 1.0
X (m)

1.5

Fig. 32: Vorticidade (ap6s 0.1s) - Geometria 3
6.3.2 Resultados obtidos [D=90e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca apds um

intervalo tempo de 0.35 segundo. A trajetéria da goticula é representada pela linha azul:

2.5
2.0

1.5 A1

y (m)

1.0

0.5

0.0 0.5 1.0
X (m)

1.5

Fig. 33: Trajetoria da goticula - Geometria 3 - 90 microns
Dados do movimento da goticula:

e Coordenadas de partida (m): (0.07205, 1.6291)
e Coordenadas finais (m): (1.10118, 1.31704)
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e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.35s

6.3.3 Resultados obtidos [D=100e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetéria da goticula, desde a partida da boca apds um

intervalo tempo de 0.35 segundo. A trajetéria da goticula é representada pela linha azul:

2.5
2.0

1.5 1

y (m)

1.0

0.5 1

0.0
0.0 0.5

1.0 1.5
x (m)

Fig. 34: Trajetoria da goticula - Geometria 3 - 100 microns
Dados do movimento da goticula:

e Coordenadas de partida (m): (0.07205, 1.6291)
e Coordenadas finais (m): (1.13305, 1.3155)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.35s
6.3.4 Resultados obtidos [D=110e-06(m)]

A figura abaixo mostra a trajetoria da goticula, desde a partida da boca apds um

intervalo tempo de 0.35 segundo. A trajetéria da goticula é representada pela linha azul:
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y (m)

0.0 0.5

X (m)

1.0 1.5

Fig. 35: Trajetéria da goticula - Geometria 3 - 110 microns
Dados do movimento da goticula:

e Coordenadas de partida (m): (0.07205, 1.6291)
e Coordenadas finais (m): (1.16866, 1.31243)

e Tempo entre coordenadas iniciais e finais: 0.35s
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7 Conclusao

A partir de equagoes elementares de Mecanica dos Fluidos, o presente trabalho buscou
modelar o movimento do ar expelido pela boca de um ser humano apds um espirro, para
que se verificasse como se da o movimento de uma goticula expelida no contexto da pan-
demia de COVID-19. Dessa forma, foi utilizado o Método de Elementos Finitos, aplicado
a Dinamica de Fluidos Computacional, sob o esquema do Método de Taylor-Galerkin, que
objetiva a eliminacao de oscilacoes espurias. Utilizou-se o Método de Euler como forma
de trabalhar o deslocamento da goticula de maneira iterativa.

O cédigo desenvolvido em Python foi avaliado para problemas bem conhecidos de
dindmica de fluidos (Poiseuille e Lid-Driven Cavity Flow), assim, comparou-se oS re-
sultados obtidos para esses problemas utilizando-se o cédigo do presente trabalho. Os
resultados obtidos, uma vez comparados a resultados da literatura, se mostraram satis-
fatorios.

Assim, foram construidas trés malhas com diferentes geometrias para observar como
se deu o movimento do ar em torno da boca e também o movimento da goticula ao ser por
ela expelida. Foram escolhidos trés diametros diferentes para as goticulas, com o intuito
de se verificar que o cédigo pode ser utilizado para diferentes tamanhos. Como resultado
comum as trés malhas, vale observar como a goticula cai para uma altura abaixo da altura
da regiao da cabeca em um intervalo inferior a 1 segundo.

Deve-se notar que, para a primeira geometria desenvolvida, as goticulas tiveram um
alcance maior em um intervalo de tempo menor, se compararmos com as outras duas
geometrias que incluem o corpo para além da cabeca. Também para a primeira geome-
tria, nota-se que o alcance das goticulas de diametro maior foi menor do que para as
goticulas de diametro menor. Para as tltimas duas geometrias, verifica-se que, para o
mesmo intervalo de tempo de 0,35 segundo, goticulas maiores possuem um alcance maior
para diametros maiores e um alcance menor para diametros menores.

Os resultados obtidos para a tltima geometria corroboram os resultados verificados
por (CHENG et al., 2020), em que foi investigado o movimento de goticulas para um
ambiente fechado (com goticulas de diferentes diametros), mostrando que, em um ambi-
ente fechado e com espirro, o alcance de uma goticula da ordem de diametro utilizada
no presente trabalho pode ser superior a 1,0m. A variabilidade da temperatura ambiente
pode ser estudada em trabalhos futuros como feito por (BAVI et al., 2020).

E preciso observar, no entanto, que simulacoes visando estudar o movimento de
goticulas expelidas por um ser humano, em diferentes situacoes, podem utilizar um nimero
arbitrario de goticulas, por assim dizer, eventualmente considerando até uma interagao
(choque) entre essas goticulas, com modelos mais sofisticados e com uso de computadores
com maior capacidade de processamento.

Pode-se ressaltar que o problema de deslocamento de goticulas do presente trabalho
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também utilizou um modelo que aproximou a goticula de uma esfera rigida. Um modelo
que considere a evaporagao das goticulas ou a troca de calor entre elas e o ar pode ser
utilizado em futuros trabalhos, o que afetarda diretamente o coeficiente de atrito entre a
goticula e o ar a cada iteracao, uma vez que a geometria da goticula podera se modificar
a cada iteracao do problema estudado.

Uma vez que o presente trabalho estd situado no contexto da pandemia de COVID-
19, é preciso lembrar que o conhecimento a respeito da transmissao do virus tem sofrido
mudanca de paradigmas desde o inicio da pandemia, tendo a OMS reconhecido, em 2020,
a importancia da transmissao por aerossois, por exemplo, o que nao foi considerado nesse
trabalho.

Por ultimo, vale destacar que, em um futuro trabalho, é possivel fazer uso de outros
esquemas que nao o Método de Taylor-Galerkin, que possui a desvantagem de apresentar
instabilidades para determinados valores dentro das variaveis utilizadas na montagem do
problema a nivel numérico. Em outras palavras, para cada geometria utilizada, foram
feitos ajustes nos valores de input para que o cdédigo apresentasse resultados estaveis, pos-
teriormente fazendo uma conversao dos valores obtidos através das relagoes adimensionais

conhecidas na montagem do problema.
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