Universidade Federal
do Rio de Janeiro

Escola Politécnica

VERIFICACAO DE CODIGO PARA SIMULACAO DE ESCOAMENTOS
UTILIZANDO A FORMULACAO FUNCAO CORRENTE-VORTICIDADE
COM O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Rodolfo Rafael Palacios Carrasco

Projeto de Graduagao apresentado ao Curso
de Engenharia Mecanica da Escola Politécnica,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessarios a obtencao do

titulo de Engenheiro.

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos

Rio de Janeiro

Julho de 2022



UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO

: I I i Departamento de Engenharia Mecanica s
Mecanica e
ok C?JF;PRE DEM/POLI/UFRJ Escola Politécnica

VERIFICACAO DE CODIGO PARA SIMULACAO DE ESCOAMENTOS
UTILIZANDO A FORMULACAO FUNCAO CORRENTE-VORTICIDADE
COM O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Rodolfo Rafael Palacios Carrasco

PROJETO FINAL SUBMETIDO AO CORPO DOCENTE DO DEPARTAMENTO
DE ENGENHARIA MECANICA DA ESCOLA POLITECNICA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE
DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE
ENGENHEIRO MECANICO.

Aprovada por:

Prof. Gustavo Rabello dos Anjos, Ph.D.

Prof. Fernando Augusto de Noronha Castro Pinto, Dr.-Ing

Prof. Atila Pantaledo Silva Freire, Ph.D.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
JULHO DE 2022



Palacios Carrasco, Rodolfo Rafael

VERIFICACAO DE CODIGO PARA SIMULACAO
DE ESCOAMENTOS UTILIZANDO A FORMULACAO
FUNCAO CORRENTE-VORTICIDADE COM O
METODO DE ELEMENTOS FINITOS/ Rodolfo Rafael
Palacios Carrasco. — Rio de Janeiro: UFRJ/Escola
Politécnica, 2022.

XTI}, [67] p: 11.] 29, 7cm.

Orientador: Gustavo Rabello dos Anjos

Projeto de Graduagao — UFRJ/ Escola Politécnica/
Curso de Engenharia Mecanica, 2022.

Referéncias Bibliograficas: p. [54]—[56]

1. Elementos Finitos. 2. Corrente-vorticidade.
3. CFD. 4. Multiprocessamento. [. dos Anjos,
Gustavo Rabello. II. Universidade Federal do Rio de
Janeiro, UFRJ, Curso de Engenharia Mecanica. III.
VERIFICACAO DE CODIGO PARA SIMULACAO DE
ESCOAMENTOS UTILIZANDO A FORMULACAO
FUNCAO CORRENTE-VORTICIDADE COM O
METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

il




v

A todas a pessoas que me aju-
daram na caminhada pela gra-
duacao. A meu pai e minha mae,

Lorenzo e Silvia



Agradecimentos

Agradego ao meu orientador Gustavo Rabello do Anjos por toda sua paciéncia de
tirar minhas dividas, por mais absurdas que sejam. Agradeco a minha mae Silvia

e a meu pai Lorenzo por todo o apoio durante toda minha graduacao.
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Modelos matematicos para mecanica de fluidos sao muito importares para ten-
tar prever seu comportamento. A sua aplicacao varia desde oleodutos até a area
aeroespacial. Existem diversas maneiras de simular um escoamento, podendo ser
empregado o método de diferengas finitas, volumes finitos e elementos finitos. Cada
formulacao apresenta sua particularidade, nao existindo particularmente o melhor
método. Sob essa 6tica decidimos verificar a validade dos resultados, obtidos pela
formulacao corrente-vorticidade usando o método de elementos finitos, em certa

faixa de nuimero de Reynolds.
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Mathematical models for fluid mechanics are very important to try to predict
their behavior. Its application ranges from pipelines to aerospace. There are several
ways to simulate a flow, using the finite difference, finite volume and finite element
method. Each formulation has its particularity, and there is no particular best
method. From this point of view, we decided to verify the validity of the results,
obtained by the current-votricity formulation using the finite element method, in a

certain range of Reynolds number.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas que envolvem a interacao entre um fluido e uma sélido elastico sao
conhecidos como aeroelasticidade ou Interacao Fluido-estrutura. Neste tipo de pro-
blema treés tipos de forcas interagem entre si, a forga aerodinamica ou hidrodinamica,
a elastica e a inercial.

Podemos fazer a intersecao dessas forcas e obter quatro campos de estudo

1. Aeroelasticidade estética (Aerodinamica - Forgas eldsticas)
2. Estabilidade dinamica (Aerodinamica - Forgas inerciais)
3. Vibragoes mecanicas (Forgas eldsticas - Forgas inerciais)

4. Aeroelasticidade dinamica (Aerodinamica - Forgas eldsticas - Forgas inerciais)

Nesse trabalho vamos desenvolver um c6digo usando a linguagem de programacao
Python, para simular o escoamento ao redor de um cilindro com fronteiras rigidas,
sem movimentacao da malha

Vamos utilizar uma formulacao bidimensional como base do projeto. Na si-
mulacao é importante saber a cinematica que vai ser utilizada par a formulagao.
Existem trés tipos, euleriana, lagrangiana e lagrangiana-euleriana arbitraria.

A euleriana ¢ utilizada principalmente para a mecanica do fluidos. Os pontos na
malha sdo fixos e o fluido escoa pela malha. O maior problema dessa formulacao é
de obter a interacao com fronteiras moveis ou elasticas e entre diferentes tipos de
fluidos.

A lagrangiana ¢ utilizada principalmente para a mecanica dos solidos. Nesta

formulacao os pontos da malha tem suas préprias caracteristicas.



A lagrangiana-euleriana arbitraria é muito 1til, pois combina as outras duas
formulagoes, para problemas que envolvem grandes distor¢oes nas fronteiras ou o
deslocamento das proprias.

Neste trabalho vamos fazer a formulacao baseada na cinematica euleriana.

1.1 Motivacao

Na engenharia existem diversos problemas ligados a interacao entre dois meios dis-
tintos, sejam eles sélido/sélido, fluido/sélido, e fluido/fluido. Entre os diversos pro-
blemas estao a troca de calor num leito fluidizado, a oscilagao induzida em uma
estrutura de perfuracao em alto mar e a oscilagao induzida na ponta da asa de
um aviao (flutter). Para podermos iniciar esse estudo devemos verificar se a for-
mulacao a ser usada tem validade para casos mais simples, se a afirmativa anterior
foi verdadeira prosseguiremos, em trabalhos posteriores, para uma formulacao mais

complexa.

1.2 Objetivo

O principal objetivo a ser alcangado é desenvolver o codigo verificar-lo, para pos-
teriormente apresentar alguns resultados condizentes com a literatura envolvendo

problemas estaticos.

1.3 Organizacao do trabalho

Em primeiro lugar vamos fazer uma revisao sobre o método de elementos finitos
seguido da formulacao especifica para o problema em questao. Mais a frente sera
feita uma apresentacao sobre o algoritmo de solucao com alguns cometarios sobre
a otimizacgao utilizando ferramentas existentes. Também serao apresentadas as va-
lidagoes numéricas para alguns problemas especificos. Em seguida vamos comparar

os resultados obtidos com outras simulagoes, obtidas na bibliografia especializada.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Método de elementos finitos

Um dos principais desafios de um engenheiro é como modelar em termos matematicos
os fenomenos da natureza. Para esse fim, é muito comum utilizar equagoes diferen-
ciais parciais. Em muitos casos nao existe uma solucao analitica generalizada, ela
existe apenas para alguns casos especificos, que podem ser utilizados para validar o
modelo numérico. Serve para verificar o erro associado para a solucao obtida.

Existem algumas maneiras para resolver as equagoes numericamente; elementos
finitos, volumes finitos e diferencas finitas. Dependendo do caso um método é mais
conveniente que o outro. Isso pode ser determinado pela natureza matematica do
problema relacionado a estabilidade, complexidade e tipo de equacao.

De acordo com Zienkiewicz et al. [3] desde os anos 1940, métodos intuitivos de
discretizacao, no estudo de mecanica dos sélidos, do meio continuo se dava através da
divisao do mesmo em pequenos elementos eldsticos. Usando o mesmo método Turner
et al [4] mostrou que a substitui¢ao direta pode ser feita de maneira mais eficiente,
fazendo que cada elemento se comporte de maneira mais simples, comparado ao
meio continuo.

A primeira citagdo do método de elementos finitos remonta a Clough et al. [5].
Desde os anos 1960 a analogia de dividir o problema em pequenas partes, respaldada
pela formalidade matemaética, de acordo com Zienkiewicz et al. [3], convergiam para
um procedimento generalizado para a solugao de meios continuos.

Mas apenas em 1976 foi possivel utilizar esse método para a dinamica do fluidos,



antes nao existia um problema em alcancar a estabilidade numérica. Isso se devia
ao termo convectivo das equacoes, resultado em oscilagoes espurias.

Mais tarde em 1984 Donea [6] propos o a discretizagao Taylor-Galerkin, seu
objetivo é melhorar a derivada temporal utilizando a expansao de Taylor, incluindo
os termos de segunda e terceira ordem, os quais sao obtidos a partir das equagoes
de governo. Esse serd o método escolhido no presente trabalho para melhorar a

estabilidade numérica.

2.2 Emissao de vortices

Quando um cilindro circular é colocado em um fluxo orientado em qualquer direcao
radial ao cilindro, ele experimentara uma forca de sustentagao variavel devido a
formagao de vortices assimétricos. Uma das principais caracteristicas é a capaci-
dade do sistema de sincronizar a frequéncia de desprendimento de vortices (fy),
relacionado com o fluidodinamica, com a frequéncia natural (fy), relacionado com
a natureza estrutural, do sistema. A nossa formualcao nao vai explorar o movi-
mento induzido pelos vortcies, apenas sera feita uma analise do escoamento através
de estruturas estaticas.

Para iniciar nossa pesquisa, precisamos investigar a relagao entre dois nimeros
adimensionais bem conhecidos na literatura, o nimero de Reynolds e o niimero de
Strouhal. Eles podem ser obtidos a partir do teorema de 7 de Vaschy-Buckingham

[7,8]. Podendo ser definidos da seguinte forma.

Re = Us-D (2.1)
v
f-D
— 2.2
Sr i (2.2)

Sendo D o comprimento caracteristico, v a viscosidade cinematica, U,, a veloci-
dade inicial do fluido e f a frequéncia de emissao dos vértices.

Segundo Fey et al. |2] a relagao entre o numero de Strouhal e o numero de Rey-
nolds pode ser aproximada por uma relacao linear, para algumas faixas de Reynolds,

se St é plotado em fungao de 1/v/ Re. Além disso, podemos escrever a equagao linear



da seguinte forma.

Sr = Sr* + a/VRe (2.3)

Sendo Sr* e « as constantes lineares que melhor se adaptam ao intervalo de

nimero de Reynolds de interesse.

Re Sr* ! 0Sr
47 < Re < 180 | 0.2684 —1.0356  0.001
180 < Re < 230 | 0.2437 —0.8607 0.0015
230 < Re < 240 | 0.4291 —0.36735 0.0015
240 < Re < 360 nao definido
360 < Re < 1300 | 0.2257 —0.4402 0.0015

Tabela 2.1: Coeficientes Sr* e m da equacao ara alguns intervalos de Reynolds,

com estimativa de erro 057, adaptado de Fey et al. [2]

A tabela foi obtida por dados experimentais com a relagao de L/D > 50.
Apesar de ser muito util para simulagoes de escoamentos sobre objetos estaticos, nao
podemos afirmar que essa relagao se mantera com o movimento do cilindro visto que
as condigoes de contorno do problema serao alteradas constantemente. No entanto,
podemos usar essas relacoes para validar o codigo, verificando se a simulacao condiz

com os dados experimentais obtidos.



Capitulo 3

Modelo matematico

3.1 Equacoes de governo

3.1.1 Premissas

Primeiro deduziremos as equacoes e depois vamos discretiza-las. Inicialmente con-
sideraremos no nosso modelo, que o meio é continuo em todo o dominio. A seguir

esta uma lista das premissas iniciais.
e Conservagao do momento linear
e Conservacao da massa

e Equacao da continuidade

3.1.2 Conservagao de massa

Para satisfazer a relacao entre a densidade e o fluxo de massa no volume de controle,

ela pode ser expressa pela seguinte equacao.

/v %dm =0 (3.1)

Usando um pouco de algebra para desenvolver a equacao chegamos a:

_— ‘/ = .



O fluxo de massa no volume de controle pode ser escrito como:

pvdS =0 (3.3)
7

Usando o teorema de Gauss na equagao (3.3)).

/ V. pvdA =0 (3.4)
1%

Assumindo que no volume de controle nao sera criada massa, podemos afirmar

que a variacao da densidade mais a variagao de massa precisa ser igual a zero.

/ @dv+/ V- pvdA — 0 (3.5)
1% at Vv

3.1.3 Forma integral da conservagao de momento linear

Comecamos com a segunda lei do movimento de Newton.

dP
> F= — (3.6)

P é o momento linear. Para um volume de controle, sendo suas fronteiras li-
mitadas por superficies de controle, a forma integral pode ser escrita da seguinte

maneira.

d

— [ pvdV + j{ v(pv -dS) =10 (3.7)

Para o somatorio de forgas nos contabilizamos as forgas de campo e de superficie.

/pngnLi{U-dS:O (3.8)
1% s
Substituindo os termos da equagao ({3.6)).

/V%(pv)var fgp(vv)dS) = /Vpgdv+ fga -dS (3.9)

Usando o teorema de Gauss nas integrais de area.

/%(pv)dV+/Vp(vv)dV:/png—l—/VadV (3.10)
v 14 v v



Reorganizando os termos das equagoes.

0
/ [a(pv) + Vp(vv) — Vo — pg|dV =0
v

Como dV # 0, podemos escrever que:

)
5(PY) T Vp(vv) = Vo —pg =0

Usando a regra do produto para as derivadas espacias e temporais.

ap ov B
% <E + V(pv)) +p (E + VVV) —Vo—pg=0

~
equagao da continuidade

Agrupando e reorganizando alguns elementos podemos obter:

ot

O tensor de tensoes o pode ser reescrito da seguinte maneira.

0
p(—V+VVV) = Vo + pg

oc=—-pl+71

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Sendo p o campo de pressoes, I a matriz identidade e 7 o tensor de cisalhamento.

resultando em:

T=pU [VV + (VVT)]

Aplicando o operador V a equagao ((3.16]).

VT = puViv

Usando as equagoes (3.17)) e (3.15)) e substituindo em ((3.14)).

0
p (6_: + VVV) = —Vp+ uV>v + pg

Usando a relagao u/p = v, sendo v a viscosidade cinemadtica.
ov

1
— +vVv=—"Vp+ouViv+g
ot p

Para a equagao (3.15)) assumiremos que o fluido é Newtoniano e incompressivel,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



3.1.4 Formulacao corrente-vorticidade

Neste trabalho usaremos a funcao corrente vorticidade: ela é muito ttil para casos
bidimensionais, visto que contorna o problema do acoplamento entre os campos de

pressao e velocidade. Inicialmente é necessério introduzir algumas definigoes.

Ovy  0Ovy
_ e _ 21
w oy or —“w=VXV (3.21)

Usando a equagao (3.20) em ([3.21) podemos obter a seguinte relagao.

0?w (92
=Gt g (3.22)
~V2V = gmega (3.23)

Sabendo que a seguinte identidade é verdadeira.

2

V-VV:V'V?—VXVXV (3.24)

Usando ([3.24) na equacgao (3.19).

2
?}Z V. VE—VXVXV———Vp+UV2V+g (3.25)

Aplicando o operador V a equacao .

=0 (3.26)
:—Vx( Vp)+V><(UV2 )V x(g)
8t( X V)=V X (vxVxv)=vV(Vxv) (3:27)

Usando a definigao (3.21)) na equagao (3.27)).

2w — VX (vxw)=vViw (3.28)
ot —_—



O termo destacado na equacao (j3.28)) pode ser expresso da seguinte maneira.

VX (vxw)=-v-Vw+wVv (3.29)

Usando-o na equagao [3.28]).

%w +v-Vw—wVv =0V (3.30)

Neste trabalho assumiremos que o fluido é incompressivel, sendo assim:

V.-v=0 (3.31)

%w +v-Vw =0V (3.32)

3.2 Formulacao do método de elementos finitos

3.2.1 Discretizacao do tempo

Neste trabalho usaremos a expansao da série de Taylor, tomando apenas os primeiros
termos da série. Usando a equagao ([3.32)) como ponto de partida, e expandido o
operador V.

Ow Ow Ow Pw  Pw

En + VJC% + Vya—y = U@ + ’Ua—y2 (3.33)

Isolando a derivada temporal.
Ow Ow ow  Pw  w

E = — Vg o Vya—y + U@ + U8—y2 (334)

Para a discretizacao do tempo utilizaremos o método de diferencas finitas regres-

sivas.

= OFw, g Atk
k n+1
k=0

Devido a restrigoes computacionais, somente serao usados os trés primeiro termos
da série. Poderiamos também selecionar apenas os dois primeiros termos, mas a

convergeéncia numérica ficaria comprometica para a faixa de numero de Reynolds

10



requerida para o problema. Com o terceiro termo o problema de ocilagoes eptrias e

minimizado.

Own i1 D*wpir (At)?

= Whal — At 3.36
O = T A T (3:36)
Usando a equagao ([3.34]) em ([3.36)).
w w At Own 41 Own 41 v 82wn+1 v 32wn+1
n — Wn+l — — Vg -V
H ox Y oy ox? 0y? (3.37)
(At)Z 8 awn awn+1 82Wn+1 82wn+1 '
+ = Ve —Vy + v +v
2 Ot ox dy 0x? oy?
No 1ltimo termo podemos mudar a ordem da derivada parcial.
a n a n 82 n 82 n
Wp = Wpy1 — At | —v, w+1—vyw+1+v w+1+v Wntl
ox dy 0x? 0y? (3.38)
(At)2 0 3wn+1 0 8wn+1 4 82 8wn+1 i 82 8wn+1 ‘
—Vy—— — Vy— v v
2 or Ot Yoy ot oxr? Ot dy? ot
Usando mais uma vez a equacao ((3.34)).
aWn—i—l 8Wn—‘,—l 82Wn—i—l 82Wn—&—l
Wt = oA <—vx ox Y oy U002 v Oy?
(At)Q 0 8wn+1 8wn+1 1 62wn+1 I 82wn+1
—Ve— | —Vz -V v v
2 ox ox Yoy Ox? oy?
0 awn-i—l 8Cun—‘,—l 82(A}n—f—l a2‘*‘)71—‘,-1
—vy=— | — Vg — 3.39
Yoy < Ve or vy Ay v 0x? v Oy? (3:39)
0? Own 41 Owni1 82wn+1 a2wn+1
+ e <—vz ar Y dy v Ox? v 0y?

0? <—v Own 41 v Own i1 + 82Wn+1+1 a2wn+1+1>]

+U0_y2 or Y By T o2 v 0y?

Os termos de terceira ordem contribuem pouco no erro final, ou seja para nosso

modelo essa parcela vai assumir o valor igual a zero.

o awn—i—l aWn—i—l a2Wn-‘,—1 82Wn—i—l
n = o1~ AL ( ar Yy oy U 002 v oy?
(At)? v 2 v Own i1 _y Own 1 _y g v Own 1 _y Own 1
2 “Ox oz Y Oy Yoy Y Ox Y oy
(3.40)
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Wnt1 — Wn Owni1 Own i1 0%w, 0w,
el ) 4y, -~ +
( At ) Ve oe Yy oy Vo2 Y 0y?

(At) o9 (L O O\ O [ Ownr  Ownn
“Ox * ox Y Oy Yoy * ox Y oy

+_
(3.41)

2

Usando uma notagao mais compacta.

n - Wn At
LUHTCU—FV'VW”—?V'V-(V-VW):UVZUJ (3.42)

3.2.2 Formulacao dos residuos ponderados

A formulacao a seguir consiste em integrar funcgoes de teste w; a fungao de governo,

para minimizar os residuos. Usando as equagoes (3.21)), (3.23| e (3.42)).

d}—i—v-Vw—vVQw—%v-V-(v-Vw):R1 (3.43)
V2. +w=R,y (3.44)
v — (0/0y, —0/0x) " = Rs (3.45)

Assumindo que o erro dessas equacgoes é R; multiplicado por uma func¢ao peso w;
no dominio w, queremos encontrar as fungdes w; que minimizam esse erro. Sendo

assim:

Q
Q
Q

Usando as equagoes (3.43)), (3.44) e (3.45)).

/[c’u—i—v-VoJ—vVQw—%v-V-(v-Vw) wid) =0 (3.49)
0
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/ (V9 + w) wad2 =0 (3.50)

[ v = @/0v.~0105) 6" widr = 0 (3.51)

Como a integral é um operador linear as equagoes (3.49), (3.50), (3.51) podem

ser expandidas.

A
/ w - wdQ + /(VVw) - w1dQ — / V2w - widQ) — 2t vV (vVw) - w1dQ =0
Q Q Q , 2 Q ,
termoEfusivo termo num;rrico difusivo

(3.52)
/v% - w2d9+/ w - wadQ) =0 (3.53)

Q Q

termo difusivo
/ v - wdQ — / [(0/0y, —0/0z) "] - wsdQ =0 (3.54)
Q Q

Nos termos destacados podemos aplicar o teorema de Gauss para reduzir a ordem

da derivada.

_/QUVQW.Wldﬂ:/Qv(Vw)(le)dQ—/v(Vw)W1-eidf (3.55)

r

—% vV(vVw) - wd§) = %/(VVw)VVWldQ - % /(VVw)VW1 e;dl’ (3.56)
Q Q r

/ V2 - wodf) = / Vipwsy - e;dl" — / ViV wods (3.57)
Q T Q

Para a condicao de contorno de Dirichlet, a funcao w; assume o valor zero,

equacoes (3.77)), (3.78) e (3.79).

—/UV2w-w1dQ:/v(Vw)(le)dQ (3.58)

Q Q

—% vV(vVw) - wd§) = % (vVw)vVwd§2 (3.59)
Q 0
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/ V2 - wodQ) = — / VipVwadS) (3.60)
Q Q

Usando as equagoes (13.58), (3.59) e (3.60).

A
/w - widS) 4+ /(VVw) - widS) 4+ / v(Vw)(Vwy)dQ + {/(VVw)VVWldQ =0
0 Q Q Q
(3.61)

Q Q

3.2.3 Discretizacao do espacgo

Usando algebra para expandir os termos nas equagoes (3.61)), (3.62)) e (3.54]).

. Ow Oow Owowy Owowy
- w1dS) »—wW1dS) —wqdS) dQ) dQ
/Qw W +/QV 0xw1 +/va8ywl +U/Q 0x0x +U/Q Jydy

At ow; Ow ow
+ 7 QVmE (Vm% + Vya—y) ds2

At ow, Ow Ow
+ 7/§;Vya—y <Vm% +Vya—y> dQ = 0

(3.63)

—/Q (?x%‘lz + 8(;2%";) d) + /QWWQdQ —0 (3.64)
/Q VoWs — /Q Z—ngda — 0 (3.65)

/Q v W3 + /Q g—fwgdazo (3.66)

Para cada intervalo no espacgo o valor das funcoes serd interpolado usando um

polinomio de grau 1.

w(z,t) ~ Zwi(t)Ni(x) (3.67)
Y(x,t) ~ Z Ui () N; () (3.68)
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vo(z,t) & Z Ve () Ni() (3.69)

ve(z,t) =~ Z Vi) (E)Ni(x) (3.70)

O mesmo vale para nossas fungoes peso.

wi(z,t) ~ Zw(l,j)(t)zvj(x) (3.71)

np

wolir, 1) & " wia (1N () (3.72)

ws(x,t) ~ ZW(g’j)(t)Nj(x) (3.73)

Os conjuntos das funcoes base podem ser definidos pela seguites relacoes.

W={weQ—-R: /deQ;w =wr} (3.74)
Q

P={ypcQ—R?: / V2 = Y} (3.75)
Q

V={veQ—-R*: / vidQ; v = vr} (3.76)
Q

Os epagos da fungao peso podem ser deifinidos pelas seguintes expressoes.

W, ={w; €Q—R*: /W%dQ < oo;wyr =0} (3.77)
0

Wy = {wy € Q = R*: /W%dQ < oo;wor =0} (3.78)
0

W3 ={ws; € Q—R?: /W%dQ < oo;wsr = 0} (3.79)
0
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Usando as expressoes acima nas equagoes (3.63)), (3.64)), [3.65] e (3.66)).

np np
/ > 3wy Ny
Qo j
np np
OuiN OuwiN
/Z = 1])Ncm+vy/2 = ZwledQ
>t 2""(“” > ety 2l Y
(52
At W(lj) j (%JZ- i 8&)2N1
L B L s ds)
* 2 /QV Oz (V ~ Ox * oy
LA ~ Ow; N Ow; N;
Vi v R )dO =0
/ ( or dy )

np
Z W
j =1
np np
Z W
=1 =1

1=

(3.80)

=t =t (3.81)

/ZVMNZW?,JNdQ /ZWZ ngdeQ_o (3.82)

np np np aw
/QZv(y7i)NiZW3JNdQ+/Z d ZngNdQ—O (3.83)
i=1 j=1

Simplificando um pouco.

np

N;
Zw(m{ wZ/NNdQJrZwZ[VZ, NdQ—l—vy aayNdQ
j=1

ON; N; ON; N,
+U/Q(8ZE%+ 8y 6y)dQ

At N; ( ON; 8Ni)dQ

2 )0 \mar Ty

At N; ON; ON;
= AP ) Z1) a0l b=
+2/va8y(vx8x +vyay) ]} 0

16

(3.84)



np np np
ON;ON; = ON;ON, B
ZW(Z]){ — v [_ /Q( Ox Ox + Oy Oy )dQ} - , i {/Q NideQ} }_ 0

j:l 1=

J=1

S S oL ON;
D Weg | D Ve | | NN )= v 5o Nid2 ) | =0 (3.86)

S S o ON;
D W6 [ D Ve . NiN;dQ )+ o i 55 Nid )| =0 (3.87)
i=1 i=1

J=1

Como W(1,5) #0, W(2,5) # 0 and W(3,5) # 0

np np np np
. ON; ON;
Z Zwi \/Q NZNJdQ + Z Zwi |:VI 5 %N]dﬂ + Vy 5 a—ydeQ
j=1 =1 j=1 =1
v/(aNi%—l—aNiﬂ)dQ
o\ Oxr Or Oy Oy (3.88)

At N; ON; N; ON;
* 2 QV (V ox 0x | YOw 8y)

At N; ON; N; ON;
- —t— - Ol=
+2/va(v By 0x +vyay ay)d} 0

e ON; ON; ~ ON; ON; 2 &
ZZwil—/g<8x 5% "oy oy )dQ}JrZ;wi[/QNideQ}_O (3.89)

j=1 i=1 j=1

np np np np 0NZ
DD Ve (/Q NideQ) =03 s ( ) 8—ydeQ) =0 (3.90)

Jj=1 =1 j=1 i=1

np np np np 8N

DD V) (/ NideQ)+Zzwi( a—’deQ>: 0 (3.91)
j=1 i=1 @ j=1 i=1 Q 0T

Usando a forma matricial para reescrever as equagoes ((3.88}I3.89) [3.90} [3.91))

Mw + vy - Gaw + vy - Gyw—l—v<Km —|—Kyy)w

At At
+ 7\/1 <Vme + vmey>w + 7vy (szym + vyKyy>w =0

(3.92)
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- (Km + Kyy) W+ Mw =0 (3.93)
My, — G, =0 (3.94)
My, + G, = 0 (3.95)

As matrizes globais M, G, G,, K., K, K;, e K,; podem ser construidas a

partir das matrizes de cada elemento sendo elas:

me = [ Nenpaor (3.96)
o = / 8 aajfjvedge (3.97)
5= a(;z Lo (3.98)
s %]Z ] an\; o (3.99)
= | a(;\; i a(;z S g0 (3.100)
b= a(;ze aé\nge (3.101)
= [ ‘95\; e a(f dor (3.102)

Para elaborar as matrizes globais, um mesmo operador pode ser utilizado, ja que

os elementos nao foram alterados. Na segao (4.3) existe uma explicagao de como o
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operador C atua nas matrizes locais.

M me

G, 9z

G, gy
K. |=C|k, (3.103)
Kyy kzy
KIZ/ k:?:y
Kyz k;r

3.2.4 Elementos de malha

Para continuar resolvendo nosso problema, devemos dar prosseguimento a discre-
tizagao do nosso espaco §2. Para isso podemos utilizar formas geométricas plana-
res. FElas podem ser estruturadas e nao-estruturadas. Sua escolha influencia na
estabilidade e precisao do modelo. Como nossa formulagao foge do forte acopla-
mento entre os campos de pressao e velocidade, ela satisfaz o critério de Ladyzhens-
kaya—Babuska—Brezzi (LBB) [9-11], sendo assim, a utilizagdo de uma malha nao-
estruturada é possivel. Em posse dessas informacoes, utilizaremos o elemento trian-

gular de primeira ordem para nosso dominio.
N(z,y) = [N;i N; Ni] (3.104)

Nz‘ = a; + bZI + Gy
Nj = CLj + ijE + ij (3105)
Ny, = a + bpx + cy

Podemos definir os coeficientes por:

a; = TiYe — TpYj; bi = Yj — Y; € = T — T
aj = TkYi — TiYks bj = Yp — Yis ¢ = Ty — Ty, (3.106)
A = TiY; — T5Yi5 b = yi — Yj3 € = Tj — T4

Partindo da equacao e usando a forma matricial das funcoes de forma obtemos.

m®= [ N{N5dQ° = / NN dQ* (3.107)
Qe e
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Considerando, a definicao de coordenadas independentes e de coordenadas tri-

angulares, Labedev [12], em fungao de coordenadas cartesianas obtemos.

/ NN d0° =

2
£ N e(l—e—n) .

1 1—e ( 5 T
2 o o T T
/0 /0 en 7 nl—e=n)| |, o

el—e—n) nl—ec—n) (1-c—n)? % Oy

dnde

(3.108)

Calculando o jacobiano da transposicao de coordenadas e resolvendo a integral

dupla para todos os termos da matriz.

de  On
de  On
dy Oy
1 1—¢ 1 3 4 1
2 9 3 € 1
/0/0 e“dnde /08( e)de (3 4>0 5
1 1—¢
1
2
dnde = —
/0/0 D
L

1 1—e 1 2 2 3 4
(1—¢) 1[/e* 2 ¢

87]d7]d5:/€ de = = — — = 4+ =

/o/o 0o 2 2\2 3 "4

/01/01_577(1—e—n)d77d5:/01 (1_68)3d5: (— (1 ;;)4) ;: i

1 1—e 9 1
1l—e— dnds = —
/D/O (1 —e—n)dnde =

2 11
e T eA
me = N'NdY¥=—11 2 1
Qc 12
1 1 2
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O mesmo raciocinio pode ser usado para as outras matrizes locais, vamos aqui

omitir o desenvolvimento.

e T

g5 = ONE yeagr = [ N onagr= L

qe Or 7 qe O 6

— N NEdQE = / aNTN dQ)° = !

gy N Qe ay J N e ay N 6

ON¢ ON¥ ONT ON 1
kS, = L dOf = — dQf = —
o e Ox O e Ox Or 4A
N¢ ON¢ N7 ON 1
_— ON; L dQ° = 0 a—alQe:—
qe Or O e Or Oy 4A
N¢ON¢ N7 ON 1
ky, = ON; L dQ° = 0 a—dQe:—
e Oy Oy e Oy Oy 4A

3.3 Matrizes globais

bic;
bj C;

bici

SA N

CiCi

CrCi

by,
b,
b

Ck

Ck

Ck

bib;
B2
b;bs

biCj
bjc;
bj Cp

CiCj

CiCk

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

Para fazer a montagem das matrizes globais precisamos colocar os valores das ma-

trizes locais triangulares no lugar. A matriz global e uma matriz n X n, sendo n o

numero total de nés do espacgo discretizado. No cédigo IEN é uma matriz nx3, com-

posta por todos os elementos triangulares, Em cada linha estao os identificadores de

cada né.

7T 8 9
10 11 12
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Sabendo que cada elemento da matriz local ag ;) — AEN(k,i,1EN[K,]) Sendo a a

matriz local e A a matriz global, podemos implementar isso no nosso cédigo.

3.4 Forcas aerodinamicas

Para calcular as forcas de arrasto e sustentacao utilizaremos as transformagoes de-
rivadas do momento (DMT) que deriva do inglés”derivative-moment transformati-
ons”. Assim como em Wu et al. [13], vamos utilizar trés expressoes para as forgas

tuando no corpo. Sao elas:

Fy = —ﬁ/ P x ViwdV (3.123)
k
Fp = / P x xaQP ds (3.124)
B=p . nHB) 12 .
Fr = —u/P X (nr % (V x w))dS (3.125)
T

Sendo V; o dominio com dimensoes n = 2, 3 ao redor de um corpo B com fronteira

delimitado por I'. Sendo k =n — 1.

F=Fy, +Fp+Fr (3.126)

A forca resultante sobre o corpo pode ser obtida somando as trés expressoes.
Expandido os componentes e utilizando a dimensao do problema, n = 2 e separando

as forgas nas diregoes das componentes x e y obtemos:

—u/ P x VZwdV; :/ (2; V2w - J — 4, V2w - 1)dV; (3.127)
Vi Vi
p/ P x <n(aB) X P)dszp/ i (1 — &5)i — x (g — 4)jds (3.128)
0B 0B
Ow 0w\ Ow 0w\ A
Fr = i =+ =— )i — 2| — + = )jdS 3.129
r M/Fy<a$+ay)z x(8$+0y)j (3.129)
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Expandido os componentes e utilizando a dimensao do problema, n = 2 e sepa-
rando as forcas nas dire¢oes das componentes i e j, sendo F, for¢a de sustentagao e

Fp a forgas de arrasto.

8_w8w

o+ a_y> ds  (3.130)

FL:_M/ yVdeVerp/ y(?)—éf)dSJru/y(
Vi oB r

Fp= ,u/ eV2wdVy — p/ x(j — &)dS — u/x(ﬁ—w + a—w)ds (3.131)
Vi oB r \dz Oy

De acordo com Wu et al. [13], as integrais em B e I" rapidamente tendem a zero
conforme a superficie V;, de integracao, aumenta, isso ¢ valido para numeros de

Reynolds superiores a 300. Sendo assim as expressoes se reduzem para:

F,=—u / yViwdVy (3.132)
Vs

Fp=pu / eV2wdV; (3.133)
Vi

Para comparar os valores obtidos na simulacao com aqueles na literatura é ne-
cessario obter os coeficientes, tanto de arrasto como de sustentacao. Como estamos
trabalhando em um caso bidimensional o coeficiente sera obtido em fun¢ao de uma
unidade de comprimento [, na direcao perpendicular ao problema e D, o diametro

do circulo.

Fp

2 oo ¢
Fr,
Cp =1 (3.135)
3PULD.

Utilizando a formulagao de elementos finitos desenvolvida anteriormente, pode-

mos afirmar que as integrais podem ser reescritas da seguinte forma.

Fr = —uy(K.. + K, )w” (3.136)

Fp = pr(K,, + Kyy)wT (3.137)
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Capitulo 4

Métodos Computacionais

Uma vez tendo feito a discretizagao das equagoes de governo, precisamos encontrar
um modo em que a maquina a ser utilizada possa fazer os calculos automaticamente.
Para isso vamos fazer uma programa utilizando a linguagem python, com alguns
modulos extras adcionais, para importar e simplificar os calculos.

Vamos justificar detalhadamente o uso de cada ferramenta, e caso seja de inte-
resse, os codigos podem ser consultados nos anexos (citar).

A primeira biblioteca a ser utilizada serd a API do Gmsh, Geuzaine [14] (versao
4.9.5), com python. A API é a maneira como um programa interage com outro
programa, sem a necessidade de traduzir todo o cédigo para a linguagem utilizada.
Com ela podemos automatizar o processo de criacao das malhas, nao sendo ne-
cessario recorer a interface grafica do programa para desenhar as geometrias. Além
de simplificar a etapa, ganhamos a facilidade de mudar rapidamente os parametros
da malha.

O médulo para computacao cientifica chamado Scipy possui diversas funcoes
especificas para computacao cientifica. Deste extrairemos a parte de matrizes es-
parsas, o método de resolucao para solucao de sistemas lineares, sendo inlcuso o
précondicionador. Falaremos dele mais a frente.

Outra bilbioteca é a que possibilita que possamos fazer calculos utilizando to-
dos os nucleos do processador disponiveis na maquina. O maédulo Multiprocessing
possibilita que o usuario tenha essa possibilidade.

O ultimo médulo importate é o médulo numpy. FEle otimiza o calculo de

operacoes com vetores, além de conter diversas ferramentes para analise de dados.
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Uma delas sendo a trasformada discreta de fourier.

4.1 Gmsh API

Com o API do Gmsh nao dependemos mais da parte grafica, podendo parametrizar
ela por completo. Isso é muito ultil, uma vez que o operador pode programar
diversos casos de geometris e integrar-los com o algrotimo de solugao, sendo apenas
necessario fazer uma verificagao simples para checar se os ressultados estao saindo
como esperado. Uma vez feito isso, podemos deixar as simulagdes e nos preocupar
com outras partes do problema.

A parte mais complexa nesse processo é a aprendizagem de como usar os ca-
mandos especificos para desenhar os objetos. Pode se dizer que a parte grafica é
muito mais intutiva, uma vez que nao envolve nenhum conhecimento prévio com
programacao. Sendo assim, se apenas uma unica geometria sera usada no problema
e a malha for de tamanho constante para todos casos, é mais conveniente utilizar
apenas a parte grafica. Em qualquer outro caso é mais conveniente usar a API com
o python.

Uma pequena explicacao de como foi feita a geometria para (caso especifico) esta

contida no anexo (citar).

4.2 Scipy

Essa biblioteca contém divesas funcoes para métodos matematicos, algumas ja estao
otimizadas com outro médulo do python, o Cython, é uma bilblioteca que faz possivel
utilizar a linguagem C, para otimizar o tempo de computo para diversas operagoes.

Deste mdédulo vamos utilizar a parte de matrizes esparsas. Elas sao conveninetes
para o tipo de sistema linear que vamos enfrentar. Como veremos mais a frente
na segao (citar), as matrizes para resolu¢do do problema contém muitos zeros, ou
seja a maior parte dos elementos contém uma informacao igual, sendo possivel assim
reduzir-la a apenas ao valores que sao sao nulos, caso fosse utilizada a matriz cheia, o
computador usado nao seria capaz de armazenar na memoéria RAM, impossibilitando
a resolucao rapida do problema. Nesse moédulo também estao contidas as operagoes

de algebra linear para trabalhar com esse tipo de matriz.
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4.3 Modbdulo para computacao paralela

Para que se possa utilizar mais de um processador com o python, precisamos im-
portar a bilbioteca multiprocessing. Com ela podemos organizar nosso programa de
maneira a executar tarefas em conjunto.

Umas das primeiras ideias para otimizar o programa seria a otimizacao da monta-
gem das matrizes globais. Como visto em e , a montagem das matrizes
globais somente necessita dos parametros iniciais da simulagao, porém a matriz de
estabilizacao demanda sua montagem a cada iteracao, pois depende da velocidade

obtidas nos pontos da malha.

3

Figura 4.1: Representacao fantasia de um elemento triangular da malha, com nu-

meragao local

10

415

380

Figura 4.2: Representacao fantasia de um elemento triangular da malha, com nu-

meracao global

Como dito anteriormente, temos um vetor chamado IEN, que armazena todas as
informacoes sobre como os pontos estao ligados globalmente. O vetor IEN possui

dimesoes,tal que a linha representa um elemento, para nosso caso ele ¢ tringular,
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portanto deve conter trés elementos na linha, logo a matriz tem dimesdes , (elementos

totais x 3). Usando a matriz massa local (3.116)) para exemplificar.

211

o4 1 21
m’ = —
12

11 2

Os elementos da matriz local representam como os pontos interagem um com
outro. Usando as figuras e para ilustrar como o processo de montagem.
O ponto 1 se transforma no ponto 380, o ponto 2 se transforma no ponto 415 e o
ponto 3 se transforma no ponto 10. O elemento da matriz local (m; ;) serd adicionado
ao elemento da matriz global (Mssg 3s0)-

Sendo assim, como explicado, para completar toda a matriz global seria ne-
cessario percorrer todo o vetor (IEN) e fazer as operagoes de soma. Para otimizar
esse processo foi decidido separar esse vetor pelo niimero de processadores disponiveis
e obter ”Matrizes globais”.

Devido a que o modulo de multiprocessing nao oferece uma maneira de trabalhar
com matrizes esparsas com endereco de memoria compartilhada, de maneira nativa,
foi decidido criar matrizes globais parciais, para cada processador. Isso encarece
um pouco o algoritmo visto que é necessario fazer outra operagao de soma apos
percorrer o vetor (IEN).

Nem sempre com a implementacao da computacao em paralelo podemos observar
a melhora no desempenho do cédigo, mas no nosso caso se observa uma melhora
consideravel.

Como podemos observar na figura[4.3] temos uma diminuigao do tempo de mon-
tagem das matrizes é da ordem de 2/n, para quatro processadores, sendo n o niimero
de processadores utilizados para a paralelizagao. Como as operagoes matematicas
para a montagem das matrizes, sao simples, poderiamos utilizar nicleos de GPU, ao
invés dos ntcleos do processador. Para este caso, seria necessario utilizar o endereco
de memoéria compartilhado.

Para mais informagoes sobre o codigo implementacao do codigo um exemplo

pode ser contemplado no Apéndice [C.2]
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Figura 4.3: Tempo de uso da CPU normalizado
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Capitulo 5

Validacoes

5.1 Escoamento Poiseuille

I

- Fl F4

I3

Figura 5.1: Especificacao dos contornos para o problema dos escoamento plano de

Poiseuille

O escoamento de Poiseuille é um dos primeiro casos que podem ser usados para
validar o c6digo numérico. Consiste no escoamento de um fluido confinado por uma
fronteira, cuja velocidade na interface é zero. Para o caso 2D consideramos esse
fluxo como escoamento de plano de Poiseuille.

Para o valor de Re = 1, esse escoamento tem solugao analitica conhecida, sendo

assim perfeito para verificar se o c6digo tem o comportamento esperado.

29



5.1.1 Condicoes de contorno

Vamos usar os contornos da figura ([5.1)) para impor as condigbes necessarias para

execucao do programa.

(z,y)
¢(xay) =1 ’ ($7y) g FQ (51)
(z,y)

Como estamos trabalhando com as equacoes de maneira dimensional, precisa-
mos também garantir que as dimensoes utilizadas sejam compativeis para que o
escomento tenha o Re = 1. Para isso o comprimento de I'y deve ser de 1m e a

velocidade Uynf = 1m/s, com a viscosidade cinemética sendo igual a 1m?/s.

5.1.2 Resultados

Figura 5.2: Detalhe da malha utilizada no escoamento plano de Poiseuille

Usando uma malha com 14.814 pontos e 29.026 elementos, pode ser vista na fi-

gura ((5.2)), obtivemos o grafico da figura (5.3|). Para o critério de parada foi utilizado
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o erro entre as velocidades das iteragoes N 4+ 1 e N sobre o valor em médulo de U,

representado pela equagao (5.2]), sendo [V] a velocidade para cada ponto.

Viw+y = Vi

<1070 (5.2)
Usol

0,2 | —— Trabalho atual
— Solucao analitica

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
Figura 5.3: Comparacao entre a solugao analitica do problema da cavidade, com
a solucao obtida pelo programa. O gréafico representa o valor da velocidade na
direcao paralela ao escoamento, ao longo do eixo y, que ¢é a direcao perpendicular

a0 escoamento.

5.2 Cavidade

Um problema classico da mecanica dos fluidos é o escoamento em uma cavidade.
Consiste, para o caso bidimensional, em uma caixa quadrada em que apenas uma
parede tem a velocidade determinada nao nula, sendo as outras, com velocidade

corresponde a de estagnacao.
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5.2.1 Condigoes de contorno

Para a formulacao de corrente vorticidade-vorticidade, utilizando os contornos da

figura [5.4] as condig¢oes de contorno precisam ser aplicadas segundo os critérios a
seguir.

I's

F4 FQ

I'y

Figura 5.4: Contornos para o problema da cavidade.

(

U,y) =Ux | x T3

Uz,y) = Usy | (z,y) € (I'1,T2,T4)

d(x,y) =11 (z,y) e Ty (5.3)
U(z,y) =01 (2,y) e (I, T2, 1)

\

Como a formulagao sendo dimensional precisamos definir que a velocidade U, =

Im/s e as dimendes da lateral do quadrado possui 1m.

5.2.2 Resultados

Para compararmos os resultados obtidos nessas simulagoes com o trabalho de Ghia

et al. [15] utilizaremos o parametro adimensional U* = U(z,y)/|Us|, isso se faz

necessario, pois a velocidade inicial U,, usada na simulacao difere da bibliografia.
Para valores até Re = 400 podemos evidenciar que os resultados obtidos estao

em consonancia com os observados por Ghia et al. [15], como constatado nas figu-
ras (5.5), (5.6), e (5.8). Para valores de Re = 1000 a simulagao apresenta
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Figura 5.5: Variagao da componente de velocidade na direcao horizontal. ao longo

do eixo z = 0,5, para Re = 100

I i = Ghia et al (1982)
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Figura 5.6: Variacao da componente da velocidade na direcao vertical ao longo do

eixo y = 0,5, para Re = 100
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Figura 5.7: Variacao da componente da velocidade na direcao horizontal. ao longo

do eixo z = 0,5, para Re = 400

0,3 a ", = Ghia et al (1982)
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Figura 5.8: Variacao da componente da velocidade na direcao vertical ao longo do

eixo y = 0,5, para Re = 400
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+ Nallasamy et al (1977)

L7« Ghia et al (1982) /
0,8 4 —— Trabalho atual

Figura 5.9: Variacao da componente da velocidade na dire¢cao horizontal. ao longo

do eixo z = 0,5, para Re = 1000
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Figura 5.10: Variacao da componente da velocidade na direcao vertical ao longo do

eixo y = 0,5, para Re = 1000
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certas limitagoes, sendo aconselhado diminuir o intervalo de tempo das interagoes e
diminuir também o tamanho do elemento. Isso resultaria num tempo muito grande
para realizar as simulacoes, sendo aconselhado algum outro método de estabilizagao

nimeros mais elevados de Reynolds.

5.3 Degrau (”backward-facing step”)

O problema do degrau é outro bem descrito na bibliografia e com varios resultados
experimentais conhecidos, sendo assim um 6timo problema para validar o cédigo. A

seguir apresentamos as condigoes de contorno para esse problema na Figura [5.11]

[y
= T2 -
Fl —_— b —
e T3 —
F4 -
=
T
I3

Figura 5.11: Contorno para o problema do degrau.

Definido o contorno podemos aplicar as condigoes iniciais para resolver o pro-

blema.
Ulx,y) =0 (z,y) e (I'2,T3)

Ulz,y) =Us | (z,y) e T4

bley) = fW)y | (2.y) e Ty

U(x,y) =1](z,y) ey (5.4)
(x,y) =01 (z,y) e I's

Vip(z,y) n=0] (z,y) eIy

Uy, =Ux2 + 0y

\

Compararemos nossos resultados com os obtidos experimentalmente por Armaly

et al. [16] usando o parametro z1/5, sendo S a altura do degrau e z; o ponto onde
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0 escoamento se reconecta com a parede.

9 _
e Trabalho Atual
— Aarmaly et al. (2002)
8 I
7 —
z
5 07
5 I
4 _
T T

150 200 250 300 350 400 450 500 550 60

T T
100
Reynolds

Figura 5.12: Comparagao entre os resulados obtidos pelo modélo e a bibliografia
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5.4 Cilindro estatico

As condigoes de contorno para um cilindro estdtico sao muito similares aquelas
utilizadas no escoamento em um duto. Para garantir que o nimero de Reynolds
seja aquele esperado no escoamento ao redor do corpo de interesse, imporemos, nas
paredes superior e inferior, a velocidade de entrada de fluido no canal.

Como falamos no capitulo 2| compararemos a frequéncia de descolamento dos
vortices pode ser relacionado com o nimero de Reynolds, segundo a equacao .

Para essa simulacdo obteremos o coeficiente de sustentagao (Cp) usando a
equacao . Como o coeficiente tem oscilagoes ao longo do tempo, utilizaremos
o valor eficaz (rms) segundo a equagao [5.5

1
CLTms _ \/E(Cle + CL12 4.+ Can) (55)

Sabendo que o C é diretamente influenciado pelo descolamento dos vortices,

usamos a trasnformada de fourier discreta para obter as frequéncias de ocilacao.

0,8 |
0,6 |
0,4

0,2

S 0

—0,2 |

—0,4 |

—0,6 |

—0,8 |

T T T T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Interacoes

Figura 5.13: Variagao do coeficiente de sustentagao, ', em funcao das interacoes
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5-1072

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Frequéncia(Hz)

Figura 5.14: Transformada rapida de fourier discreta intervalos de interacao At =

0,018s, para Re = 300

5.4.1 Malha

Para este caso foi utilizada uma malha com 19.197 pontos e 37.945 elementos tri-
angulares. Visando obter uma maior precisao para o coeficiente de sustentacao nos

locais préximos a fronteira do circulo foram refinados, com a area de integracao.

Figura 5.15: Malha no interior do dominio para o caso do escoamente ao redor do

cilindro
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Figura 5.18: Comparagao do coeficiente de sustentacao C';, com a bibliografia

do desprendimento laminar para o turbulento, o que poderia explicar o afastamento
dos resultados do ajuste da curva descrito pela bibliografia, o modelo de calculo de
coeficiente de sustentacao nao inclui as parcelas de integragao de linha no contorno

da regiao arbitrada. Porém, os resultados estao préximos do trabalho de Norberg

C. [18).

5.5 Elipse estatica

Na simulagao com o circulo observamos que as ocilagdes no coeficiente de arrasto
sao consideraveis. Para verificar se com a subtituicao desse circulo por uma elipse
diminuimos a variacao do coeficiente, fizemos uma bateria de simulagoes com o Re
variando de 240 a 340, também variado a geometria da elipse.

A geometria de interesse pode ser definida pela seguinte equacao matématica.

£ () -

Para vermos como o comportamento muda, conforme alteramos a relacao de
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1.5 ¢

—1.5

A

Figura 5.19: Parametros da equacao (5.6), a =2, b = 1.

a/b. Como estamos utilizando a fomula¢ao dimensional, tanto a como b, estdo em
metros. Na figura podemos ver como a malha de elementos esta distribuida.
Fizemos um refinamento préximo da elipse para melhorar a precisao do calculo de
coeficiente de sustentagao. A malha possuir um total 38933 células triangulares. O
tempo necessario para concluir cada iteracao do programa foi de aproximadamente
4s. Levando em conta que para cada numero de Reynolds precisamos de 2400
iteracoes para garantir que as ocilagoes tenham um periodo e amplitude fixa, o
tempo obter cada ponto da figura leva aproximadamente 2h40m. Para cada
razao de aspecto foram feitas simulacoes variando o Reynolds de 240 a 340, isso nés
deu um tempo aproximado de 27h para cada.

Como podemos ver, conforme a relacao de aspecto diminui, tentendo a geometria
de um circulo, o coeficiente de sustentancao, em valor rms, aumenta. Isso se deve
a que a esteira em que ocorre o desprendimento dos vortices é maior em relacao as

geometria com maior razao de aspecto.
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Figura 5.20: Grafico mostrando a variacao do coeficiente de sustentacao Cf em

fungao do numero de Reynolds. Chamamos a relagao de aspecto, a/b = AR.

Figura 5.21: Malha para simulagao com a geometria da elipse
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(d)

Figura 5.22: Representacao grafica da vorticidade, w, para nimero de Reynolds
igual a 250 com as seguintes razoes de aspecto (AR). (a) AR = 1,0; (b) AR = 1,4;
AR = 1,8; AR = 2,0. Os limites de representacao de cores sao, -13 e 13.
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Figura 5.23: .Representacao da fungao corrente, ¢, para nimero de Reynolds igual

a 250 com as seguintes razoes de aspecto (AR). (a) AR = 1,0; (b) AR = 1,4; AR

= 1,8; AR = 2,0. Os limites de representagao de cores sao, -3,5 e 3,5.
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— -1.0e+00

(d)

Figura 5.24: Representacao grafica do campo de velocidades na dire¢ao horizontal,
para nimero de Reynolds igual a 250 com as seguintes razoes de aspecto (AR). (a)
AR =1,0; (b) AR =1,4; AR = 1,8; AR = 2,0. Os limites de representacao de cores

sao, —1,0m/s e 3,5m/s.
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(d)

Figura 5.25: Representacao grafica do campo de velocidades, na direcao vertical,
para nimero de Reynolds igual a 250 com as seguintes razoes de aspecto (AR). (a)
AR =1,0; (b) AR = 1,4; AR = 1,8; AR = 2,0. Os limites de representacao de cores

sao, —2,1m/s e 2,1m/s.

As figuras (5.22)), (5.23)), (5.24) e (5.25)) nao estdao em regime permanente, apenas

a amplitude de oscilagao é constante. Elas foram obtidas na iteragao de niimero 2000.

Podemos observar que existe o desprendimento de vortices, assim como uma zona
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de recirculacao a jusante das geometrias.
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Capitulo 6

Conclusoes

Para os casos de validacoes obtivemos resultados satisfatorios até o nimero Re =
300, para nimeros maiores, foi necessario diminuir o tamanho da malha e também
diminuir o passo de tempo. Mesmo com esses artificios para a validagao da cavi-
dade de Re = 1000 os resultados nao foram satisfatorios, isso era esperado, pois
a formulacao nao consegue lidar com tais instabilidades numéricas. Para ntimeros
maiores de reynods é recomendado outra forma de estabilizagao.

Para trabalhos futuros é possivel melhorar o cédigo implementado a resolucao de
sistemas lineares usando PyCUDA, consiste num ambiente de desenvolvimento dis-
ponibilizado pela Nvidia, para a programacao de GPUs para calculos matematicos.

Com isso estarfamos otimizando o método de calculo, atualmente limitado pelo
numero de nucleos de processadores da maquina. Com o PyCUDA poderiamos ex-
plorar a resolucao do problema com um ntimero muito maior de nicleos trabalhando
em paralelo. Isso é interessante visto que o custo de operacao e aquisicao de um

nicleo de GPU é muito menor que um nicleo de CPU.
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Apeéendice A
Cdédigos Gmsh API

Para instalar a API do Gmsh os seguintes comandos podem ser executados. Sao
comandos em Bash, sendo assim, é recomendado ter um sistema operacional baseado
em Linux.

pip install --upgrade gmsh

pip install meshio[all]

Listing A.1: Instalando dependéncias do meshio via comandos do terminals

Tendo instalado os modulos podemos escrever a rotina configuragao inicial do
problema, dizendo quais os pontos de interesse, também podendo espeficificar a
formas geométricas variadas.

import gmsh

import sys

gnsh.initialize () #Inicializar a API

gmsh .model.add("Cylinder") #Nome do arquivo

Listing A.2: Comandos iniciais basicos

Nesta primeira parte apenas iniciamos a API e demos um nome ao aquivo. Vamos
utilizar como exemplo a geometria descrita pela imagem a seguir.(Nao esquecer de
colocar a figura).

Para criar linhas precisamos criar pontos iniciais e finais. O comando para
criagdo de pontos pode ser visto nas linhas 16 a 20 e 22 a 25 (Listing .
Os parametros de entrada de gmsh.model.occ.addPoint(x,y,z, mesh), sendo

NN

x".7y"e "z” as respectivas coordenadas dos pontos e "mesh”sendo o tamanho de
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: pl_bi

malha desejado nas proximidades desses pontos. Para criar as linhas podemos exe-
cutar o comando visto nas linhas 27 a 30 (Listing [A.4). Os parametros iniciais de
gmsh.model.occ.addLine(P1, P2), sendo "P1”70 ponto inicial da linha e "P2"0
ponto final. Para criar um circulo, utilizamos o comando da linha 37 ((Listing [A.4)).
Os parametros iniciais s@o (x,y,z, raio), sendo "x”, "y”e 2" as coordenadas do centro

do circulo e "raio”sendo o raio do circulo.

#0utside Box

x1_bl = -10
x2_b1l = 20
yi_bl = -10
y2_bl = 10

#Inside Box

x1_b2 = -1

x2_b2 =5

yl_b2 = -2.5

y2_b2 = 2.5

target_mesh_out = 0.4 #target mesh size

5 target_mesh_in = 0.1

gmsh.model.occ.addPoint ( x1_bl, yil_bl, , target_mesh_out)

0
p2_bl = gmsh.model.occ.addPoint( x2_bl, yl_bl, 0, target_mesh_out)
p3_bl = gmsh.model.occ.addPoint( x2_bl, y2_bl, 0, target_mesh_out)
p4_bl = gmsh.model.occ.addPoint( x1_bl, y2_bl, 0, target_mesh_out)

pl_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x1_b2, yl_b2, 0, target_mesh_in)

p3_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x2_b2, y2_b2,

0

p2_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x2_b2, yl_b2, 0, target_mesh_in)
0, target_mesh_in)
0

p4_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x1_b2, y2_b2, 0, target_mesh_in)

linel_bl = gmsh.model.occ.addLine(pl_bl, p2_b1l)
line2_bl = gmsh.model.occ.addLine(p2_bl, p3_b1l)
line3_bl = gmsh.model.occ.addLine(p3_bl, p4_b1l)
line4_bl = gmsh.model.occ.addLine(p4_bl, pl_b1l)
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2
3

16

17

linel_b2 = gmsh.model.occ.addLine(pl_b2, p2_b2)
line2_b2 = gmsh.model.occ.addLine(p2_b2, p3_b2)
line3_b2 = gmsh.model.occ.addLine(p3_b2, p4_b2)
line4_b2 = gmsh.model.occ.addLine(p4_b2, pl_b2)

Listing A.3: Desenho de geometria da imagem (refereéncia)

Nesta primeira parte apenas iniciamos a API e demos um nome ao aquivo. Vamos
utilizar como exemplo a geometria descrita pela imagem a seguir.(Nao esquecer de
colocar a figura).

Para criar linhas precisamos criar pontos iniciais e finais. O comando para
criagdo de pontos pode ser visto nas linhas 16 a 20 e 22 a 25 (Listing .
Os parametros de entrada de gmsh.model.occ.addPoint(x,y,z, mesh), sendo
"x”7y”e "z"as respectivas coordenadas dos pontos e "mesh”sendo o tamanho de
malha desejado nas proximidades desses pontos. Para criar as linhas podemos exe-
cutar o comando visto nas linhas 27 a 30 (Listing [A.4). Os parametros iniciais de
gmsh.model.occ.addLine(P1, P2), sendo "P1”70 ponto inicial da linha e "P2"0
ponto final. Para criar um circulo, utilizamos o comando da linha 37 ((Listing [A.4)).

Os parametros iniciais s@o (x,y,z, raio), sendo "x”, "y”e 72" as coordenadas do centro

do circulo e "raio”sendo o raio do circulo.

#0utside Box

x1_bl = -30
x2_b1l = 30
yi_b1l = -20
y2_b1 = 20

#Inside Box

x1_b2 = -0.75

x2_b2 = 0.75

yl_b2 = -1

y2_b2 =1

target_mesh_out = 1 #target mesh size

target_mesh_in = 0.01

pl_b1 gmsh .model.occ.addPoint( x1_bl, y1_bl, 0, target_mesh_out)

p2_b1 gmsh .model.occ.addPoint ( x2_bl, yl_bl, 0, target_mesh_out)
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p3_bl = gmsh.model.occ.addPoint( x2_bl, y2_bl, 0, target_mesh_out)
p4_bl1 = gmsh.model.occ.addPoint( x1_bl, y2_bl, 0, target_mesh_out)
pl_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x1_b2, y1_b2, 0, target_mesh_in)
p2_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x2_b2, yl1_b2, 0, target_mesh_in)
p3_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x2_b2, y2_b2, 0, target_mesh_in)
p4_b2 = gmsh.model.occ.addPoint( x1_b2, y2_b2, 0, target_mesh_in)

linel_b1l

gmsh.model.occ.addLine(pl_bl, p2_b1l)
line2_bl = gmsh.model.occ.addLine(p2_bl, p3_b1l)
line3_bl = gmsh.model.occ.addLine(p3_bl, p4_bl)
line4_bl = gmsh.model.occ.addLine(p4_bl, pl_b1l)

linel_b2 = gmsh.model.occ.addLine(pl_b2, p2_b2)
line2_b2 = gmsh.model.occ.addLine(p2_b2, p3_b2)
line3_b2 = gmsh.model.occ.addLine(p3_b2, p4_b2)
line4_b2 = gmsh.model.occ.addLine(p4_b2, pl_b2)

cylinderl = gmsh.model.occ.addCircle(0, 0, 0, 0.5)

Listing A.4: Desenho de geometria da imagem (refereéncia)

Tendo criado os pontos e linhas precisamos delimitar as su-
perficies de interesse. Para juntar curvas utilizamos o comando
gmsh.model.occ.addCurveLoop([list_line]), sendo "list_line”a lista de linhas
ou curvas. Para a superficie é necessario especificar quais serao as fronteiras, faze-
mos isso com o comando msh.model.occ.addPlaneSurface([list_curveLoop]),
sendo "list_curveLoop”a lista de curvas delimitantes. Ao final executamos o
comando gmsh.model.occ.synchronize().

cylinderl = gmsh.model.occ.addCircle(O, 0, 0, 0.5)

curve_loopl = gmsh.model.occ.addCurvelLoop([linel_bl, line2_b1l,
line3_bl, line4_b1])

curve_loop?2 gmsh .model.occ.addCurvelLoop([linel_b2, line2_b2,

line3_b2, line4_b2])

curve_loop3 gmsh .model.occ.addCurveLoop ([cylinder1])
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surfacel = gmsh.model.occ.addPlaneSurface([curve_loopl,
curve_loop2])
surface2 = gmsh.model.occ.addPlaneSurface([curve_loop2,

curve_loop3])

gmsh .model.occ.synchronize ()

Listing A.5: Desenho de geometria da imagem (refereéncia)

Tendo ja desenhado a geometria completa do problema podemos
dar nomes as linhas e superficies de interesse. Fazemos isso com
0S comandos gmsh.model.addPhysicalGroup (dim, [list_curve]) e
gmsh.model .setPhysicalName(dim, tag, Name), sendo "dim” a dimensao
espacial do grupo, 1 para linhas e 2 para superficies, "tag” sendo utilizado para
fazer a referéncia ao grupo criado e "Name”o nome que queremos no grupo criado.
bot_boudary = gmsh.model.addPhysicalGroup ( 1, [linel_Db1])
outlet_boudary = gmsh.model.addPhysicalGroup(l, [line2_b1l])
top_boudary = gmsh.model.addPhysicalGroup ( 1, [1ine3_b1])

inlet_boudary = gmsh.model.addPhysicalGroup( 1, [line4_b1])

cylinder_boudary = gmsh.model.addPhysicalGroup( 1, [cylinder1])

inside_mesh_line gmsh .model.addPhysicalGroup( 1, [linel_b2,
line2_b2,
line3_b2,

line4_b2])

outside_mesh = gmsh.model.addPhysicalGroup (2, [surfacel])

inside_mesh = gmsh.model.addPhysicalGroup(2, [surface2])

gmsh.model.setPhysicalName (1, bot_boudary, "Bottom")
gmsh.model.setPhysicalName (1, outlet_boudary, "Outlet")
gmsh .model.setPhysicalName (1, top_boudary, "Top")

gmsh .model.setPhysicalName (1, inlet_boudary, "Inlet")

gmsh .model.setPhysicalName (1, cylinder_boudary, "Cylinder_boudary")

gnsh.model.setPhysicalName (1, inside_mesh_line, "Inside_mesh_line")
gmsh .model.setPhysicalName (2, outside_mesh, "Outside_mesh")
gmsh .model.setPhysicalName (2, inside_mesh, "Inside_mesh")

Listing A.6: Desenho de geometria da imagem (refereéncia)
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Para salvar o malha basta executar o seguinte comando.
1 gmsh.write("cylinder_test.msh")

Listing A.7: Salvar a malha gerada
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Apeéendice B
Importacao de malha

Para fazer a importagao da malha precisamos instalar também o médulo meshio.
Com ele podemos trabalhar com maior facilidade com os arquivos gerados pela API
do Gmsh. Para a instalacao basta seguir o comando Bash a seguir, é altamente

recomendado ter um sistema operacional baseado em Linux.
| pip install meshio[all]

Listing B.1: Instalando dependéncias do meshio via comandos do terminal

Para ler o arquivo e organizar as informagoes, executamos os seguintes comandos.

1 msh = meshio.read("cylinder_test.msh")
> IEN = msh.cells_dict["triangle"]
3 cells = [(’triangle’ ,IEN)]

. cc_all = msh.cell_data_dict["gmsh:physical"]["1line"]

Listing B.2: Instalando dependéncias do meshio via comandos do terminal
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Apéndice C

Cddigos computacao paralela

C.1 Montagem das matrizes globais

Para fazer a montagem das matrizes globais precisamos colocar os valores das ma-

trizes locais triangulares no lugar. A matriz global e uma matriz n x n, sendo n o

nimero total de nés do espacgo discretizado. No cédigo IEN é uma matriz nx3, com-

posta por todos os elementos triangulares, Em cada linha estao os identificadores de

cada no.

7T 8 9
10 11 12

(C.1)

Sabendo que cada elemento da matriz local a;jy — ANk, 1ENK,]) Sendo a

a matriz local e A a matriz global, podemos implementar isso no nosso cédigo. A

seguir apresentamos como seria o lago para construir essas matrizes.

1 class Matrix_Global:

2)

def

def

__init__(X, Y, IEN):

self . X = X

self.Y =Y

self .IEN = IEN

matrix_mouting(self, inicial, final):

M = 1il_matrix ((self .npoints,self.npoints),
for e in range(inicial, final):

v = self.IEN[e]
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10 # area do elemento

11 det = self .X[v[2]]1*( self.Y[v[0]]-self.Y[v[1]]) \
12 + self . X[v[0]]l*( self.Y[v[1]]-self.Y[v[2]]) \
+ self . X[v[1]]l*x(-self.Y[v[0]]l+self.Y[v[2]])
14 area = det/2.0

15 m = (area/12.0) * np.array([ [2.0, 1.0, 1.0],

16 [t.0, 2.0, 1.0],

17 [1.0, 1.0, 2.0] 1)

18 for i in range(0,3):

19 ii = self.IEN[e,il]

20 for j in range(0,3):

. jj = self.IEN[e,j]

22 # montagem (assembling) das matrizes K e M
M[ii,jjl = M[ii,jjl] + ml[i,j]

24 return M

Listing C.1: Salvar a malha gerada

Esse algoritmo pode ser executado serialmente ou paralelamente. Como as ma-
trizes sao criadas a partir de uma lista de elementos, podemos dividir essa lista
pelo nimero de processadores disponiveis na maquina para agilizar o processo. Essa
abordagem é conveniente para a otimizacao do processo de montagem. No modelo
atual o movimento da malha é nulo, logo as matrizes originais nao se alteram, sendo
apenas necessario sua montagem uma vez. Se a malha tiver algum movimento o
algoritmo paralelo se torna ainda mais interessante, visto que precisariamos montar

as matrizes a cada iteracao.

C.2 Implementacao de rotina com multiproces-
sing

Para poder implementar o método paralelo precisamos importar uma biblioteca cha-
mada multiprocessing, ela ja vem incluida na versao do python 3.8.10. Apresen-

taremos um cédigo dando explicacoes posteriores de cada elemento de programacao.

I import multiprocessing as mp
2 cpu_cores = mp.cpu_count ()

3 list_cores = []
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>

6

7

9

10

tuple_int = ()
ne = len(IEN) #numero de elementos triangulares
Matrices_Object = Matrix_Creation(X, Y, IEN)
for i in range (0, cpu_cores):#Do not repeat this step
if i < cpu_cores-1:
tuple_int = ((i * (ne // cpu_cores)),
(i+1) * (ne // cpu_cores))
list_cores.append(tuple_int)
else:
tuple_int = (i * (ne // cpu_cores) ,
(i+1) * (ne // cpu_cores) + nelcpu_cores)
list_cores.append(tuple_int)
def MatricesInParallel():
with mp.Pool(cpu_cores) as p:
a = p.starmap(Matrices_Global .matrix_mouting, list_cores)
return a
a = MatricesInParallel ()
M = 1il _matrix( (npoints,npoints), dtype=’float’)
for i in a:

M = np.add (M, i)

Listing C.2: Salvar a malha gerada

mp . cpu_count (): Esse comando retorna o numero de ntcleos do processador
list_cores: E uma lista composta por tuplas
tuple_int: E uma tupla composta pelas entradas da funcao a ser paralelizada
Matrices_0Object: E a classe que contem os parametros para criar as matrizes
mp.Pool(cpu_cores): Esse comando cria um local onde o existe um numero defi-
nido de trabalhadores capazes de realizar tarefas em paralelo. O numero maximo de
trabalhadores que podem trabalhar em paralelo é limitado pelo numero de ntcleos.
p.starmap(function(), entrys): Esse comando retorna uma lista com o resul-
tado da funcao function(), com entradas entrys.

Como dito anteriormente dividimos a lista de elementos pelo niimero de proces-
sadores. E de suma importancia dizer que nesse algoritmo trabalhamos com cada
processo tendo seu endereco de memoria separado. Isto é, para cada divisao da lista
de elementos, obteremos uma matriz esparsa diferente, sendo obrigatério, no final,

juntar todas as partes. O algoritmo seria mais rapido se o enderego de memoria
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fosse compartilhado, nao sendo preciso juntar as matrizes no final.
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