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As forcas de tensao superficial estdao presentes em diversos fendmenos fisicos e
quimicos, sendo de particular interesse para aplicagoes em fluidodinamica. No es-
tudo de escoamento bifasicos, por exemplo, o termo de forcas de tensao superficial
na interface dos fluidos deve ser levado em conta na resolugao adequada da equagao
de Navier-Stokes, em algumas situagoes. Nesse sentido, o presente trabalho se pauta
no modelo de Continuum Surface Force (CSF) para descrever e calcular tal gran-
deza. Sao desenvolvidas abordagens baseadas nos métodos numéricos de Elementos
Finitos e Volumes Finitos, majoritariamente, para o calculo de curvatura em curvas
e superficies. A partir disso, as forcas de tensao superficial sao computadas segundo
dois esquemas propostos: um de interpretacao Lagrangiana, com malha da interface
acoplada, e outro Euleriana, com malha desacoplada. Assim, uma comparagao entre

as diferentes metodologias supracitadas é apresentada.

vil



Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment

of the requirements for the degree of Mechanical Engineer

NUMERICAL METHODS FOR THE COMPUTATION OF SURFACE
TENSION FORCES AND INTERFACE MODELING IN TWO-PHASE FLOWS

Leonardo Voltarelli Regini de Andrade

November/2021

Advisor: Gustavo Rabello dos Anjos

Department: Mechanical Engineering

Surface tension forces are present in many different physical and chemical phe-
nomena, being of particular interest in the context of fluid dynamics. In the study
of two-phase flows, for example, the term due to surface tension forces on the in-
terface should be considered for an adequate solution of the Navier-Stokes equation
in some cases. In that sense, the present work is based on the Continuum Surface
Force (CSF) model in order to compute such values. Different approaches based on
numerical methods such as Finite Elements and Finite Volumes, mostly, are de-
veloped for the computation of curvature on curves and surfaces. With that, the
surface tension forces are calculated following two different schemes: one based on
a Lagrangian description, with coupled interface mesh, and other in a Eulerian one,
with uncoupled mesh. Therefore, a comparison between the different aforementioned

methodologies is presented.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

As forcas de tensao superficial sdo um tipo especial de forca que atua em fluidos
devido a interacao molecular, que ocorre de forma diferente em sua superficie e
no interior do volume. Para moléculas que nao estao nas bordas de um volume
de fluido, as forgas de coesao existem mutuamente e se equilibram, enquanto que,
na superficie, tal comportamento nao se verifica. Nesse caso, pode-se dizer que as
moléculas estao em um estado desfavoravel no que tange sua energia, uma vez que
possuem menos moléculas vizinhas [T1] [12]. Surge, assim, a presenga de forgas de

tensdo superficial [Figura [L1].

Figura 1.1: Representagao ilustrativa das moléculas e forgas de coesao em um fluido

il

Tais grandezas estao ligadas, portanto, as tensoes que atuam em uma escala pe-
quena mas que, ainda assim, possuem efeitos macroscépicos. Alguns dos fendmenos
relacionados podem ser observados no quotidiano; é o caso do formato que a dgua

assume ao sair de uma torneira e a lamina de agua que se forma em uma piscina,



por exemplo. Nao obstante, fendmenos fisicos e quimicos mais complexos estao in-
timamente atrelados a essas forgas. Por isso, encontra-se uma larga quantidade de
pesquisas que contempla modelos de tensao superficial e suas aplicagoes em proces-
sos quimicos, biologia e medicina, geofisica, escoamentos multifasicos, entre diversos
outros.

Como exemplos de aplicagao em biologia e medicina, a pesquisa encontrada em
[13] relaciona a formagao de tecidos com forgas de tensao superficial, como também
ocorre em [I4] e [I5]. Similarmente, essas forgas sdo importantes em processos como
separagao celular [I6]. De fato, por sua origem microscopica, é natural que a tensao
superficial tenha um importante papel nas iteragoes entre componentes biologicos
elementares, como células e tecidos. Em [I2], algumas aplica¢oes sao exploradas
mais a fundo, como no comportamento de lipidios e proteinas.

O artigo [I7], na area de ciéncia dos materiais, é focado na nucleacao cristalina
em liquidos e em materiais ceramicos como o vidro. Tal processo é descrito com
mais detalhes em [18]. J4 na engenharia quimica, varios trabalhos dedicam-se ao
estudo de tensodes no contexto de compostos especificos e seu comportamento na

formagcao de gotas.

No presente projeto, sera dado destaque ao cédlculo de forcas de tensao super-
ficial no contexto de escoamentos bifasicos sob uma 6tica de dinamica dos fluidos.
O estudo de tais escoamentos é fundamental no desenvolvimento de sistemas de
producao e exploracao de petréleo, em que ha a presenca de dgua com Oleos, gases
e possivelmente particulas sélidas [19] [2] [20] [21].

Outras aplicacoes sao encontradas em processos de controle térmico, uma vez
que a presenca da interface pode ser vantajosa em termos da troca de calor. Escoa-
mentos bifasicos com esse intuito sao utilizados em diversos contextos; desde centrais
de geragao de energia nuclear [22] ao resfriamento de componentes eletronicos [§].
Também, escoamento de sangue e até de fluidos geoldgicos como magma sao estu-
dados a partir de tal descricao.

Nesses casos, assim como ocorre na superficie, na interface entre os componen-
tes ha a forte influéncia da forca de tensao superficial, que atua diretamente no
escoamento sendo, portanto, chamadas também de forcas interfaciais. A modela-

gem correta de tal dominio fisico é, assim, fundamental no estudo de tais tipos de



escoamento.

Nestes - e particularmente quando héd um escoamento liquido-gés - estao pre-
sentes diferentes padroes que caracterizam sua distribuicao topogréafica. Devido as
disparidades entre as propriedades, assim como aspectos ligados ao proprio sistema
em que o escoamento esta inserido, existem diversas formas com que as fases se

comportam. Ha, por exemplo, formacao de pequenas bolhas dispersas, assim como

escoamento anular e bolhas em golfadas (“slug”) [Figura[L.2].
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Figura 1.2: Padroes de escoamento liquido-gés [2]

Nao obstante, uma descri¢cao precisa que consiga capturar os padroes acima des-
tacados, principalmente em relacao ao movimento e mudancas na interface, coloca-se
como um desafio no contexto da fluidodinamica computacional. Como sera explo-
rado no decorrer do projeto, diferentes abordagens foram propostas com o objetivo
de contornar problemas numéricos e outras perturbacoes nas solugoes encontradas.
Dessa forma, tal matéria mostra-se como um campo de frutifera atuacao e especial

interesse para a Engenharia Mecanica.

1.2 Objetivo

Os modelos encontrados para o cédlculo das forcas de tensao superficial, em geral,

expressam sua dependéncia de grandezas geométricas, particularmente com a cur-



vatura da forma que os fluidos assumem. Assim sendo, para corretamente calcular
o valor dessa forga, é necessario antes aproximar tal propriedade geométrica.

O presente trabalho tem como objetivo inicial comparar diferentes métodos
numéricos para a obtencao da curvatura em curvas e superficies, de tal forma a
indicar a metodologia mais adequada a partir dos resultados obtidos. Nesse sentido,
sao apresentadas as técnicas mais usuais, assim como propostas solucoes alterna-
tivas, combinando resultados de multiplas fontes e abordagens diferentes para um
mesmo método.

Serao explorados os métodos de Diferencas Finitas (MDF), Elementos Finitos
(MEF) e Volumes Finitos (MVF). Baseando-se no primeiro, serd proposta uma
discretizacao das equagoes de Frenet - que descreve curvas bidimensionais - com a
qual é possivel obter uma aproximacao da curvatura.

Quanto ao Método de Elementos Finitos, este serda usado para se obter uma
discretizacao do operador Laplace-Beltrami que, aplicado nas coordenadas de uma
curva ou superficie, fornece a curvatura média. Ja o terceiro método numérico
serda empregado similarmente para o calculo de tal propriedade em um contexto
tridimensional.

A partir disso, como objetivo final, serao apresentadas duas abordagens para a
obtengao de um valor para a forca de tensao superficial e modelagem da interface;
uma seguindo um modelo Euleriano, com malha desacoplada, e outra baseada em
um esquema Lagrangiano, com malha acoplada.

Para tal, sera utilizada da descricao das forcas de tensao superficial seguindo o
modelo de Continuum Surface Force (CSF), em que estas sao descritas como forgas
de volume que atuam sobre a interface dos dois fluidos. Novamente, sua equagao
serd discretizada utilizando o procedimento do MEF.

O projeto contempla, assim, o desenvolvimento de codigos, em linguagem de pro-
gramagao Python, para a realizagao dos calculos supracitados. Com esse intuito, foi
utilizado o software livre Gmsh para geracao de malhas, que foram lidas utilizando
bibliotecas instaladas em Python, em particular a biblioteca meshio. Os cddigos

disponiveis se encontram no Apéndice A.



1.3 Organizacao da tese
A presente tese esta dividida em cinco capitulos, sendo esses:

e Capitulo 1: Introdugao, motivacao e apresentacao geral do trabalho;

e Capitulo 2: Revisao Bibliografica contemplando as nogoes bésicas para desen-
volvimento dos modelos propostos, dando destaque aos resultados relevantes
de Geometria Diferencial, aos métodos numéricos empregados e ao embasa-
mento tedrico das forcas de tensao superficial e das modelagens da interface

entre os fluidos;

e Capitulo 3: Apresentacao das metodologias utilizadas nos cédlculos e sua im-
plementacao, incluindo comentarios relativo ao codigo utilizado para a andlise

computacional;

e Capitulo 4: Resultados e aplicacao dos modelos; comparacao com valores co-

nhecidos da literatura e discussao dos dados obtidos;

e Capitulo 5: Conclusao do trabalho e apresentacao de propostas para projetos

futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Geometria Diferencial

A Geometria Diferencial é dividida em dois aspectos, como destacado por Man-
fredo P. do Carmo em [3], sendo eles a geometria diferencial classica e a geometria
diferencial global.

O primeiro esta intimamente relacionado com o Caélculo Diferencial desenvol-
vido por Leibniz e, principalmente, por Newton - que foi quem primeiro definiu
a nogao de curvatura [23], tendo como foco propriedades locais das curvas e su-
perficies dependentes, em um dado ponto, somente de sua vizinhanca. Mais tarde,
com as pesquisas de Euler e Monge, os fundamentos da geometria diferencial to-
maram forma [24]. Porém, Gauss é considerado seu maior contribuidor, em grande
parte devido ao texto Disquisitiones Circa Superficies Curvas [24] [25], mas também
por ter iniciado o estudo da geometria diferencial global.

Este segundo aspecto, por sua vez, refere-se as propriedades gerais dos objetos
geométricos que dependem da geometria como um todo, e como sao influenciados
por grandezas locais. Nesse ambito, inspirados pelo trabalho de Gauss, Bolyai e
Lobachevsky romperam com a geometria euclidiana [23], ao defender a hiperbdlica,
o que, posteriormente, daria inicio ao estudo moderno da geometria com os trabalhos
de Bernhard Riemann [25] e Henri Poincaré.

No contexto do presente trabalho, as propriedades locais serao de maior interesse.
Assim, abaixo estao explicitados os conceitos bésicos que serao aplicados posteri-

ormente; deducoes mais aprofundadas podem ser encontradas em diversas fontes,



como [3], [26] e [27].

2.1.1 Curvas em R?

As curvas no plano sao as entidades mais triviais de estudo na Geometria Dife-
rencial, mas de relevante importancia para a compreensao de generalizacoes mais
avancadas. Como serd visto mais a frente, apesar de sua simplicidade, tais objetos
serao utilizados como referéncias em testes do modelo proposto e simplificacoes em

2D.

Definicao de Curva Plana: Uma curva plana dita diferenciavel parametrizada

¢ uma aplicacao diferencidvel o : I — R? onde I é um intervalo aberto de R

Ou seja, a aplicagdo a corresponde a cada ponto ¢ € I um ponto «(t) =
(z(t),y(t)) em R? sendo z(t) e y(t) fungoes diferencidveis e ¢ designado como o
parametro da curva.

Define-se, entao, o comprimento de arco da curva como a fungao:

S(t)z/t Ha’(f)dezft VI(@'(€))? + (y'(§)2dg (2.1)

Em que ¢y ¢ um ponto arbitrario de I.
Sendo a como apresentada anteriormente, temos que ||o/(t)|| é continua. Pelo

Teorema Fundamental do Célculo:

s'(t) = lla/ @] (2:2)

Uma curva é dita parametrizada pelo comprimento de arco se o parametro t

difere de s(t) por uma constante:

s(t)=t+C (2.3)

O que equivale a:

lo/ @) =1 (2.4)



A partir disso, sao definidos:

t(t) = o'(t) = (2'(1), 4/ (1)) (2:5)

n(t) = (—y/(t), 2'(t)) (2.6)

O referencial {t(¢),n(¢)} é dito o Refencial de Frenet da curva a. Nota-se que
tal defini¢do constitui uma base ortogonal do R?. De fato, t(t) representa o vetor
tangente a curva no ponto ¢, enquanto n(¢) é o vetor normal. Fica evidente, entao,
que a exigéncia de diferenciabilidade é necessaria para garantir que tal referencial
exista em todos os pontos da curva. Além disso, uma curva é dita regular se sua
deriva nao se anula, de forma que os vetores definidos acima nunca sao identicamente

nulos nesse caso.

Figura 2.1: Curva no plano [3]

Sendo a curva em questao parametrizada pelo comprimento de arco, temos que
o vetor t(s) é unitario e, assim, perpendicular a sua derivada. Logo, temos que t'(s)

e n(s) sao paralelos, portanto sendo possivel escrever:

t'(s) = k(s)n(s) (2.7)

onde k(s) é uma funcao real definida no intervalo I chamada de curvatura. A
imagem acima [Figura [2.1] fornece uma intuigao do significado da curvatura, sendo
relacionada com o quao afastada a curva esta de seus vetores tangente e normal em

um dado ponto. Além disso, possui sinal positivo quando a curva esta localmente



contida no semiplano determinado pelos dois vetores e negativo caso contrario.
t e n, por sua vez, satisfazem o seguinte sistema de equagoes, conhecidas como

Equacgoes de Frenet para uma curva plana:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s)

(2.8)

Vale notar que, no caso de uma curva parametrizada pelo comprimento de arco,

o Referencial de Frenet constitui uma base ortonormal local do R2.

2.1.2 Curvas em R?

A definicao de curva no R? é similar & anterior, substituindo somente o contra-

dominio da funcao a. Tem-se:

aft) = (z(t), y(t), 2(t)) (2.9)

onde cada coordenada ¢ dada por uma funcao diferenciavel pelos mesmos motivos
do caso anterior.

Da mesma forma, temos o comprimento de arco dado por:

S(t)_/t \!@’(S)Hdé—/t V(@) + (y'(€))* + (+/(€))%dg (2.10)

as condicoes para que a curva seja parametrizada pelo comprimento de arco sao as
mesmas.

A definicao de curvatura, contudo, é dada por:
k(s) = lla"(s)]] (2.11)

a0 passo que a curvatura representa, entao, a velocidade com que a curva se afasta,
em uma vizinhanca de s da reta tangente no mesmo ponto.
E possivel notar que, sendo a curva parametrizada pelo comprimento de arco e o

vetor tangente a curva unitario, o’(s) e o’(s) sao perpendiculares e, por isso, temos:

a’(s) = k(s)n(s) (2.12)



onde, novamente, n(s) representa o vetor normal.

Similarmente, sendo t(s) o vetor tangente & curva, define-se o vetor binormal:

b(s) = t(s) An(s) (2.13)

Semelhantemente a definicao de curvatura, é possivel definir a torgao 7 da curva

CO1mo.:

b'(s) = 7(s)n(s) (2.14)

No caso tridimensional, as Férmulas de Frenet sao, portanto, dadas por:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) — 7(s)b(s) (2.15)
b'(s) = 7(s)n(s)

com o referencial local {t(s),n(s),b(s)} conhecido como Triedro de Frenet.
Assim como no caso anterior, quando tratamos de curvas parametrizadas pelo com-
primento de arco, tal referencial constitui uma base ortonormal, agora do R3.

Todas as curvas referidas no decorrer do presente trabalho serao consideradas
como parametrizadas por seu comprimento de arco, uma vez que isso garante a

validade das equacoes deduzidas.

Figura 2.2: Curva no espaco [3]
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2.1.3 Superficies

As superficies no espaco constituem grande parte do foco de estudo da Geometria
Diferencial. Por ser um objeto mais complexo que os anteriores, sua teoria exige um
embasamento em Calculo Diferencial mais aprofundado e, por muitas vezes, requer
conhecimento dos resultados obtidos para curvas.

A definicao usual de superficie é dada a partir de um conjunto - e ndao como uma

funcao. Do Carmo define uma superficie regular como:

Definicao de Superficie: Chamamos um subconjunto S do R? de superficie
regular se, para todo ponto p em S, existe uma vizinhanca V' desse ponto no espaco

e uma aplicacao x : U — V N S, onde U é um conjunto aberto de R?.

(1, 0) = (2(u, v), y(u, v), 2(u, v)) (2.16)
Além disso, sao necessarias as seguinte propriedades:
e x ¢ diferenciavel;

e x é um homeomorfismo, ou seja, é uma aplicagdo continua com inversa

continua;
e Para todo ponto ¢ € U, dx, ¢ injetiva.

Tais adigoes a definicao anterior indicam a regularidade da superficie, assim
garantindo algumas propriedades relevantes no ambito da Geometria Diferencial. A
injetividade de x garante, por exemplo, que nao existe auto-intersecao na superficie,
0 que, junto ao terceiro ponto, possibilita a definicao univoca de um plano tangente
em qualquer ponto.

Sem as restricoes acima, a superficie obtida nao é dita regular. O cone é um
exemplo simples de excecao a tal definicao, o que pode ser verificado pela impossi-

bilidade de definir um plano tangente tinico em seu vértice.

Para descrever o equivalente aos vetores tangente e normal na superficie, inici-
almente observa-se que existe uma quantidade infinita de vetores que sao tangentes
em um dado ponto. De fato, s@o os vetores tangentes as curvas, como definido an-

teriormente, que pertencem a superficie e contém o ponto em questao. Contudo,
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com a forma com que foi apresentada a definicao de superficie, pode-se obter um
plano tangente tinico a partir de tais vetores, o que leva a um tnico vetor normal -
o proprio vetor diretor do plano. Tem-se:
Ix A Ox
n(p) = W(q) (2.17)
ou v
em que p = x(q).

Assim como no caso das curvas, a definicao de curvatura é uma importante
propriedade das superficies. Esta se baseia fortemente naquela dada para curvas no

espago e parte da definicao de curvatura normal:

Definicao de Curvatura Normal: Dada uma curva regular C' que pertence
a superficie S e passa pelo ponto p em S, a curvatura normal de C nesse ponto é
dada por k,, = kcosf, onde k é a curvatura de C' em p e 6 representa o angulo entre

o vetor normal & curva e o vetor normal da superficie [Figura [2.3]

Um resultado necessario para a definicao das demais propriedades refentes a

curvatura ¢ o seguinte:

Teorema de Meusnier: Em uma superficie, todas as curvas que tem mesma

reta tangente em um dado ponto possuem mesma curvatura normal nesse ponto.

Os valores méaximo e minimo da curvatura normal em um ponto da superficie,
comumente designados k; e kg respectivamente, sao ditos as curvaturas principais em
dado ponto. A luz do Teorema de Meusnier, podemos definir e; e e3 como as diregoes
principais associadas a tais curvaturas. Assim, duas das mais importantes grandezas
no estudo das superficies sdo derivadas, sendo essas a Curvatura Gaussiana (K) e a

Curvatura Média (H):

ki1+k
H= % (2.19)
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No presente projeto, sera explorado o calculo da curvatura média por sua relacao
com o modelo de forcas de tensao superficial. Destaca-se que, comumente, em
aplicagao de fluidodinamica, tal gradeza é definida sem o fator de 0.5, pela decor-
rente simplificacao nos célculos. Nos desenvolvimentos que se seguem, esta sera a
forma utilizada. Além disso, na literatura de geometria diferencial é mais comum
utilizar-se a letra H, porém, em concordancia com a literatura de fluidodinamica
tal grandeza serd referida pela letra k, como feito para a curvatura 2D (também é

comum encontra-la como k). Tem-se:

k= ky + ks (2.20)

Figura 2.3: Curvatura Normal k,, [3]

2.1.4 Operador Laplace-Beltrami

Relativamente ao calculo da curvatura de uma superficie, um operador, conhecido
como operador Laplace-Beltrami, ¢ normalmente utilizado por sua relagao direta
com tal propriedade e o vetor normal em um ponto.

De fato, esse operador é uma generalizacao do operador Laplaciano usual para
diferentes geometrias contidas no espaco euclidiano. Ainda mais, pode ser estendido
para qualquer variedade Riemanniana, isto é, uma variedade diferenciavel a qual é

possivel associar uma métrica Riemanniana [2§].
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O Laplaciano usual, para uma funcao definida em um subespaco do espacgo eu-
clidiano, é dado por:
Af=V?f=V-Vf=div(grad f) (2.21)

Ou ainda, em coordenadas cartesianas:

Pf Pf
2r
Vi = et o T g (2.22)

Ou seja, é o mesmo que tomar o divergente do gradiente de uma funcao. Tal
operador é, portanto, equivalente a nogao de segunda derivada para uma funcao de
varias variaveis, o que indica sua relacao com a curvatura de uma dada geometria.

No caso do operador Laplace-Beltrami, é necessario definir os operadores de
gradiente e divergente em uma variedade qualquer. Usualmente, utiliza-se a seguinte

notacao:

A f = div,V,f (2.23)

A derivagao de uma forma explicita do operador demanda uma abordagem mais
extensa de geometria diferencial e, por isso, nao sera desenvolvida. Nao obstante,
o operador Laplace-Beltrami depende da métrica utilizada, uma vez que essas sao
a base da formulagao dos operadores diferenciais em sua definicao. De fato, uma
forma explicita, dada em funcao da primeira forma fundamental da superficie, pode
ser encontrada em textos de geometria diferencial mais avangados [29] [30].

O resultado relevante que serd utilizado para calculo da curvatura, porém, é a

seguinte relacao:

Ax = —kn (2.24)

Onde x é a parametrizacao da superficie, como apresentado na definicao de
superficie, ou seja, a aplicacao que retorna suas coordenadas. k e n, por sua vez,
sao a curvatura média e o vetor normal como definidos na secao anterior.

Devido a tal equacao, o operador Laplace-Beltrami é amplamente utilizado em

aplicacoes que buscam calcular a curvatura, estando presente sob diferentes formas

14



discretas. De fato, tal operador é empregado em diferentes contextos relativos a
geometria computacional e computacao gréafica, assim como em processamento de
sinais e no estudo de EDPs [31].

Em [32], é proposta uma discretizagdo do operador que garante convergéncia
pontual em malhas de superficies. Uma extensa prova tedrica de tal convergéncia é
exposta, assim como resultados favoraveis para testes em diferentes superficies com
malhas arbitrarias, principalmente em casos com malhas nao-estruturadas - isto é,
em que os elementos tém tamanhos diferentes e estao dispostos de maneira irregular.

[33] apresenta uma forma discreta aplicada a suavizacao de superficies baseada
em processamento de sinais. Assim, “sinais de superficies discretas”sao analisa-
dos em malhas poliédricas genéricas de forma a obter um algoritmo de otimizagao
adequado.

Ja o artigo [34], utiliza uma aproximagao da superficie em um ponto a partir de
uma superficie quadratica, que é encontrada minimizando uma funcao de energia.
Dessa forma, o operador Laplace-Beltrami é aproximado na superficie discretizada
calculando as quantidades diferenciais - diga-se primeira forma fundamental - da
superficie quadratica. Resultados de testes quanto a velocidade, precisao e robustez
do método sao apresentados.

Em [31], por outro lado, sao apresentados diversos esquemas de discretizagoes
simples. O objetivo de tal trabalho é fazer uma comparagao entre os esquemas
propostos sob uma perspectiva do erro cometido no calculo da curvatura. Para tal
sao comparados os resultados em quatro superficies diferentes.

Uma importante discretizacao do operador é proposta em [I0]. Como serd citado
na proxima se¢ao, o artigo propoe o calculo de diferentes propriedades de geometria
diferencial discretas em malhas triangulares, também apresentando diferentes testes
de validagao. A formulacao proposta é conhecida como “férmula da cotangente”,
devido a presenca de tal funcao trigonométrica na expressao. Esta sera explorada

mais a frente, e é expressa pela equagao [3.6].

2.1.5 Geometria Diferencial Discreta

Até entao, os resultados apresentados concernem objetos geométricos em que existe

certa suavidade, no sentido de que é possivel definir derivadas e aplicar operadores
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diferenciais diretamente. De fato, a definicao de superficie regular foi produzida de
uma forma que tais propriedades fossem verificadas.

Para aplicacao dos métodos computacionais, contudo, nao é viavel a utilizacao
de objetos continuos dessa forma; é necessario que os dominios em questao sejam
discretizados para calcular as quantidades requeridas em um ntmero finito de pontos
ou volumes.

Os métodos em si serao aprofundados na se¢ao seguinte, no entanto, ainda no que
tange a geometria diferencial, algumas aproximagoes em termos de uma discretizacao

dos objetos estudados serao apresentadas de antemao.

Discretizacao de curvas e superficies

A divisao de uma curva em pedagos menores é o caso mais simples de um objeto
no contexto da geometria diferencial discreta. Esse processo é baseado em definir
pontos na curva que serao interpolados por reta, fazendo com que a curva possa,
agora, ser entendida como uma aplicacao com partes diferenciaveis.

O processo de discretizacao baseia-se, portanto, na escolha de uma quantidade
finita de pontos sobre a curva. No contexto do Método de Elementos Finitos, tais

pontos sdo denominados nés e as retas obtidas sdo os elementos [Figura [2.4].

Figura 2.4: Circunferéncia discretizada

No caso das superficies, porém, a divisao se d& por meio de elementos tridimensi-
onais, criando uma malha que se aproxima do formato do objeto original. Em geral,
tal malha é feita a partir da definicao de pontos que serao interpolados por retas

seguindo um esquema de triangulagao, como a triangulacao de Delaunay. Apesar
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de essa ser a pratica mais comum, é possivel que a superficie seja aproximada por

outros poligonos tridimensional.

Figura 2.5: Superficie discretizada por elementos triangulares

Figura 2.6: Superficie discretizada por quadrilateros

Como ja citado, tais defini¢oes da geometria diferencial discreta estao fortemente
alinhadas como os métodos numéricos que serao utilizados, como o método de Di-
ferencas Finitas e Elementos Finitos. Além disso, nota-se que quando mais nés
existem, mais aproxima-se do objeto original, o que indica, em geral, resultados

melhores. Todavia, a demanda computacional também aumenta.

Vetor normal discreto
Para o célculo do vetor normal, por outro lado, recorre-se, usualmente, a sua

ortogonalidade com os vetores tangentes.
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No caso bidimensional, tais vetores podem ser facilmente encontrados aplicando
uma rotacao no plano. Assim, uma aproximacao pode ser obtida considerando que,

em cada ponto, tal vetor é o resultado da soma das contribuigoes das duas arestas

[Figura a que o ponto pertence [§].

Figura 2.7: Obtengao dos vetores normais em uma curva discreta

No caso 3D, o vetor normal pode ser ser obtido de forma similar, calculando a
soma dos vetores normais a cada face em que um dado noé esta contido. Ou seja,
para cada elementos toma-se o produto vetorial dos vetores tangentes que contém o

ponto em que deseja-se calcular a normal e, entao, os vetores obtidos sao somados

18] [Figura 2.§].

Figura 2.8: Obtencao do vetor normal em uma superficie discreta

Outras grandezas
H&a diversas outras formas de se obter aproximagoes para propriedades

geométricas discretas, que encontram aplica¢oes em areas além da fluidodinamica.
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Como citado, em [10] sdo apresenta algumas ideias que serdo exploradas no préximo
capitulo. No artigo estao explicitadas formas de obter aproximacoes para as curva-
turas média e gaussiana, assim como para as diregoes principais em uma superficie.

Os outros trabalhos mencionados sobre formas discretas do operador Laplace-
Beltrami também apresentam formas de calcular a curvatura discreta. Nao obstante,
no presente projeto, tal grandeza serd calculada a partir de uma discretizagao do
operador baseada no método de Elementos Finitos e Volumes Finitos (a serem apre-
sentados a seguir), assim como nas Equagdes de Frenet. O calculo da curvatura em

si serd destacado no Capitulo 3.

2.2 Métodos Numéricos

A utilizacao de métodos numéricos para resolucao de problemas é uma ferramenta
de vasta aplicagao, devido a sua capacidade de aproximar solucoes em casos com-
plexos e quando nao ha uma solugao analitica. Nesse sentido, diversos problemas
de engenharia e matematica sao resolvidos com o auxilio de técnicas de computagao
que utilizam tais métodos. No contexto do presente projeto, sao de particular in-
teresse métodos empregados na resolugao de equacgoes diferenciais e que utilizam a

discretizacao de dominios continuos, como serd explorado a seguir.

2.2.1 Diferencas Finitas

O Método de Diferengas Finitas (MDF) é baseado na discretizacao do dominio de
uma certa fungao com o intuito de aproxima-la e, assim, encontrar uma possivel
solucao para uma equacao diferencial. Em sua forma original, proposta por Euler
na segunda metade do século XVIII [35], é considerado um dos mais simples método
numeéricos.

Em principio, pode ser pensado a partir da prépria definigao de derivada em um

ponto como um limite:

o) — tim D) = @)

h—0 h

(2.25)
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O que pode ser aproximado para:

Lﬂwwf@+2_f@) (2.26)

Tal aproximagcao também pode ser vista como um truncamento na Série de Taylor
da funcao, de forma que temos:
flz+h) - f(z)

f(z) = N +o(h) (2.27)

Assim, o dominio em que a fungao esta definida é dividido em pedacos de tama-
nho h, chamado de passo do método, e, iterativamente, seus valores sao aproximados
em cada ponto assim definido. Ou seja, define-se uma sequéncia finita de pontos ()
igualmente espacados em que a funcgao sera calculada, o que produz uma sequéncia
(yn) de pontos da fungao buscada.

Seja o problema dado por:

Y =F(z,y) y(wo) =y (2.28)

Segundo a abordagem das diferencas finitas, tem-se:

Yntl = Yn T F(xn7 yn)(l’n-f—l - l’n) (229)

Fica clara, a partir da equacao acima, a necessidade de que a equacao diferencial
constitua um problema de valor inicial, de forma que o método possa ser iniciado.
Além disso, para garantir estabilidade, existéncia e unicidade de solugao, sao fun-
damentais algumas restrigdes. Como destacado em [36], é suficiente que F' seja
Lipschitziana, o que implica continuidade em R™ [37].

Essa formulacao é a mais simples do método de diferencas finitas, conhecida
como Método de Euler ou Método da Tangente [Figura [2.9], por sua interpretacao
geométrica [36] [35].

Apesar disso, existem formas mais abrangentes - e mais relevantes computacio-

nalmente - do MDF. Como desenvolvido acima, temos um método dito progressivo,
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Figura 2.9: Interpretagao Geométrica do Método de Euler

mas é comum também encontrar a forma regressiva:

f(x) = . + o(h) (2.30)
e a formulacao centrada:
f’(x) _ f(.l‘ + h) — f(x — h) + O(h2) (2‘31)

2h

Destaca-se que, assim como uma aproximagao para a primeira derivada pode ser
obtida a partir da Série de Taylor, derivadas de ordem maior também podem ser
encontradas da mesma maneira.

Na pratica, como mencionado, o método de Euler s6 é empregado em equagoes
basicas, sendo mais comum a utilizacao de método mais gerais, conhecidos como
métodos de Runge-Kutta. Também, variacoes do método podem ser empregadas na
resolucao de sistemas de equagoes diferenciais, assim como em equagoes diferenciais
parciais. Outra possibilidade ¢ a utilizagao de passos variaveis.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem, por exemplo, tem a seguinte for-

mulagao [35]:

knl + 2kn2 + 2kn3 + kn4)

yn+1:yn+h( 6

(2.32)
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nl — F(xm yn)

F(z, + 0.5h,y, + 0.5hk,) (2.33)

k
K2
kns = F(x, + 0.5h, y, + 0.5hk,2)
k

(
(
nd — F(xn + h7 Yn + hkn?;)

A classe de métodos de Runge-Kutta é, assim, definida para multiplas ordem,
que equivalem ao ntmero parametros k& como na formulacao acima. Quarta ordem
é o tratamento mais comum, enquanto que se nota que o método de primeira ordem

seria equivalente ao Método de Euler.

2.2.2 Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos (MEF), assim como o método anterior, tem ampla
empregabilidade em problemas relacionados a equagoes diferenciais, tanto ordinérias
quanto parciais. Sua formulagao é mais elaborada que o caso das Diferencas Finitas
- ainda que também baseada na discretizacao de um dominio. Nesse sentido, o MEF
pode ser utilizado em geometrias complexas que nao sao facilmente capturadas por
outros métodos numéricos, o que assegura sua versatilidade frente a analises de
engenharia.

Como ja referido anteriormente, o método consiste em dividir o dominio do
problema em subdominios chamadas elementos, enquanto que sao escolhidos pontos,
ditos nds, em que serao aproximadas as grandezas e fungoes de interesse. A juncao
desses define uma malha de elementos finitos [Figura [2.10].

Os nos, assim como os elementos, sao numerados em ordem crescente seguindo
alguma logica para que seja possivel entao referencid-los. No caso de elementos
bidimensionais, por exemplo, numera-se os nés de um elemento sempre seguindo a
mesma orientacao, seja no sentido horario ou anti-horario. Pode-se entao, colocar
uma numerac¢ao tanto local dos nés em cada elemento, quanto outra global que
dispoe de todos os nos.

A origem do método é mais recente que a do anterior, sendo normalmente co-

locada na metade do século XX. Ha certa dificuldade em tracar sua origem exata,
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sendo creditada a R. Courant [4] por sua aplicagdo de elementos triangulares para
a aproximagao variacional em um problema de vibragoes [38], no ano de 1943, ou
a Hrennikoff, por um trabalho realizado em 1941 [39]. Por volta de 1950, contudo,
trabalhos na industria aerospacial deram os primeiros passos na consolidacao das
principais ideias do método, que, entao, seriam desenvolvidas nos proximos anos
com o forte crescimento de pesquisas em suas aplicagoes e formalizacao [3§].

Mesmo que inicialmente tenha sido empregado para andlises de mecanica estru-
tural, sua utilizagdo em problemas de transferéncia de calor e em escoamentos de
fluidos foi desenvolvida a partir de abordagens como os Métodos de Galerkin. As-
sim, o MEF é de grande importancia para a area conhecida como Computacional
Fluid Dynamics (CFD), em que emprega-se métodos computacionais na solugao de
problemas complexos no ambito da modelagem de fluidos. O método também ga-
nhou notoriedade em aplicagoes nao-lineares, de particular interesse em modelos de
bioengenharia [39], por exemplo.

O sucesso do MEF, portanto, é decorréncia do alinhamento de um embasamento
teodrico e do desenvolvimento de tecnologias de processamento de informagao e arma-
zenamento de dados; sendo possivel, hoje, sua aplicacao em computadores pessoais
e em problemas de alta demanda computacional.

J& no final dos anos 60, viu-se o surgimento de programas dedicados exclusiva-
mente a seu emprego em situagoes especificas [38]. Atualmente, diversos softwares,
como ANSYS e ABAQUS, sao capazes de realizar calculos de Elementos Finitos em
um contexto multifisico, em que analises de diferentes campos da engenharia e fisica

sao utilizadas em conjunto para um entendimento completo do problema. Ademais,

Figura 2.10: Malha bidimensional de Elementos Finitos
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softwares de licenca privada e uso exclusivo empresarial sao empregados em diversas

industrias.
Sua aplicacao segue os seguintes passos:

1. Obtencao da equacao diferencial que modela o fendmeno a ser estudado em

sua “forma forte”;

2. Formulacao da “forma fraca”do problema a partir da integracao por partes,

utilizando uma funcao peso;

3. Definicao de uma aproximagcao da fungao de interesse, assim como da funcao

peso;

4. Aplicacao das discretizacoes a “forma fraca”e obtencao de uma equacao ma-

tricial;
5. Calculo das matrizes elementares locais;
6. Criacao das matrizes globais, por meio do Assembling das matrizes locais;

7. Imposicao das condigoes de contorno e derivacao da solugao por meio do sis-

tema linear obtido.

Forma Forte

A obtencgao da forma forte de um problema provém diretamente de sua inter-
pretacao fisica e aplicacao de leis, como a conservagao de massa, energia e momento.
Nesse sentido, quando ha a deducao de uma equagao diferencial, o que é obtido, em
geral, é a formulagao forte, em que as condigoes de contorno do problema devem ser
satisfeitas completamente e deseja-se uma solugao exata.

Um exemplo de forma forte é como comumente se escreve a equagao de
Navier-Stokes, assim como diversas outras equacoes diferenciais parciais. Também
encontram-se muitas aplicagoes no contexto da mecanica dos sélidos, em que
fenomenos associados a flexao e flambagem, por exemplo, sao descritos por equagoes

diferenciais de segunda ordem.

Forma Fraca
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A partir da forma forte, pode-se obter uma nova formulacao baseada em apro-
ximar a solugao exata. Nesse sentido, busca-se encontrar uma funcao tentativa -
normalmente chamada wu - que seja solucao ao menos em um sentido mais fraco, nao
necessariamente cumprindo com todas as restricoes da forma original e assumindo
os valores exatos em todos os pontos. Assim, tal descricao também recebe o nome
de forma variacional.

Para a funcao tentativa, é necessaria a seguinte propriedade em todo o dominio

Q2 do problema:

/ IVul? d2 < oo (2.34)
Q

Ou seja, a funcao u deve ter o quadrado da norma de seu gradiente integravel,
além de que seja necessariamente derivavel. Também exige-se que a funcao em si
tenha seu quadrado integravel. Nota-se, portanto, ja uma flexibilizacao da forma
fraca: a solugao buscada mesmo para um problema de segunda ordem nao necessa-
riamente é de classe C%. Diz-se, assim, que a funcao tentativa pertence & um espaco
de Sobolev, isto é, um espaco vetorial de funcoes munido de uma norma que garante
a regularidade de seus elementos, assim como de suas derivadas até a requerida
ordem.

Para obtengao da forma fraca, entao, escolhe-se uma fungao w que deve pertencer
ao mesmo espaco de fungoes que u, além de obedecer restrigoes adicionais quanto as
condigoes do contorno. Para exemplificar o procedimento, consideremos o seguinte

problema, em sua forma forte:

Au+v-Vu=f em
u=g em I'p (2.35)

Vu-n=h em I'y

onde f, g e h sao funcoes escalares diferencidveis em cada varidavel e v um vetor
constante.
I'p e I'y representam partes do contorno do dominio em questao, isto é 9€) =

I'p UT'y. Suadiferenga esté no tipo de condig¢ao de contorno designada. No primeiro
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ha a chamada condigao de contorno de Dirichlet, em que se prescreve um valor para
a fungao em si, enquanto que no segundo a condigao é dita de Neumann, em que
se dd um valor para a derivada da funcao. No primeiro caso, a condicao ¢é dita
essencial, ao passo que a outra diz-se natural.

Tal diferenca de nomenclatura é bem clara no que tange a forma fraca de um
problema. De fato, exige-se que a funcao tentativa obedeca as condigbes essenciais,
mesmo que nao se verifiquem as naturais. Existem ainda outros tipos de condicao de
contorno, como a de Robin, em que ha uma combinacao da funcao com sua derivada.
Apesar disso, Dirichlet e Neumann sao, consideravelmente, as mais comuns.

A funcao peso w, além de também pertencem ao espaco de Sobolev da funcao

tentativa, deve se anular no contorno essencial, isto é:

w=0 em I'p (2.36)

Para, entao, obter a forma fraca, considera-se a equagao diferencial original mul-
tiplicada por w e integrada no dominio. Isto equivale & uma ponderagao da equagao,

de forma que fica clara a ideia de utilizar w como um peso para a solugao. Assim:

/w(Au+V~Vu—f) dQ =0 (2.37)
Q

Ou ainda:

/wAudQ—i—/wv-VudQ:/wfdQ (2.38)
0 0

Q
Visando flexibilizar as restrigoes sobre as fungoes, assim como chegar em um
problema simétrico apds a discretizagao (o que serd explicado mais a frente), utiliza-
se integracoes por parte para igualar o grau das derivadas de v e w. Por meio da

aplicacao de uma das Identidades de Green:

/VqudQ—i—/ wfdQ:/ qu-ndFD—l—/ qu-ndFN—i—/ wv-VudQ (2.39)
Q Q I'p Iy Q
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Com a identidade [2.36] tem-se:

/Vw~VudQ+/wfdQ:/ whdFN—i-/wv-VudQ (2.40)
Q Q I'n Q

Assim, o problema em sua forma fraca é definido como sendo encontrar uma
funcao u no espaco de fungoes referido e que satisfaga as condigoes de contorno
essenciais e a equacao acima. Isso dado que w é uma funcao qualquer que verifica

as condigoes acima mencionadas.

Discretizacao do dominio e fungoes de forma

Para proceder com o Método de Elementos Finitos propriamente, é necessario
entao discretizar o dominio de u e w, fazendo assim a aproximacgao e empregando o
método variacional. Existem diferentes esquemas que podem ser utilizados para tal
definicao. Dentre eles se destaca o método de Galerkin, em que as funcoes de forma
para u e w sao iguais. Tal método possui vasta aplicacao em problemas de dinamica
dos fluidos, mas existem também variacoes que sao utilizadas em situagoes mais
especificas. Exemplos sao os métodos de Ritz-Galerkin, Petrov-Galerkin, Taylor-
Galerkin e Bubnov-Galerkin.

Inicialmente aplica-se a divisao do dominio em elementos, definindo assim a
malha a ser utilizada, como o exemplo em [Figura. A partir disso, sao definidas

as seguintes somas que aproximam os valores das fungoes em cada elemento:

ut = ZNiui (2.41)

w® = Z Njwj (242)
£ =Y Nfe (2.43)

nos
em que N;, N; e Ny sao chamadas de func¢oes de forma (ou de interpolagio) e
u; € w; sao incégnitas constantes do problema. A soma acima é tomada em todos
os pontos do elemento em questao; por exemplo, no caso unidimensional somam-
se os valores nos dois extremos da reta [Figura 2.11]. Os sobrescritos indicam o

elemento a que a func¢ao pertence, enquanto os subscritos estao indicando a qual né
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estd associada no sistema local do elemento.

ATl Al oarz AT
_"‘I\E -I\'l J'\h':! iy

I
L

) ;
1 2 3 7T

Figura 2.11: Funcgoes de forma lineares em elementos unidimensionais

Substituindo as somas na equagao [2.40

/ > VNV Nuzw;dQ+ / > Njw;N frd) = / > Njw;hdl y+ / > Njw;v-V Nyu;dS
Q5 Q ik Iy i
(2.44)

Dividindo por w; e utilizando a linearidade da integral e do produto escalar de

Vetores, escreve-se:

Ku® 4+ M*f° = c.c. + v - G°u° (2.45)

Em que K¢, M° e G° sao as matrizes elementares que tem as seguintes entradas:

Q
gij = /QNJ'VNi dS2 (2.48)

Nota-se que gj; sao vetores, de forma que serd conveniente dividir a matriz em
cada uma das coordenadas do problema posteriormente. O termo “c.c.”’representa
as condicoes de contorno que nao foram anuladas na forma fraca. A matriz M
¢ comumente chamada de matriz de massa, enquanto K é a matriz de rigidez.
Tal nomenclatura estd associada a modelagem de mecanica dos soélidos pelo papel

que essas matrizes empregam na equacao acima, comparativamente ao da massa e
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rigidez na cinematica de um corpo. A matriz G ¢é dita matriz gradiente, por ser
uma discretizacao desse operador diferencial.

O método de Galerkin consiste em definir as funcoes de forma como iguais, isto
¢, N; = N;j = Nj, em cada n6 da malha. Dessa forma, garante-se que as matrizes
M e K serao simétricas. Assim, tomando fungoes de forma usuais, como expressoes
polinomiais, é facil obter os valores para os termos acima; em certo casos estes ja
estao disponiveis na literatura em formas de simples implementacao.

Somando em cada elemento da malha, constrdi-se um sistema linear com as

entradas das matrizes dadas pelas expressoes anteriores:

Ku+ Mf = c.c. + v- Gu (2.49)

Destaca-se que, na equacgao acima, u, f e c.c. sao vetores que contém os valores
nodais das fungoes, de forma que o sistema acima retorna os valores de u nos pontos

desejados. Rearranjando e considerando que a matriz obtida é inversivel:

u=(K-v-G)(c.c. — Mf) (2.50)

Matrizes Elementares

A partir do método de Galerkin, tomando as fungoes de forma como iguais, as
matrizes elementares podem ser calculadas, como comentado. Além disso, elas serao
simétricas, o que facilita o calculo numérico.

No caso de um elemento unidimensional, as funcoes de forma dependem somente
da tnica coordenada presente. Podem ser escolhidas as seguintes interpolacoes, em
que x; e xy representam as coordenadas dos respectivos nés no elemento:

r — I

(2.51)

Np=2"12 (2.52)

De fato, sao interpolagoes como mostrado em [Figura[2.11]. Essas proporcionam

29



as seguintes matrizes:

L (2.53)
hilo1 1 '
hl2 1

m‘ = — (2.54)
611 2

onde h representa o comprimento do elemento.

Para o caso bidimensional, h4 uma gama de elementos que podem ser empre-
gados, em que utilizam-se quantidades diferentes de nds. Sera escolhido para o
presente projeto o elemento de triangulo linear por sua simplicidade e eficiéncia

frente a problemas numéricos [Figura [2.12].

Y

£

Figura 2.12: Elemento Triangular Linear

Escolhendo a base de fungoes de forma como:

N1 = ﬂ(al + bl.’l?l + Clyl) (255)
N2 = ﬂ(@Q + b2$2 + ngg) (256)
N3 = ﬂ(ag + bgl'g + ngg) (257)
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Em que a drea do elemento pode ser calculada como:

Iz oy
1
T x3 y3

Os coeficientes do polinomio interpolador sao dados por:

a1 = T2Y3 — T3Y2 bi =y —ys3 Cl = T3 — T2
Ay = T3Y1 — T1Y3 by =ys — Co =T1 — T3
a3 = T1Y2 — T2l b1 =y1 — Y2 C3 = Tg —T1

De forma que é obtida a seguinte k°:

k° = AB"DB

Em que as matriz B e D sao dadas por:

B:L bi by b3
24 Ci1 Co C3
k., 0O
D:
0 k,

Considerando k, = k, = 1, D torna-se a matriz identidade.

As demais matrizes elementares sao:
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(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)



€1 C2 C3
e __
8 = Z |1 c2 c3 (265)
€1 C2 C3
Por fim, no caso tridimensional, utilizando elementos tetraédricos lineares [Figura

2.13] de forma similar ao caso bidimensional, tem-se a seguinte base:

1

Ny = % (a1 + bizy + crys + di 1) (2.66)
1

Ny = _6V (0,2 + boxo + Coys + ngg) (267)
1

N3 = _6V (CL3 + b3{l§'3 + c3ys + ngg) (268)
1

Ni = oo (a + atea + caya + daza) (2.69)

E o volume V pode ser calculado por:

I o1 1 =
1 1 =z z
Veodet | 27 (2.70)
6 I z3 y3 23
_1 Ty Ya 24
il
= A

Figura 2.13: Elemento Tetraédricos Linear

32



Por sua vez, as matrizes elementares sao dadas por:

k‘ = AB"DB
Em que as matriz B e D sao:
by by by by
1

B = GV | o
dy dy d3 dy

kr 0 0

D=10 %k 0

0 0 k,

Novamente, serd considerado k, = k, = k., = 1. As demais matrizes sao:

21 11

o ovi1t211
m—_

2011 1 21

1 1 1 2

by by bs by

61b1b2b3b4
8x = 55

24 1b, by by by
by by by by

Ci Cy C3 (4

1 [c1 ¢ 3 ¢4

8 = 57
Y 24 Ci Cp C3 (4
Ci Cy C3 (4
dy dy ds dy
e 1 dl d2 d3 d4
8z — 5,

24 1d, dy ds dy
dy dy ds dy

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

As entradas das matrizes que equivalem aos coeficientes dos polinomios interpo-
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ladores, no caso tridimensional para a base escolhida, sao dados por:

bi = (Y2 —ya)(23 — 24) — (y3 — ya) (22 — 24)

by = (y3 — ya) (21 — 24) — (Y1 — ya) (23 — 24)

(2.78)
bs = (y1 — ya)(21 — 24) — (Y2 — ya) (21 — 24)
by = —(by + by + bs)
C1 = (22 — Z4)<J]3 — I4) — (Zg — 24)(1’2 — I4)
co = (23 — 24)(21 — 24) — (21 — 22) (73 — T4) (2.79)
c3 = (21 — z4) (1 — x4) — (22 — 24) (11 — 24)
ca=—(c1+c2+c3)
dy = (22 — 24)(ys — Y1) — (03 — 24) (Y2 — ya)
dy = (953 - x4)(y1 - y4) - ($1 - x4)(y3 - y4) (2.80)

d3 = (1 — 24) (Y1 — ya) — (22 — 24)(y1 — Ya)
dy = —(dy + dy + ds)

Montagem das matrizes - Assembling

Apés obter as matrizes elementares, passa-se entao para a fase de acoplamento
global dos valores obtidos, em um processo conhecido como Assembling das matrizes
para formagao de suas equivalentes globais.

Nesse momento, utiliza-se a numeracao dada aos elementos e nds para que seja
possivel identificar a posicao relativa ao sistema global em que cada matriz elementar
deve se encontrar [Figura [2.14]. Para tal, o método utiliza a chamada Matriz de
Conectividade ou de Incidéncia (IEN).

Tal matriz é constituida de forma a conter, em cada linha, os ndés que estao
presentes em cada elemento, seguindo o esquema de numeracao global pré-definido.
Ou seja, sua dimensao é dada pela quantidade de elementos e nimero de ndés em

cada elemento. Uma matriz de uma malha de cem elementos quadrilateros, por
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exemplo, possui quatro colunas e cem linhas.

12 15

30

25

20

=15

e
OGO

10

05

©
&
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00 42— : ——¢
00 0.5 10 15 20 25 30
x

Figura 2.14: Exemplo de malha bidimensional numerada

Na malha acima, tem-se a seguinte IEN:

(0 1 5 4]
1 2 6 5
2 3 7 6
4 5 9 8
IEN=|5 6 10 9 (2.81)
6 7 11 10
8 9 13 12
9 10 14 13
10 11 15 14

Assim, nota-se no exemplo acima que, para o primeiro elemento, seus nos sao
equivalentes aos numeros 0, 1, 5 e 4; onde o elemento foi percorrido no sentido
anti-horario. Portanto, a primeira linha da matriz elementar equivale a posi¢ao
0 na matriz global: sua primeira entrada estd associada a posi¢ao 00; a segunda
a posicao 01; a terceiro a 05 e assim por diante, percorrendo cada elemento - e

equivalentemente cada linha da Matriz de Conectividade.

Conclusao do Método
Apo6s o Assembling, as matrizes globais estao formadas e é possivel resolver o
sistema linear encontrado, como o caso presente na equagao [2.49|

O método conclui-se, entao, com a analise dos resultados obtidos e sua inter-
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pretacao fisica. Sua aplicacao é feita de forma iterativa, de forma que apds gerada
uma malha e observados os resultados, podem ser buscadas melhorias por meio de
refino da malha. Nesse sentido, busca-se uma convergéncia dos valores encontrados
quando h& aumento do ntimero de elementos.

Além disso, técnicas de pds-processamento e otimizacao da qualidade da malha e
do modelo geométrico podem ser empregadas. O procedimento geral da solugao de
um modelo fisico a partir de um método numérico, em especial no caso do Método

de Elementos Finitos, é resumido por Bathe, em [4], pelo seguinte fluxograma em

[Figura [2.15].
ok Mudanca do
Problema Fsico [

Modelo Matematico
Regido por Equagdes Diferencials
Definigéo de:

Geometria

Cinemitica

Equagdes Constitutivas
Carregamentos
Condigdes de confomno
Quiros

Melhora do Modele
Matematico

Y
.y

Solugdo por Elementos Finitos .
Solugdo por
Escolha de: Elementos Finitos

« Elementoz
« Densidade de Malha
s Parametros de Solugdo

A

F.epresentagdo:

» Camegamentos
s Condigdes de Contorno
o Outros

Refine da malha e dos
parimetros de solugdo

h J

Verificacio da acuracia da T
solugdo e do modelo
matematice

Interpretacio dos | Anilize do
Resultados 7| Refino

5| Melhoria do design e
otimizagdo estrutural

Figura 2.15: Fluxograma do MEF - Adaptado de [4]

2.2.3 Volumes Finitos

Um terceiro método numérico a ser apresentado é o Método de Volumes Finitos

(MVF). Este ¢é similar aos anteriores em sua esséncia, no sentido que demanda uma
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discretizacao do dominio de interesse. Porém, esta é feita de forma a separd-lo em
pedagos de volume (diga-se drea, no caso 2D) e avaliar o valor médio da fungao que
deseja-se obter.

Nesse sentido, a equagao diferencial a ser solucionada ¢ integrada nos volumes
discretos. O MVF ¢ dito, entao, um método conservativo, em que se garante que as
leis de conservagao serao verificadas [40].

Usualmente, define-se uma malha de elementos, com vértices representando os
nos, assim como é feito no MEF e representado em [Figura ; nesse caso, 0s
volumes e elementos podem coincidir e toma-se o centroide do volume como sendo
igual ao do elementos. No presente projeto, contudo, é de particular interesse definir
volumes com centro nos nos e seus limites sendo dados conectando os centroides dos

elementos originais. Um exemplo de tal discretizagao pode ser visto na imagem

[Figura [2.17].

Figura 2.17: Volumes Finitos com centro nos nos [5]

Em alguns casos, tal procedimento é descrito como uma combinagao entre o
método de Elementos Finitos e Volumes Finitos, por empregar uma discretizagao
muito similar ao primeiro, ainda que haja presenca de um volume diferente em que
as propriedades de interesse sao avaliadas [10]. Também encontra-se o nome Método
de Volumes Finitos Baseado em Elementos (EbFVM - Element-based Finite Volume
Method) [41] [42].
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2.3 Forcas de Tensao Superficial

2.3.1 Histérico e a equacao de Young-Laplace

O célculo das forcas de Tensao Superficial teve seu inicio séculos atras. Na nona
edicao da Enciclopédia Britanica, James Clark Maxwell - imortalizado por seus
trabalhos em eletromagnetismo - escreveu um texto referente a histéria do estudo
de tais forcas e dos fendmenos de capilaridade. Na décima edicao, o texto foi revisado
por outro célebre cientista: John W. Strutt - o Lorde Rayleigh. Em [43], o autor faz
uma revisao critica e um apanhamento histérico da segunda versao, em que destaca
o desenvolvimento do estudo da tensao superficial e seus principais contribuidores.

Maxwell aponta Leonardo Da Vinci como a primeira pessoa a observar os efeitos
de forcas moleculares em fluidos e traduzi-los como uma forma de tensao devido
a coesao entre as moléculas. Apesar disso, ainda seriam necessarios alguns séculos
para que uma teoria sélida sobre tais grandezas fosse estabelecida. Sao creditados
nesse sentido Thomas Young e Pierre Simon Laplace por seus trabalhos, conduzidos
de forma independente, no inicio do século XIX.

Pomeau destaca em [43], indo ao encontro do defendido em [44], que, apesar de te-
rem obtido resultados similares, as publicacoes dos dois cientistas diferiam bastante
no que tange seu conteudo. Young apresentou, em seus artigos, uma abordagem
majoritariamente tedrica, em que fazia pouco uso de formula¢oes matematicas ou
explicacoes diretas de suas ideias. Ja Laplace seguia uma apresentagao mais simi-
lar a artigos modernos, disponibilizando uma deducao extensa do equacionamento
obtido.

Nao obstante, destaca-se que ambos chegaram ao importante resultado que re-
laciona a tensao superficial com a curvatura média da superficie do fluido. Uma
dedugao seguindo os passos dados por Laplace estd disponivel em [43], contudo,
atualmente héa diversas modificagoes que simplificam o desenvolvimento. Essas em
geral seguem duas abordagens: uma baseada no equilibrio de forcas e outra a partir

da conservacao de energia, como ¢é usual em dedugoes de fisica mecanica.

Um exemplo pode ser encontrado em [6], em que a imagem abaixo é considerada
[Figura [2.18]. Sendo P um ponto em uma superficie, traga-se uma curva que dista

p do ponto e nela identifica-se os arcos AB e CD, parte das curvas na superficie
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que correspondem as direcoes principais e; e es.

N

Figura 2.18: Representacao esquematica da decomposicao do campo de tensoes em
um elemento superficial infinitesimal [0]

N indica o encontro das dire¢coes normais das curvas com a normal da superficie.
Dessa forma, pode-se obter as curvaturas normais a partir do angulo ¢, aqui sendo
o complementar do angulo dado na definigao de Curvatura Normal [Figura. Em
se tratando das direcoes principais, os raios de curvatura representados R; e Ry sao
justamente os inversos das curvaturas principais ky e ks.

Assim, admitindo uma aproximacao para pequenos angulos, a forca em um ele-

mento ol na periferia em A, sob a acao de uma tensao superficial o, é dada por:

Slosin ¢ = 510R£ ~ dlog (2.82)

1

Considerando a forca em elementos equivalentes em A, B, C e D e somando-os:

1 1
F=2 —_— 4+ = 2.
5 podl (Rl + R2> (2.83)

Sendo a curva obtida uma circunferéncia, pode-se integrar em um quarto de seu
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perimetro para obter:

1 1 TP 1 1

F=2008l—+— | x =~ =7p’0 [ — + — 2.84
po (R1 Rg) Wpa( ) (2.84)
Por outro lado, se existe uma diferenca de pressao entre o interior e o exterior

da superficie, a for¢a equivalente sera dada por seu produto com a area:

F ~ Aprp? (2.85)

O que implica na equacao de Young-Laplace em sua forma tradicional, em lite-

ratura nacional também chamada Lei de Laplace:

1 1
Ap = — 4 2.
P U(R1+R2) (2.86)
Ou ainda:
Ap =0 (k1 + ko) = ok (2.87)

Outras deducoes se apoiam na mudanca de area equivalente a um aumento de
energia na superficie, em que é explorada a seguinte equacao, em que W representa

a energia e A a area:

SW = o6 A (2.88)

Detalhes sao apresentados em [45], assim como dedugoes alternativas estao pre-
sentes em [0] e [46]. Como mencionado, a deducao como feita por Laplace estd
presente em [43].

A equacao de Young-Laplace é a mais comum modelagem de tensao superficial,
indicando sua relacao com a diferenca de pressao e a curvatura. Apesar disso,
em aplicacoes mais modernas, outras equacgoes sao utilizadas para representar tal
fendbmeno, como é o caso da expressao de Kirkwood-Buff, que utiliza principios de

mecanica estatistica. Outro exemplo é a equagao de Triezenberg-Zwanzig [47].

2.3.2 Continuum Surface Force (CSF)

No contexto do presente projeto, contudo, é de interesse utilizar uma equacao que

seja mais adequada para o calculo da tensao superficial especificamente em escoa-
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mentos bifasicos, na interface entre os fluidos. O modelo mais utilizado nesse sentido
foi proposto por Brackbill, Kother e Zemach em [48], chamado de Continuum Sur-
face Force (CSF).

Baseando-se fortemente na equagao de Young-Laplace, o modelo proposto busca
adequar-se a diferentes métodos de descricao da interface no escoamento. Nesse
sentido, a equagao do CSF é aplicavel em geometrias complexas, além de poder ser

calculada em uma interface cujo formato varia com o tempo. Tem-se:

f=oknd, (2.89)

em que f representa a forca de tensao superficial em um ponto da interface, o é a
tensao em si - como presente na equagao -, k é a curvatura média e n é o
vetor normal no dado ponto. O termo d; representa uma funcao Delta de Dirac,
que nesse caso assume valor 1 na interface e 0 fora, a qual possui espessura h. De
fato, se fazemos com que h tenda a zero, nota-se a semelhanca com a equacao de
Young-Laplace.

Destaca-se, portanto, que a forca de tensao superficial nao é interpretada como
uma condicao de contorno do escoamento; no contexto do CSF, esta assume a ca-
racterizagao de uma forca de volume que age na interface. Nesse sentido, no caso de
uma bolha estatica por exemplo, pela equacao de Navier-Stokes, teremos Vp = f,
em que Vp é o gradiente de pressdo [8], uma vez incluido o termo de tal forga no

equilibrio de momento.

2.3.3 Modelagem da Interface em Escoamentos Bifasicos

Modelos que consigam capturar de forma satisfatéria o comportamento de escoamen-
tos bifasicos apresentam diversos desafios computacionais. Entre esses destacam-se
a dificuldade de forcar a conservacao de massa, momento e energia no sistema, de
forma & obter uma solugao robusta e realista [49]. Além disso, deve-se atentar a
presenca de erros numéricos devido aos métodos utilizados, assim como o apareci-
mento de correntes espurias. Estas referem-se a velocidades de origem nao-fisica que
sao encontradas em esquemas de discretizacao da equacao de Navier-Stokes, como

descrito em [50].
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Nesse sentido, diversos métodos que tentam representar a interface de uma forma
coerente foram propostos. Em geral, estes se dividem em dois grupos: Interface
Capturing e Interface Tracking, ou ainda abordagem Euleriana e Lagrangiana, res-
pectivamente.

De fato, tal nomenclatura estd ligada com as usuais interpretagoes de um es-
coamento segundo cada abordagem. No caso Euleriano, a interface nao faz parte
da malha computacional e deve ser calculada a partir de uma funcao que a repre-
sente (color function [8]), de forma que é necessdrio uma equagao adicional para a
cinematica da interface. No caso Lagrangiano, contudo, a interface é descrita por
elementos geométricos (que podem fazer parte da malha do fluido ou néao) e deve
verificar as mesmas equacoes que o escoamento como um todo. Nesse sentido, a
abordagem Euleriana também recebe o nome de “desacoplada”ou de interface “di-
fusa”e a Lagrangiana de “acoplada”, com interface “nitida” [51].

Destaca-se que o primeiro caso é mais eficiente na descri¢ao de alguns fenémenos
como quebra e coalescéncia de bolhas [§ [52], porém demanda mais aten¢do no
sentido computacional, uma vez que é necessaria uma maior qualidade de malha para
capturar a interface corretamente. Além disso, a funcao utilizada para descreve-la
pode ser uma fonte de erros numéricos consideraveis e de problemas na conservagao
de massa no sistema, o que nao acontece na segunda abordagem. Nao obstante, a

interface difusa consegue modelar com mais facilidade topologias complexas.

r I
(a) Malha Acoplada (b) Malha Desacoplada

Figura 2.19: Malhas das diferentes abordagens para modelagem da interface [7]

No caso da interpretacao Euleriana, entao, destacam-se os métodos de Volume

of Fluid (VOF) e Level-Set (LS), apesar de existirem outros como o “Phase-Field”e
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métodos hibridos. Em [49] é realizada uma completa revisao desses tipos de método,
indicando o desafio de verificar as leis de conservacao - particularmente do momento
e massa - e, em conclusao, colocando o primeiro tipo como o mais promissor.

O VOF consiste em associar a cada elemento de malha um ntmero entre zero e
um que expressa o quanto de cada fluido esté presente no volume do elemento [Figura
2.20]. Para tal, inicia-se com uma fungao H, como definida em , e calcula-se
a posicao da interface por meio de uma equacao hiperbélica , integrando-a no
tempo. Esta metodologia foi apresentada pela primeira vez em [53] e desde entao

recebeu diferentes tratamentos e aplicagoes.

interface

r'd

N\

0.70

0

1 0.99 \ 0.9 0

e
/

Figura 2.20: Malha no método VOF [§]

Em [54], por exemplo, é desenvolvido um método VOF para calculos em duas e
trés dimensoes, com resultados satisfatorios quando comparados com dados experi-
mentais no movimento de bolhas e em fluidos estagnados. J& em [52], é proposta
uma metodologia que busca diminuir a presenga de correntes esptirias em escoamen-
tos interfaciais, realizando uma comparagao entre diferentes modelagens da tensao
superficial - indicando uma incompatibilidade com o CSF.

Ainda assim, como acontece em [55], é proposto um método similar que se adéqua
ao modelo de CSF, também verificando bons resultados com testes experimentais
em coalescéncia de bolhas. Ademais, em [56], 0 mesmo modelo de tensao superficial
é utilizado para propor um esquema de interpolacao da pressao entre os fluidos a
partir de uma representacao da interface de forma difusa. Nao obstante, deve-se
destacar que o VOF apresenta problemas principalmente no cédlculo de propriedades

geométricas, como normal e curvatura.
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1 se X est4 no fluido interior & interface

H(x,t) = (2.90)

0 se X estd no fluido exterior & interface

Um exemplo de equagao para o célculo da interface é dada em [49]:

V%kt(t)+/89(u-n)H(x,t)dS:/QHV-udV (2.91)

em que integra-se no volume ), para cada elemento de volume V. u é o vetor
de velocidade do escoamento e n o vetor normal calculado na interface. C, por sua
vez, representa a média da funcao de Heaviside no volume. Nota-se que, em um
escoamento incompressivel, pode-se anular o lado direito da equacao.

J& no caso de métodos do tipo LS, sua origem é tradicionalmente devido a
estudos em computagao gréafica - como [57] -, sendo empregados pela primeira vez em
modelagens de escoamentos bidimensionais em [58]. Estes baseiam-se na defini¢ao
de uma fungao de distancia com sinal ¢(x, t) que é calculada a partir de uma equagao
de advecgao, como em [2.92] [§].

99

E+u~n|v¢| =0 (2.92)

A funcao ¢ é, geralmente, definida como a menor distancia entre um ponto da
malha dos fluidos e um ponto da interface; de forma que a interface é obtida quando
esta se anula. Além disso, a tal distancia é dado um sinal (positivo ou negativo) que
indica a posicao do né em relacao a interface - seguindo a mesma ideia da equagao
[2.90]. Deve-se observar, portanto, que é necessario reinicializar a interface em cada
instante (ou pelo menos em uma quantidade significativa) para que a interface seja
recalculada a partir da equacgao .

Partindo de [58], diversos trabalhos foram propostos que utilizam tal método,
como é o caso de [59], que o apresente no caso de uma superficie livre em trés
dimensoes, realizando diferentes testes de validacao com resultados experimentais
conhecidos.

Em [60], utiliza-se um método de elementos finitos a partir da discretizacao de

GLS (Galerkin Least Squares) em um escoamento bifdsico. Discute-se, em particu-
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lar, a importancia da reinicializacao da interface a partir da equacao de adveccao
para garantir estabilidade no método. Outro exemplo relevante ¢ dado em [61],
em que o modelo de CSF ¢ utilizado com um esquema de Petrov-Galerkin para re-
solucao da equacgao de Navier-Stokes, fornecendo comparagoes com resultados como
a ascencao de bolhas.

Destaca-se que, em tal formulacao, especial atengao deve ser dada a conservacao
de massa por possiveis problemas na resolugao de [2.92] [58]. Nao obstante, o cédlculo
de propriedades geométricas pode ser feito diretamente a partir da funcao ¢, utili-
zando as relagoes abaixo. Nesse sentido, alguns métodos hibridos que utilizam tanto

o LS quanto VOF foram propostos.

_ Ve
n= Vol (2.93)
k=V-n (2.94)

4

Ja na abordagem Lagrangiana, destacam-se os métodos de “volume tracking’e
“front tracking”[§], ainda que diversos outros existam. Em [62] é feito um apanhado
das diferentes metodologias de abordagem Lagrangiana e sao resumidos métodos
usuais.

O “volume tracking”é um método, primeiramente proposto em [63], baseado na
definicao de marcadores e células no dominio dos fluidos que terao seu movimento
estudado para definicao da interface. Por esse motivo, também recebe o nome de
MAC (Marker-and-Cell). Um exemplo estd presente em [64], em que estuda-se o
método em escoamentos multifasicos, apresentando diferentes resultados do método
numeérico.

Ja os métodos de “front tracking”utilizam a definicao de uma interface dada
por elementos conectados (como uma malha de nés e retas, por exemplo). Estes
sao inseridos em um escoamento interpretado por uma abordagem Euleriana, como
destacado em [§] e [65].

O método foi inicialmente proposto em [66], em que foi estudado o movimento de
ondas. Em [67], foi utilizado o método de Galerkin, alinhado & funcao de distancia

definida como no método LS. Dessa forma, foram utilizadas as equacoes anteriores
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(, ) para calcular as propriedades geométricas a partir de uma funcao ¢.
Contudo, nesse caso nao houve necessidade de reconstruir a interface utilizando uma
equacao de adveccao, sendo isto feito pela interpretacao Euleriana do movimento
dos fluidos.

Além disso, foi utilizado o modelo de CSF, com uma modificacado na funcao
Delta de Dirac, que foi substituida pelo gradiente de uma funcao de Heaviside,

similar aquela dada em [2.90]. Tem-se:

;

1 se X estd no fluido interior a interface
Hi(x) = <05 sex estd na interface (2.95)
0 se X estd no fluido exterior & interface

\

Assim, também pode-se utilizar a funcao acima para calcular a distribuicao de

propriedades, como a viscosidade []]:

® = H + Bo(1— H) (2.96)

em que ¢, e Py sao as propriedades em cada fase do escoamento.

Outro exemplo de utilizacao da abordagem Lagrangiana para a interface estd
presente em [§], em que utilizam-se métodos numéricos baseados nos conceitos men-
cionados de geometria diferencial para o célculo de curvatura e vetor normal, os quais
serao explorados no proximo capitulo. A partir disso, uma descricao Euleriana-
Lagrangiana do escoamento é utilizada (ALE - Arbitrary Lagrangian Eulerian),
sendo apresentadas diversas validagoes do cédigo numérico com resultados conheci-
dos.

Nesse sentido, destaca-se que no presente projeto nao serao apresentadas solugoes
da equagao de Navier-Stokes e assim aplicagao das diferentes interpretagoes no que
tange o movimento dos fluidos e sua interface. Serao explorados os métodos acima
descritos exclusivamente no calculo do termo de forca de tensao superficial e re-
presentacao da interface. A seguir sao apresentadas, com mais profundidade, as

metodologias utilizadas em tal propoésito.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1 Calculo da Curvatura Média

Como explicitado nas equagoes Young-Laplace e do CSF, as forcas de tensao su-
perficial estao intimamente ligadas a propriedade de curvatura média da forma
geométrica do fluido em questao.

Nesse sentido, o primeiro passo para o calculo das forgas sera o desenvolvimento
de um método capaz de obter a curvatura média, tanto em casos bidimensional como
em situagoes tridimensionais.

Serao propostas, assim, duas formas de obter a propriedade em questao em cada
caso: uma metodologia baseada na ideia do Método de Diferencas Finitas e nas
equacoes de Frenet e um esquema baseado no Método de Elementos Finitos e

na discretizacao do operador Laplace-Beltrami.

3.1.1 Curvatura 2D - Equacoes de Frenet

Iniciando pela configuragao bidimensional, ao tomar a primeira igualdade do sistema
de Equacoes de Frenet, podemos aplicar a ideia do método de Euler para obter a
seguinte formulagao:

tiz1 —

ki+1ni+1 = (31)

Asiy
Destaca-se que na igualdade acima, ha uma operacao entre vetores, diferente-

mente do foi exemplificado para o método de Diferencas Finitas. Nao obstante, a
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equacao diferencial foi discretizada seguindo o mesmo esquema.

Nesse sentido, curva é discretizada em uma quantidade finita de pontos x;, com
¢ variando entre 1 e o total de pontos, seguindo o discutido na se¢ao de geometria
diferencial discreta. Os vetores tangentes sao obtidos, entao, como sendo exatamente
aqueles dados pela direcao de cada segmento de reta que une os pontos considerados
na discretizacao [Figura [3.1]. Dessa forma, uma vez que o vetor normal é unitario,

a curvatura pode ser obtida como a norma euclidiana da expressao acima.

Figura 3.1: Vetores tangentes e normais na curva discretizada

Em relacao ao valor de As; na equacao, deve-se considerar que este é relativo a
distancia entre dois pontos no dominio discreto, de forma que nao fica tao evidente
qual quantidade a ser utilizada se as distancias nao sao uniformes. Nesse sentido,
abordagens diferentes sao propostas: utilizar o passo anterior ou o posterior; a
média de cada desses valores; a distancia entre os pontos médios de cada segmento
ou aproximar os trés pontos vizinhos por um arco de circunferéncia e usar seu
comprimento. Como realizado em []], serd utilizado o esquema com os pontos médios
[Figura |3.1].

Deve-se observar que no esquema apresentado nao ha diretamente uma condicao
de contorno como mencionado para resolugao de equagoes diferenciais a partir do
MDFEF. No entando, esta sendo levado em consideragao o fato de que o dominio é uma
curva fechada e, portanto, deve existir um acoplamento entre o primeiro e ultimo
pontos considerados; o que é suficiente para fazer com que o problema e sua solugao
sejam bem postas no sentido de seja possivel encontrar os vetores normal e tangente
em cada ponto.

Para obter o sinal da curvatura, porém, ainda é necessario definir uma orientacao
na curva. Tal procedimento pode ser feito seguindo o explicado anteriormente e
ilustrado em [Figura . Assim, como previsto na discretizagao [3.1], a curvatura

tem a direcao calculada pela diferenca dos vetores tangentes que, comparada com a
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orientacao definida, ird fornecer o sinal desejado.

3.1.2 Curvatura 3D - Volumes Finitos

No caso de superficies tridimensionais, nao se pode utilizar o esquema desenvolvido
acima, uma vez que em cada ponto da superficie ha uma quantidade infinita de
curvas que o contém. Ainda que discretizemos a superficie e obtenhamos uma quan-
tidade finita de retas que passam por cada ponto, nao é diretamente claro como
definir as curvas a partir disso.

Portanto, para o cédlculo de curvatura em trés dimensoes, inicialmente, sera uti-
lizado um método que surge da interpretacao fisica da curvatura. Tal propriedade é
relacionada com a pressao devido a uma for¢a que age em cada elemento da superficie
discreta, como sugerido em [§] e [6§].

Consideremos, para tal, um né i na superficie e seus nds vizinhos diretos (“1-ring
neighbors”), assim como os elementos que os contém. O conjunto desse elementos
triangulares serd referenciado como A7 [Figura . Cada elemento contribui com
uma forca que esta agindo sobre o né principal, de forma que a curvatura é dada

pela razao entre a soma das contribuicoes e uma area a ser definida como se segue.

2
.-"ﬂ\"l 1
Figura 3.2: Vizinhos diretos de um noé

Calculo da Area

Seja C' o circuncentro do triangulo elementar - ou seja o encontro das mediatrizes
de seus lados - e t; e ty 0s vetores unitarios tangentes definidos pelos lados do
elementos como mostrado em [Figura. Ligando os pontos médios dos lados com

C, define-se m; e my e, assim, obtemos o que sera chamado de area circuncéntrica
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do né no triangulo.

K ;

Figura 3.3: Vetores tangentes e area Circuncéntrica do triangulo

Uma equacao para o valor de tal drea é dada pela férmula abaixo, que é uti-
lizada em [I0], e facilmente obtida pela expressao trigonométrica da tangente em
um triangulo retangulo e notando que, pela definicao do circuncentro, m; e msy sao

perpendiculares aos respectivos lados mostrados acima:

1 — N
Acire = g(IJ cot a + I K cot 3) (3.2)

Nao obstante, utilizando geometria analitica, pode-se obter as coordenadas do
circuncentro em funcao dos lados do triangulo, fazendo com que o calculo da area
seja direto por meio de produtos vetoriais. Em particular, tal forma de proceder é

mais conveniente quando tem-se as coordenadas dos vértices do triangulo:

(a2(b2 + C2 _ a2)I+ b2(a2 + 02 _ b2)J+ 02(a2 + bQ _ C2)K
(a?(b? + ¢ — a?) + b?(a® + 2 — b%) + c2(a® + b — ¢2)

C= (3.3)

em que a, b e ¢ sao os lados do triangulo e I, J e K os respectivos vértices opostos
em termos de suas coordenadas cartesianas.
Logo:

Apire = L ! ti1 A + [Jt N
irc — < — m —_— m
circ 9 9 1 1 2 2 2

) (3.4)

Dessa forma, para cada né, pode-se avaliar a area referente a cada elemento do

conjunto N7 e, somando, define-se a regiao de Voronoi do noé:

AVm'onoi = Z Acirc (35)
ec /\/’f
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Tal nomenclatura é devido a analogia com o diagrama de Voronoi, em que, dado
um conjunto de pontos em uma regiao, se calcula a separacao necessaria a fim
de que cada poligono contenha um dos pontos e, além disso, as regices formadas
sejam aquelas mais préximas de cada ponto [Figura. De fato, o circuncentro é o
ponto equidistante a cada vértice do triangulo, de forma que as areas circuncéntricas
expressam justamente a regiao dos pontos mais préximos a seu respectivo vértice.
Assim, também é comum a analogia com a triangulacao de Delaunay - diz-se que o

Diagrama de Voronoi ¢é seu dual.

Figura 3.4: Diagrama de Voronoi gerado em [J]

Contudo, deve ser observado que nem todo triangulo possui um circuncentro
interior, de forma que é necessaria uma corre¢ao no caso em que o triangulo possui
um angulo obtuso. Em [I(] sugere-se utilizar um quarto da drea total nos angulos
agudos e metade no angulo obtuso no casos desses triangulos. A regiao assim calcu-
lada é uma modificagao da regiao de Voronoi, que em [I0] recebe o nome de A, izeq
[Algoritmo 1].

No presente trabalho, a regiao A,,izeq Serd comparada com outras areas propostas
para o calculo da curvatura. [§] sugere o uso da area baricéntrica, isto ¢, substitui-se
o circuncentro na formulagao acima por este outro ponto notavel, de forma que a
area equivale a um terco da area total do triangulo. Além disso, serao explorados

os resultados sem a modificacao de Ay oronei Para Amized-
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Algoritmo 1 Célculo de A,izeq [10]

Amimed «0
for e in V! do
Acire > Area do elemento e
if e é triangulo acutangulo then
Amixed — Amimed + Acirc
else
if e é obtuso em 7 then
Amixed < Ami:ted + A/2
else e nao é obtuso em ¢
Amimed — Amized + A/4
end if
end if
end for

Calculo da Forcga de curvatura

Em [I0], Meyer et al. utilizam-se da seguinte equacao para o célculo da curvatura:

1

fn= -~
2Amixed

> (cotay; + cotBy) || (xi — x;)|? (3.6)

eeN?
em que os angulos referidos sdo mostrados na figura a seguir [Figura [3.5], assim

como 0s nos X; e X;j.

Figura 3.5: Angulos e vértices na férmula da cotangente [10]

Dessa forma, mesmo que a drea acima referida seja calculada, a derivacao da
forca que se segue nao ¢ utilizada.

No presente trabalho, porém, sera seguido o proposto em [§]. Para tal, basta
calcular o produto entre t; e my, assim como entre ty e my e somé-los [Figura|3.3].

Isso é equivalente a computar duas forca distribuidas, de forma que a interpretagao
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sugerida é que cada vetor tangente exerce uma forca no vértice que deve ser integrada
nos segmentos mencionados.

Uma forma mais simples, contudo, pode ser obtida observando que o resultado
deve ser o mesmo quando toma-se o produto entre a base média do triangulo d e o
vetor unitario t, que é perpendicular a ela [Figura, em decorréencia do Teorema

de Stokes. Tal vetor pode ser obtido ortogonalizando um dos vetores tangentes.

Figura 3.6: Vetor t, em 3D

Ou seja:

F = t1m1 -+ tzmQ = tnd (37)

Em que, pode se calcular t,, como:

t3 A (t1 A ts)

th =
[ts A (b2 A ts)]

(3.8)

Obtengao da Curvatura

Por fim, a curvatura em um né da superficie discreta é dada pela seguinte ex-

pressao:

Zee/\/f F

kn =
Amixed

(3.9)

onde sao somadas as contribuigoes de t,, para cada elemento em N} e tomada a
razao com a regiao definida anteriormente.

Ademais, assim como no caso em 2D, é necessario definir uma orientacao ade-
quada para que o sinal da curvatura seja obtido. O vetor normal em uma superficie
discreta serd obtido pela soma dos produtos vetoriais dos vetores tangentes em cada

elemento, seguindo o esquema referido no Capitulo 2 e ilustrado em [Figura .
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Comentario sobre a Implementagao do Cédigo Numérico

A forma com que foi desenvolvido o calculo acima, indica que é necessario conhe-
cer os vizinhos diretos em cada nd, para que seja possivel computar a contribuigao
de cada um. Além disso, seguir a férmula da cotangente , faz com que seja
necessario conhecer como os noés vizinhos se ordenam, de forma que seja possivel
sempre utilizar os angulos corretamente. Dessa forma, pode-se calcular a curvatura

pelo seguinte loop [Algoritmo 2J:

Algoritmo 2 Cilculo da curvatura com lago nos nés

for i in nés do
K > Vetor com a curvatura em cada né
A+0
F+0
Obter os nods vizinhos ordenados a partir da IEN
for j in nods vizinhos do
Calcular contribuicao de area A;
Calcular contribuicao de forga Fj
A A+ A
A<+ F + F}
end for
Kli| + F/A
end for

Contudo, para tal é necessario percorrer a matriz de incidéncia (IEN) da malha
da superficie e encontrar os nés vizinhos, assim como ordenéa-los, o que pode ser
custoso computacionalmente. Nesse sentido, serd apresentado também o seguinte
loop, baseado naquele empregado usualmente no Método de Elementos Finitos [Al-
goritmo 3]. Neste é necesséario criar matrizes de Area e Forca que tem o mesmo
formato da IEN e, assim, calcular a curvatura somando a contribuicao de cada né

em cada elemento.

3.1.3 Curvatura 2D e 3D - Elementos Finitos

As metodologias acima descritas utilizam de alguma forma a ideia de divisao de
dominio continuo em elementos finitos. Apesar disso, recorrem a outras ferramentas
como uma aproximagao por diferengas e/ou a utilizacao de vetores tangentes para
indicar a acao de uma forca. O método que se segue, por outro lado, emprega

diretamente os passos do MEF, realizando a transformacao do operador Laplace-
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Algoritmo 3 Célculo da curvatura com lago nos elementos

K > Vetor com a curvatura em cada né
A > Matriz com a contribuicao de area de cada né por elemento - formato da IEN
F > Matriz com a contribuicao de forca de cada né por elemento - formato da
IEN
for e in range(elementos) do
Calcular contribuicao de drea devido a cada vértice do elemento [A;, A;, Ax]
Calcular contribuigao de forca devido a cada vértice do elemento [F;, F}, Fy]
for jipea in [1,2,3] do
A[ev jlocal] — [Aza Aj7 Ak]
F[eajlocal] — [Fzy F}'y Fk:]

end for

end for

for a in IEN do
[i,] > Posicao do elemento a na IEN
Ay > Vetor com area referente a cada né
Fy > Vetor com forca referente a cada no

Ayla] = Agla] + A[i, ]
Fyla] < Fyla] + Fi, j]

end for
Fy > Vetor com curvatura em cada nd
K¢ As/Fy > Divisao elemento por elemento

Beltrami ao que seria equivalente a sua “forma fraca”.

Segundo a equagao , pode-se aplicar o operador nas coordenadas dos pontos
da superficie para, assim, obter a curvatura em cada um. Nesse sentido, como deseja-
se trabalhar com um dominio discreto, serd empregada uma forma similar que advém
da interpretacao do operador segundo a forma fraca explorada no MEF. Com isso,
serd possivel escrevé-lo em uma forma matricial - que funciona como uma matriz de
rigidez - e aplicd-la nos vetores de coordenadas.

Para tal, seja w a funcao peso vetorial. Multiplicando e integrando na superficie:

/V?x-wdF:—/VSX:VSWTdF—F/ (Vsx-w)-ndC (3.10)
r r or

em que foi considerada a possibilidade de existir um contorno. Para o contexto
do presente trabalho, tal configuracao nao serd admitida. Uma derivacao completa
da forma fraca, para um campo escalar, em que pode existir um contorno genérico

é descrita em [69]. Logo, considerando uma discretizacao da fungao peso:

/Vgx ~wydl = — / V.x: Vow;h dl = —Kr (3.11)
r r
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Fica, dessa forma, clara a semelhanca entre o que foi desenvolvido e a matriz de
rigidez utilizada no método de Elementos Finitos, como mencionado. Por isso, para
obter o valor da curvatura, serao utilizadas as mesmas matrizes elementares que
foram deduzidas na secao referente ao método, com atencao somente no referencial
que esta sendo empregado. Isto é, no contexto tridimensional sera utilizado um
elemento triangular linear e a base de fungoes teste seguird similarmente.

Dessa forma, escreve-se:

Krx = —F (3.12)

F acima é equivalente a forca calculada a partir dos vetores tangentes nos
métodos anteriores, de forma que basta dividir pela mesma &rea para que se ob-
tenha o valor de uma tensao. A tensao assim deduzida é exatamente a curvatura
em um dado ponto. Vale destacar que tal area é necessaria pois trata-se de uma
superficie discreta e, assim, aplicar o operador diretamente na funcao coordenada
como previsto na equacao retornaria um resultado incorreto. Portanto:

-F

kn=—— 3.13
" Amimed ( )

Assim como foi explicitado para o caso 3D acima, a mesma metodologia pode
ser empregada em duas dimensoes em uma curva discretizada por segmentos de
reta [Figura e ao invés da drea ser utilizado o valor AS. Ainda no caso tridi-
mensional, contudo, deve-se levar em conta que os coeficientes matrizes elementares
apresentadas em sao aplicaveis no plano, mas devem ser levemente modifica-
das para elementos em R3. Assim, é necessario definir uma base local e empregar

uma transformagao como se segue [Figura :

¢ = ﬁ (3.14)
[0 — x10) A (xi = Xa)| A (5 — i) (3.15)

’]” =
1105 = %) A (5 = %) ] A (x5 — x|
em que Xj, Xj € X, sao as coordenadas cartesianas dos vértices do triangulo, como

ilustrado. A base assim definida constitui um base ortonormal local do elemento.
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i Fs

xi

i

Xk

Figura 3.7: Base local no elemento triangular tridimensional

.

i
b

Portanto, os coeficientes destacados na equagao [2.59], no caso de um elemento de

superficie no espaco 3D, devem ser calculados como:

bi = proj,(x;
bj = proj, (X

b = proj, (xi

¢ = proje(x; —

G = projé(

Cr = Proje(x;

—xj) = 1+ (X — Xj)

—Xj) = 7+ (Xk — Xi)

—x5) = n- (X5 — X

xj) = & (xi —x5)
—Xj) = & (X —Xi)
—-xj) = &- ( — Xy)

(3.16)

(3.17)

Assim, a matriz Kr pode ser obtida como explicitado na igualdade [2.60], utili-

zando as equacoes acima. No caso dos elementos de reta no plano, nao ha necessidade

de modificar a base utilizada, podendo ser utilizada diretamente a equacao [2.53].

Portanto, no presente projeto, a curvatura também sera calculada seguindo os

passos acima explicados. De fato, a formulacao aqui desenvolvida é equivalente as

anteriores, em que a forca que se obtinha é igual a calcular a forma discretizada

do operador Laplace-Beltrami aplicado na parametrizagao x. No Capitulo 4 serao

comparados os métodos propostos, mas destaca-se que a diferenca existente entre o

apresentado nessa se¢ao e nas anteriores é puramente computacional, sendo equiva-
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lentes de um ponto de vista matematico.

3.2 Calculo das Forcas de Tensao Superficial

Como explicado, diferentes abordagens sao utilizadas para descrever a interface en-
tre os fluidos em um escoamento bifasico. Serao propostas entao, a seguir, duas
metodologias distintas baseadas nas principais abordagens descritas. Em ambos os

casos a forga de tensao superficial serd calculada a partir do modelo de CSF [2.89)].

3.2.1 Abordagem Lagrangiana

Para aplicacao de uma abordagem Lagrangiana, sera considerada uma disposi¢ao
em que existem duas malha do dominio fisico: a malha exterior, de um dos fluidos
e a malha interior, referente ao outro. Assim, o contato entre as duas malhas define

a interface, portanto formada por objetos geométricos bem definidos e de espessura

nula [Figura [3.§].

Figura 3.8: Malha Acoplada 2D

Logo, a malha gerada pelo Gmsh pode ser importada no cédigo computacional

em uma matriz de conectividade unica, mas sendo possivel distinguir a que regiao
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pertence cada né. Para obtencao da tensao superficial a partir do CSF, é necessario
calcular a curvatura nos nds, assim como definir corretamente a funcao Delta de
Dirac a ser utilizada.

Nesse sentido, a curvatura na interface pode ser obtida pelos métodos mencio-
nados, bastando, entao, extrapola-la para os demais nds. Isso sera feito designando
o valor da curvatura como sendo igual ao valor no ponto mais préximo da interface,
calculado pela distancia euclidiana.

Para a funcao Delta serd utilizada, contudo, sua expressao como o gradiente de
uma funcao de Heaviside, como definida em [2.95]. Portanto, é possivel obter uma
formulacao fraca para a equacao do CSF . Fazendo um paralelo com u no

exemplo dado para o MEF, sendo f a fungao de interesse, tem-se:

Mf = ¥ GH (3.18)

em que M e G sao a matriz de massa e matriz gradiente como explicitadas na
secao do Método de Elementos Finitos, atentando-se ao tipo de elemento utilizado
e sua dimensao. ¥ é uma matriz diagonal que em cada entrada possui o produto ok

referente a cada no.

3.2.2 Abordagem Euleriana

Na segunda abordagem, do tipo Euleriana, é criada uma malha tinica que representa
ambos os fluidos. Além disso, ha também a malha inicial da interface, que possui
uma dimensdo a menos [Figura e serve como condi¢ao inicial nas equagoes
diferenciais da abordagem Euleriana. Nesse caso, entao, sao utilizadas duas matrizes
de conectividade (IEN) com nimero de colunas diferentes, uma para cada uma das
malhas citadas.

Em [Figura , esta representada uma malha desacoplada bidimensional, em
que as linhas cheias em azul escuro representam o contorno do dominio e as de tom
mais claro, a interface. Como é possivel notar, esta atravessa elementos da malha
triangular do dominio.

Assim como na abordagem Lagrangiana, a curvatura em cada ponto da malha

sera obtida primeiro computando-a na interface inicial, utilizando os métodos de-
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Figura 3.9: Malha Desacoplada bidimensional

senvolvidos anteriormente. Assim, serd designado o valor de curvatura para cada né
como sendo a curvatura do né mais proximo dessa interface. Similarmente, a forca
de tensao superficial serd discretizada como expresso em [3.1§].

No caso da abordagem Euleriana, contudo, recomenda-se a utilizacao de modi-
ficacoes na funcao de Heaviside utilizada para que haja mais suavidade na interface

obtida a cada momento. Em [8] sdo apontadas duas possibilidade para a suavizagao:

0 se ¢ < —€

Hi(¢) = 1+ 2+ Lsin(nrg/e)] se —e<p<e (3.19)
1 se ¢ > €

0 se p < —e€

H3(¢) = § 3+ &5 (45(0/€) — 50(d/€)® + 21(¢/€)°) se —e<¢p<e  (3:20)

1 se ¢ > €

\

Em que ¢ representa uma fungao de distancia com sinal, como mencionado no
capitulo anterior e € é uma tolerancia que define a espessura da interface. Seu valor
¢ definido relativamente a malha utilizada, sendo, em geral, entre o tamanho do
elemento de malha e o dobro deste nimero. Lembrando, também, que a funcao

¢ é dependente do tempo e deve-se resolver a equagao [2.92] para obter uma nova
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interface a cada instante. Para condicao incial da equacao diferencial, pode ser

utilizada uma malha como mostrado em [Figura[3.9).

y=Hiz)

—— Heaviide - H1
— Heaviside - H
— Heaviside - H2

08

06

Figura 3.10: Comparagao entre fungoes de Heaviside

Deve-se observar, entretanto, que nesse caso nao ha a informacao direta do soft-
ware de geracao de malha da posicao de cada né em relacao a interface, como so
existe uma malha dos fluidos. Assim, para definir corretamente a funcao distancia
com sinal, pode-se utilizar um esquema para identificar se o né em questao é interior
ou exterior a interface a partir dos vetores normais da orientacao nela definida.

Tal procedimento é feito calculando o vetor distancia que esta relacionado a
distancia minima entre o né da malha dos fluidos e o né da interface - o que pode
ser feito simultaneamente ao cédlculo de tal distancia. Assim, toma-se o produto
escalar entre esse vetor e a normal no né da interface; o sinal do nimero obtido
define a posicao desejada. Evidentemente, se o valor encontrado é zero, o né dos
fluidos também pertence a interface. Destaca-se, além disso, que os requeridos
vetores normais ja foram previamente calculados para obtencao da curvatura. O

algoritmo utilizado estd destacado no [Algoritmo 4].
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Algoritmo 4 Defini¢ao da curvatura nos fluidos e da distancia com sinal

N > Matriz com vetor normal em cada né da interface
K finter face > Vetor com curvatura em cada né da interface
K fiota > Vetor com a curvatura em cada né dos fluidos
stnal > Vetor do sinal do produto interno com a normal
distancia > Vetor da distancia minima para cada né
for i in range(npoints) do
pi < [z, yi, i > Coordenadas do né dos fluidos
Jmin < 0 > Numero do né da interface com distancia minima
vector i, < (0,0, 0] > Vetor associado a distancia minima
mini < in finity > Distancia minima
for j in range(npointsnter face) do
pj < 27,97, 2j] > Coordenadas do né da interface

diStvector — pZ - pj
dist < norm/(distyector)
if dist < mini then
mini < dist
VeCctor min < distyector
end if
end for
end for
Kftotal [Z} A Kf[]mzn]
sinali] <= sinal(< N[jmin], vectoryi, >)
distanciali] < sinalli] x mini

3.3 Resumo

Em suma, as metodologias acima apresentadas serao divididas em duas partes: ob-
tencao da curvatura e modelagem da interface; em que a segunda é dependente da
primeira.

No caso 2D, serao empregados dois métodos nimericos para obtencao da cur-
vatura. Um é baseado no sistema de equacoes de Frente para curvas 2D e uma
adaptacao do MDF enquanto o outro utiliza o MEF. No caso 3D, sera utilizado
tanto um método que emprega os calculos com os vetores tangentes quanto outro
que é derivado do MEF e do operador Laplace-Beltrami discreto.

No caso do célculo em 3D, é de particular interesse verificar o efeito da area
utilizada para avaliar a curvatura, em que foram apresentadas as areas Ayoronoi €
A nized, além da drea utilizando o baricéntro no lugar do circuncéntro - esta serd

chamada Apg;.
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Com a curvatura obtida, utilizando o CSF discretizado, testes para ambas as
abordagens Euleriana e Lagrangiana serao apresentados - tanto no caso bidimensi-

onal quanto tridimensional. Os resultados seguem no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Resultados e Discussao

A seguir serao apresentados os resultados obtidos pelos c6digos numéricos, separa-
dos no caso 2D e 3D. Todos os dados aqui apresentados foram gerados utilizando
um notebook Dell com processador Intel Core i7-7500U e 8 GB de memoria RAM.
Os cédigos foram rodados em Python 3, no software Spyder a partir do ambiente
Anaconda.

Os elementos utilizados em 2D sao todos lineares, assim como, em 3D, utilizou-
se elementos de triangulo linear. Para cada caso sera dado o nimero de elementos
(n.) e numero de nés (n,) da malha utilizada. Todas as malhas empregadas foram
geradas no software Gmsh a partir da definicao da geometria. Mais detalhes sobre

o arquivo de malha gerado pelo software estao no Apéndice A.

4.1 Modelo 2D

No caso bidimensional, serao apresentados os resultados para os dois métodos pro-
postos, que serao chamados no presente capitulo de “Frenet”’e “MEF”. Nesse sen-
tido, sera colocados, primeiramente, o que foi obtido para o calculo da curvatura,
mostrando a convergéncia da malha e tempo necessario para execucao do codigo.
Apos, um dos dois métodos mencionados serd escolhido e os resultados para a mo-
delagem da interface serao mostrados. Destaca-se que esses ntiimeros referem-se aos

valores totais, da malha completa.
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4.1.1 Curvatura 2D

No caso bidimensional, a obtencao da curvatura é direta a partir da resolugao das
Equacoes de Frenet, de forma que existem geometrias com uma equagao analitica
para tal grandeza. Assim, os métodos para cdlculo de curvatura serao validados
segundo expressoes conhecidas.

Nesse sentido, serao estudados os valores obtidos variando o fator de tamanho do
elemento de malha ( “Element Size Factor”), chamado de h, e apresentando diferentes
métricas para avaliacao dos resultados. Para cada caso, serao apresentados os valores
maximo e minimo de curvatura obtidos, assim como um valor de erro, calculado

como desvio dos valores tedricos. Este sera dado por:

Erro=

(4.1)

Em que k; é o valor calculado para a curvatura no né e k, seu valor tedérico, como
sugerido em [8]. Assim, o erro avalia o desvio em relagao ao valor esperado e calcula
uma forma de variancia, somando-o em cada né.

A curvatura de uma circunferéncia de raio R, por exemplo, é dada por:

k= — (4.2)

Utilizando uma circunferéncia de raio 0.4, com o método de Frenet, obteve-se:

Figura 4.1: Curvatura da circunferéncia - R = 0.4 - Frenet
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Enquanto o método de Elementos Finitos resultou em:

— 2.5e+00

Figura 4.2: Curvatura da circunferéncia - R = 0.4 - MEF

Nos resultados acima, foi utilizado h = 0.5; n, = 46 e n. = 45. Observa-se que o
resultado verifica o espera para ambos os casos, tendo o valor da curvatura em todos
os pontos igual ao inverso do raio. De fato, mesmo que apareca alguma diferenca na
cor da curva, observa-se que a legenda nao varia seu valor, sendo portanto somente
devido a visualizagao no Paraview.

De forma mais completa, para a mesma geometria, foram realizados os seguintes

testes da influéncia do tamanho do elemento:

h Méax(k) Min(k) Erro Tempo |[s]

5 2.500 2.500 2.014 x 10716 0.005

1 2.500 2.500 4.284 x 107 0.005
0.5 2.500 2.500 1.340 x 10714 0.010
0.1 2.500 2.500  3.666 x 10713 0.040
0.05  2.500 2.500 1.216 x 10712 0.060

Tabela 4.1: Resultados para o método de Frenet com diferentes h - Circunferéncia,
R=04

Observa-se, portanto, que mesmo com um elemento bastante grosseiro os
métodos ja sao capazes de obter o valor desejado para a curvatura em cada ponto.
De fato, observa-se que o aumento de h implica no crescimento do valor do erro,
assim como no tempo necessario para o calculo.

De fato, com mais nés na malha, o cédigo deve realizar mais célculos e comete,

portanto, uma quantidade maior de erros numéricos, o que explica tal aumento.
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Contudo, este é desprezivel em relacao a sua ordem de grandeza, corroborando a
aplicabilidade do método. No que tange o tempo, o MEF apresenta uma pequena
vantagem em relacao ao outro, nao obstante os dois tenham se mostrado rapidos
mesmo com um valor de h baixo.

A fim de se comparar com outra circunferéncia, foram gerados os mesmo graficos

para um novo valor de R, também utilizando h = 0.5, n, = 46 e n. = 45:

— 2.0e01

PR |
I 0.20001 3

- 2.0e401

Figura 4.3: Curvatura da Circunferéncia - R = 5 - Frenet

Um caso mais genérico é a curvatura de uma elipse qualquer. Sendo a elipse de

equacao:

2 2
R A (4.3)

a? b2

Sua curvatura em um ponto qualquer é dada por:

ab
k= 4.4
(a2sin® 0 + b2 cos? 6)3/2 (4.4)

em que 6 representa o angulo com o eixo das abscissas, variando entre 0 e 27,

h  Méax(k) Min(k) Erro Tempo |[s]

5 2.500 2.500 1.343 x 1071 0.004

1 2.500 2.500  5.003 x 10715 0.005
0.5  2.500 2.500  1.960 x 10~ 0.009
0.1 2500 2500 4.493 x 1073 0.010
0.05 2500 2500 1.590 x 1072 0.040

Tabela 4.2: Resultados para o MEF com diferentes h - Circunferéncia, R = 0.4
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Figura 4.4: Curvatura da circunferéncia - R = 5 - MEF

sendo empregada a parametrizacao usual da elipse, (z,y) = (acosf, bsin9).

h  Méax(k) Min(k) Erro Tempo [s]

) 2.671 0.469  0.891 0.004

1 4.939 0.410  0.220 0.007
05 5764 0401 0.048  0.008
0.1 6226  0.400 0.002  0.020
0.05 6.244 0.400  0.001 0.040

Tabela 4.3: Resultados para o método de Frenet com diferentes h - Elipse, a = 0.4,
b=1

h  Méx(k) Min(k) Erro Tempo [s]

5 2.671 0.469  0.887 0.005

1 4.939 0.410 0.220 0.005
0.5 0.764 0.401  0.049 0.006
0.1 6.226 0.400 0.002 0.015
0.06 6.244 0.400 0.001 0.030

Tabela 4.4: Resultados para o MEF com diferentes h - Elipse, a = 0.4, b =1

Como era de se esperar, os dois métodos apontaram valores muito préximos em
todos os dados medidos, com pequenas diferengas somente no erro e no tempo de
execucao. De fato, como mencionado, os métodos sao equivalentes de um ponto de
vista matematico. Por outro lado, agora nota-se que hé convergéncia dos valores
com melhora da malha - o que nao se observava na circunferéncia pois essa possui
curvatura constante, que os métodos conseguiam capturar mesmo com poucos nos.

Nota-se que tal convergéncia estd ocorrendo para os valores esperados, diga-se
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um maximo de 6.25 e minimo de 0.4, indicando a validade dos métodos propostos,
o que também é expresso pela diminui¢gao no valor do erro. O resultado grafico para

a malha com h = 0.05 (n, = 428 e n. = 429) é apresentado a seguir.

— 6.2e+00

curvatura

Figura 4.5: Curvatura da elipse - a = 1,b = 0.4 - Frenet

o
=
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Figura 4.6: Curvatura da elipse - a = 1,b = 0.4 - MEF

Outro caso de interesse é um retangulo, em que, como todo os lados sao segmentos
de reta, a curvatura deve ser nula. Abaixo estda os resultados obtidos para um

quadrado de lado [ igual a 1.

h  Méx(k) Min(k) Erro Tempo [s]

5 2.828 0.000  1.000 0.006

1 11.314  0.000  1.000 0.008
0.5 21.213  0.000 1.000 0.010
0.1 100.409 0.000 1.000 0.020
0.05 200.818 0.000 1.000 0.030

Tabela 4.5: Resultados para o método de Frenet com diferentes h - Quadrado, 1 = 1

Nesse caso, o valor nos vértices do quadrado crescem com o elemento de malha
cada vez menor, isso pois a curvatura nao pode ser definida nesses pontos, causando

o valor de 1 encontrado no Erro. Diminuir o tamanho da reta elementar faz com
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h  Miax(k) Min(k) Erro Tempo [s]

5 2.828 0.000  1.000 0.006

1 11.314  0.000  1.000 0.008
0.5 21.213 0.000 1.000 0.010
0.1 100.409 0.000 1.000 0.020
0.05 200.818 0.000 1.000 0.030

Tabela 4.6: Resultados para MEF com diferentes h - Quadrado, | = 1

que nos vértices calcule-se uma curvatura equivalente a de uma circunferéncia com
raio cada vez maior.
Nao obstante, os graficos gerados no Paraview indicam o comportamento espe-

rado. Nas imagens h = 0.05, n, = 568 e n, = 572.

Figura 4.7: Curvatura do quadrado - [ =1 - Frenet
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Figura 4.8: Curvatura do quadrado - [ =1 - MEF

Uma tultima figura de interesse para validagao do calculo da curvatura 2D sera

formada por arcos de circunferéncia. A geometria gerada encontra-se na [Figura

19).

Figura 4.9: Figura genérica 2D - Geometria

Foram obtidos os resultados:

h  Max(k) Min(k) Tempo [s]

5 2.000  -1.000 0.006

1 2.000  -1.000 0.008
0.5 2.000  -1.000 0.008
0.1 2.000  -1.000 0.020
0.05 2.000  -1.000 0.020

Tabela 4.7: Resultados para MEF com uma figura genérica
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Que foram iguais pela discretizacao da equacao de Frenet, como esperado. Os
graficos gerados, portanto, também foram iguais - no caso com h = 0.05 (n, = 253

en, = 257):

Figura 4.10: Curvatura de figura genérica - MDF

Figura 4.11: Curvatura de figura genérica - MEF

Observa-se que a distribuicao da curvatura reproduz o esperado, no sentido que
na regioes dos arcos de circunferéncia esta assume justamente o inverso do raio. Além
disso, o sinal da curvatura se mostra condizente com o dado na defini¢ao na secao
de Geometria Diferencial, sendo negativo no arco interno que torna a figura nao-
convexa. Nota-se, também, que, nos pontos que ligam este arco aos dois menores,
a curvatura é préxima de zero, uma vez que ha uma inflexao da curva e esta se

aproxima a uma reta.
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4.1.2 Forga de Tensao Superficial 2D

A partir dos resultados acima, como era ja previsto, nota-se que nao ha muita
diferenca entre as duas metodologias apresentadas para obtencao da curvatura. Para
o calculo das forcas de tensao superficial no modelo 2D, entao, a curvatura sera
obtida pelo método de elementos finitos, puramente por uma questao de facilidade na
implementacgao do cédigo. Outro ponto é a pequena diferenca de tempo de execugao
que favorece o MEF. Contudo, os resultados seriam os mesmos independentemente

de qual o método utilizado.

Abordagem Lagrangiana

No primeiro teste realizado para a modelagem da interface com a abordagem
lagrangiana foi utilizada a mesma circunferéncia de raio 0.4. Os resultados expostos
sao a malha completa utilizada, assim como a distribuicao da funcao de Heaviside

e das forcas de tensao superficial com um foco dado na regiao da interface.
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Figura 4.12: Malha acoplada 2D - Circunferéncia - n, = 624 e n, = 1290
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Figura 4.14: Forca para malha acoplada 2D - Circunferéncia

As imagens mostram que a funcao de Heaviside foi prescrita como em [2.95]
corretamente. Além disso, a distribuicao de forcas é razoavel, uma vez que hé certa
regularidade na superficie e somente alguma variagao em regioes - tal variacao pode
ser causada pela malha utilizada.

Para a elipse, obteve-se:
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Figura 4.15: Malha acoplada 2D - Elipse - n, = 19039 e n, = 38287

i

Figura 4.16: Funcao de Heaviside para malha acoplada 2D - Elipse

Figura 4.17: Forca para malha acoplada 2D - Elipse

Agora com a figura formada por arcos de circunferéncia:
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Figura 4.18: Malha acoplada 2D - Figura Genérica - n, = 17313 e n. = 34339

Figura 4.19: Forca para malha acoplada 2D - Figura Genérica

Nota-se que a distribuicao de forcas indica a forte dependéncia com a curvatura
da figura. Nas regioes de maior curvatura a forga assume valores mais altos, fazendo

com que exista certa descontinuidade, como acontece com o grafico da curvatura.

Além das geometrias utilizadas para validacao da curvatura, a forca foi também
calculada em outras que visam representar situagoes fisicas em escoamentos bifasicos.
Serao, portanto, apresentados quatro casos, em que sao expostas a geometria e a
malha, assim como a forca calculada. O primeiro refere-se a presenca de multiplas
bolhas, enquanto o segundo e terceiro a coalescéncia de bolhas. Ja o ultimo repre-
senta bolhas formadas no escoamento em um duto.

Com muiltiplas circunferéncias representando as bolhas no escoamento, a forca

calculada teve a seguinte distribuigao [Figura 4.22], em que utilizou-se a malha
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apresentada em [Figura . E interessante notar, nesse caso, como a diferenca
nos raios influencia o valor da forca, comparativamente. De fato, com um raio menor
- e, logo, curvatura maior - a forca tem maior magnitude.

Deve-se observar que, nos resultados aqui apresentados, o valor absoluto da forga
mostrado foi calculado considerando a tensao superficial constante e unitaria em
todas as superficies. Isto é, na equagao considerou-se ¢ = 1. Portanto,
os valores absolutos da escala nao é o ponto mais relevante a ser destacado nas

imagens, mas sim a distribuicao das cores e a ordem de grandeza.

Figura 4.20: Geometria - Multiplas Bolhas

Figura 4.21: Malha acoplada 2D - Multiplas Bolhas - n, = 5779 e n, = 11409
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Figura 4.22: Forca para malha acoplada 2D - Multiplas Bolhas

Como mencionado, outro caso estudado foi a coalescéncia de bolhas. Abaixo
sao apresentados dois exemplos que reproduzem tal fenomeno. No primeiro foram
representadas duas bolhas de mesmo raio; enquanto no segundo estas possuem raios

diferentes e estao mais proximas. Para o primeiro caso:

Figura 4.23: Geometria - Coalescéncia 1

Figura 4.24: Malha acoplada 2D - Coalescéncia 1 - n, = 961 e n, = 2022
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Figura 4.25: Forca para malha acoplada 2D - Coalescéncia 1

Ja o segundo:

Figura 4.26: Geometria - Coalescéncia 2
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Figura 4.27: Malha acoplada 2D - Coalescéncia 2 - n, = 1059 e n, = 2210

forca
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Figura 4.28: Forca para malha acoplada 2D - Coalescéncia 2

Por fim, foi computada a distribuicao da forca em uma situacao que simula a

presenca de bolhas em um tubo circular.

D] D

Figura 4.29: Geometria - Escoamento em tubo
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Figura 4.30: Malha acoplada 2D - Escoamento em tubo - n, = 5811 e n, = 11316

1.6e402

Figura 4.31: Forga para malha acoplada 2D - Escoamento em tubo

Como esperado, nos exemplos anteriores observa-se que a forca age com maior
intensidade nas regides de maior curvatura. No caso das coalescéncias, tal compor-
tamento indica a presenca nas regioes de transicao das bolhas formada durante o

fenomeno.

Abordagem Euleriana

No caso da abordagem euleriana, serao exploradas as mesmas figuras e repre-
sentagoes de bolhas que as anteriores. Assim, serao mostrados os gréaficos da forca
de tensao superficial, também evidenciando as malhas utilizadas.

O ponto importante a ser notado é a forma com que a interface se distingue nas
imagens. Na abordagem anterior, por ter uma representagao precisa (“sharp”), a
interface é claramente perceptivel em relacao a malha. Nessa segunda abordagem,
contudo, como comentado, a interface possui espessura nao-nula.

O primeiro resultado observado foi o caso da circunferéncia, com a seguinte malha

desacoplada, com h = 0.1:
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Figura 4.32: Malha desacoplada 2D - Circunferéncia - n, = 6047 e n, = 12041

Com a fungao de Heaviside [3.19], a distribuigao foi a seguinte, em que foi utili-

zado € = 0.1:

Heaviside

5
-
5
%
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1

Figura 4.34: Forca para malha desacoplada 2D - Circunferéncia - Hf

Ja com a equagao [3.20], utilizando o mesmo valor de €, obteve-se:
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Figura 4.36: Forga para malha desacoplada 2D - Circunferéncia - H§

Nota-se que nao hé uma diferenca muito grande entre os dois resultados - apesar
de o valor absoluto da forca diferir as distribuicoes sao similares. Nao obstante, a
funcao de HS§ parece apresentar mais flutuacoes no que tange os valores da prépria
funcao na malha, com valores ultrapassando o de 1, além de produzir uma interface
levemente menos suave. Por esse motivo, a fungao Hj sera a utilizada para os testes
que se seguem. Em todos foi € = 0.1.

Para a elipse:
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Figura 4.37: Malha desacoplada 2D - Elipse - n, = 4935 e n. = 9495

Figura 4.38: For¢a para malha desacoplada 2D - Elipse

Ja para a figura genérica formada por arcos de circunferéncia:

Figura 4.39: Malha desacoplada 2D - Figura Genérica - n,, = 4960 e n, = 9521
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Figura 4.40: Forca para malha desacoplada 2D - Figura Genérica

Com as multiplas bolhas:

Figura 4.41: Malha desacoplada 2D - Multiplas Bolhas - n, = 5779 e n. = 11122

forca
15

Figura 4.42: Forga para malha desacoplada 2D - Multiplas Bolhas

Para os casos de coalescéncia:
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Figura 4.43: Malha desacoplada 2D - Coalescéncia 1 - n, = 1679 e n. = 3265
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Figura 4.44: Forca para malha desacoplada 2D - Coalescéncia 1
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Figura 4.45: Malha desacoplada 2D - Coalescéncia 2 - n, = 6402 e n. = 12400
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Figura 4.46: Forca para malha desacoplada 2D - Coalescéncia 2

Por fim, no caso das bolhas formadas em um tubo:

Figura 4.47: Malha desacoplada 2D - Escoamento em tubo - n, = 6039 e n, = 11750
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Figura 4.48: Forca para malha desacoplada 2D - Escoamento em tubo

Fica evidente pelas imagens acima a diferenca entre as duas abordagens. Para a
figura eliptica, por exemplo, verifica-se uma regiao maior representando a interface
entre os fluidos, que se destaca nas regioes de curvatura maxima.

Também é notavel como a interface nao é definida de maneira tao suave, mesmo
utilizando uma funcao de Heaviside suavizada, como as apresentadas. Isto é parti-
cularmente perceptivel na imagem referente a figura genérica [Figura .

Nos casos da coalescéncia e escoamento no tubo, nota-se que a abordagem com
malha desacoplada parece atenuar a distribuicao da forca, de forma que os valo-
res maximos sao atingidos em menos pontos. Contudo, tais valores costumam ser
maiores no caso com a malha acoplada.

Essa diferenca entre os valores maximos da for¢ca em cada uma das abordagens
pode estar relacionada com a funcao de Heaviside utilizada. No caso desacoplado,
a suavizacao empregada pode ter causado o efeito de diminuir os valores extremos,

uma vez que o gradiente da funcao serd menor.

4.2 Modelo 3D

Assim como no caso 2D, os resultados apresentados a seguir para o modelo tridi-
mensional serao divididos em duas partes. Primeiramente, serd validado o calculo
da curvatura pelos dois métodos propostos - Volumes Finitos e Elementos Finitos.
Nesse sentido, serao testados objetos geométricos com curvatura analitica conhecida,
como esfera, elipsoide, toro e cubo.

Como mencionado, os métodos apresentados para tal calculo sao equivalentes,
de forma que qualquer diferenca que apareca é de carater computacional. Serao
apresentados os resultados para o MVF considerando os dois loops propostos e

comparando o tempo de execu¢do. Apés serdo comparadas as dreas (baricéntrica,
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circuncéntrica e Voronoi) utilizando um dos métodos.
A partir disso, serao mostrados os resultados para as duas abordagens de mode-

lagem da interface entre os fluidos, com a malha acoplada e desacoplada.

4.2.1 Curvatura 3D

Para o caso da esfera de raio R, a curvatura média é dada por:

k=2 (4.5)

Este caso sera utilizado para comparar a performance dos métodos relativamente
ao tempo. Assim, Tempo, representa o tempo utilizando o loop nos nés [Algoritmo

2] e Tempo, com o loop nos elementos [Algoritmo 3]. Obteve-se, utilizando A, izeq:

h  Max(k) Min(k) Erro Tempo, [s| Tempo, [s]

3 6.939 4.289  0.082 0.134 0.057

1 6.163 4.322  0.031 0.510 0.361
0.5  5.298 4.867  0.003 1.964 1.575
0.1 5.947 4.215  0.004 92.593 33.155
0.05  7.595 3.873  0.003 > 600 164.148

Tabela 4.8: Resultados para o MVF com diferentes h - Esfera, R = 0.4

Para o MEF:

h  Méx(k) Min(k) Erro Tempo [s]

3 6.939 4.289  0.082 0.075

1 6.163 4.322  0.031 0.420
0.5 5.298 4.867  0.003 1.375
0.1 0.947 4.215 0.004 36.981
0.05  7.595 3.873 0.003 170.558

Tabela 4.9: Resultados para o MEF com diferentes h - Esfera, R = 0.4

Nota-se que, relativamente ao tempo, o método de volumes finitos utilizando um
laco nos elementos mostrou-se como o mais vantajoso que com o lago nos nés. De
fato, o calculo dos elementos vizinhos é extremamente dispendioso quando hd uma
grande quantidade de elementos. Em relacao ao MEF, os resultados estao préximos
demais para que se chegue em uma conclusao decisiva, ainda que pareca existir uma

pequena vantagem no MVF com loop nos elementos.
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Além disso, novamente deve ser notado que os demais resultados foram exata-
mente iguais para os dois métodos. Nao estd mostrado nas tabelas acima, mas é
evidente que os dois loops do MVF também produziram os mesmos resultados, com
excecao do tempo.

No que tange os valores obtidos para a curvatura, observa-se que o refino da
malha estd gerando um afastamento do desejado (k = 5) em relagdo ao méximo e
minimo obtidos - ainda que o Erro esteja estabilizado. Isso deve estar relacionado
a erros numéricos advindos do cédlculo de drea com elementos de tamanho muito
pequeno.

Com uma esfera de raio R = 5:

h  Max(k) Min(k) FErro Tempo, [s| Tempo, [s]

3 0.495 0.344 0.070 0.082 0.057

1 0.503 0.345 0.028 0.551 0.361
0.5 0513 0.329  0.020 1.766 1.575
0.1 0.784 0.265 0.010 79.821 29.466
0.05 0.481 0.328  0.002 > 600 150.282

Tabela 4.10: Resultados para o MVF com diferentes h - Esfera, R =5

Para o MEF:

h  Miéx(k) Min(k) Erro Tempo [s]

3 0.495 0.344  0.070 0.168

1 0.503 0.345 0.028 0.453
0.5 0.513 0.329  0.020 1.673
0.1 0.784 0.265 0.010 33.483
0.05 0.481 0.328 0.002  144.347

Tabela 4.11: Resultados para o MEF com diferentes h - Esfera, R =5

Novamente observa-se o mesmo comportamento: apesar de o Erro estar estavel
ou diminuindo, o refino da malha produz valores de maximo e minimo nao necessa-
riamente mais préximos do esperado (k = 0.4). Nesse sentido, os gréaficos mostrados

abaixo indicam o problema. A malha utilizada esta estd ilustrada em [Figura [4.51].
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Figura 4.49: Curvatura da esfera - R =5 - MVF

vatura

cun

Figura 4.50: Curvatura - Foco na regiao de curvatura maxima - Esfera R = 5 - MVF

Figura 4.51: Malha 3D - Esfera R =5 - n, = 50038 e n. = 100256

Nota-se que ha um pico no valor da curvatura em um ponto especifico da malha,
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em uma regiao em que os triangulos que a compoem estao distantes de triangulos
equilateros. Assim, fica evidente o problema que o calculo enfrenta com triangulos
obtusangulos - de fato, o uso da area corrigida A,,;zcq € uma tentativa de contorna-
lo. Nao obstante a falta de convergéncia aparente nos valores maximo e minimo, o
Erro considerado indica que ha aproximacao do valor esperado na superficie.
Agora, com o intuito de avaliar o efeito utilizando as diferentes areas, o cédigo

do MEF foi rodado com a mesma esfera:

h  Max(k) Min(k) FErro
3 0.602 0.282 0.154
1 0.631 0.297  0.088
0.5 0.598 0.265 0.069
0.1 0.955 0.241  0.041
0.05 0.617 0.280 0.034

Tabela 4.12: Resultados com Ap,,; - Esfera, R =5

h  Max(k) Min(k) FErro
3 0.412 0.300 0.071
1 0.401 0.303  0.026
0.5 0.400 0.279  0.022
0.1 0.400 0.190  0.007
0.05  0.400 0.278  0.002

Tabela 4.13: Resultados com A,ronei - Esfera, R =5

Comparando com os resultados para A,,zcq, em [Tabela , nota-se que tal
correcao, em relacao a A,oronoi, apresenta aparentes desvantagens. A utilizacao da
area sem correcao ¢ capaz de estabilizar o valor maximo da curvatura em seu valor
real analitico. Todavia, A,,;zeq faz com que o valor minimo fique mais préximo do
esperado, enquanto que no outro caso esse ¢ mais distante. No que tange o erro,
nao ha grandes diferencas.

Quanto a area Ayq., é evidente pelos resultados acima sua inferioridade para o
calculo da curvatura. Esta apresenta valores de maximo e minimo mais distantes do
previsto, assim como erros maiores. Portanto, recomenda-se utilizar uma das duas
opcoes: Apized OU Ayoronoi dependendo do quao estruturada é a malha.

Os valores que sequem a partir desse pontos foram testados tanto para o MVF
usando o loop nos elementos, assim como para o MEF. A érea utilizada foi A,,ized,

seguindo o recomendado em [10].
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Para um elipsoide genérico de equacao dada por:

SE2 y2 22

St pt g =1 (4.6)

A curvatura média em um ponto é dada por [70]:

R e e e
- 3/2
(z—j + %—i + i—j) (abc)?

k

(4.7)

Para um elipsoide com a =1, b = 0.4 e ¢ = 0.5, foram obtidos os resultados:

h  Méax(k) Min(k) Erro Tempo [s]

3 4.819 2117  0.241 0.056

1 8.302 1.932  0.110 0.147
0.5 9163 1990 0.088  0.450
0.1 10.202  2.000 0.022 10.851
0.05 10.267 1915 0.015  47.229

Tabela 4.14: Resultados para o MVF com diferentes h - Elipsoide - a = 1, b = 0.4
ec=0.5

h  Méx(k) Min(k) Erro Tempo [s]

3 4.819 2117 0.241 0.113

1 8.302 1.932 0.110 0.201
0.5 9.163 1.990 0.088 0.655
0.1 10.202  2.000 0.022 12.857
0.05 10.267 1915 0.015 51.791

Tabela 4.15: Resultados para o MEF com diferentes h - Elipsoide - a =1,b=04 ¢
c=20.5

Um exemplo das distribuicoes de curvatura na superficie, assim como a malha

utilizada, estao mostradas nos gréficos:

Figura 4.52: Malha 3D - Elipsoide - n, = 19248 e n, = 38635
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Figura 4.53: Curvatura do elipsoide - a =1,b=0.4e ¢ = 0.5 - MVF
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Figura 4.54: Curvatura do elipsoide - a=1,b=04e ¢c=0.5 - MEF

Como esperado, as distribuigoes sao exatamente iguais nos dois métodos. Além
disso, € possivel notar que a curvatura tem o comportamento previsto, variando com
os valores dos comprimentos de seus eixos. De fato, a curvatura é maior nas direcoes
em que a figura é mais alongada e menor quando esta se aproxima a um plano.

Outro caso com curvatura conhecida analiticamente é o toroide. Dada sua

equacao:

<c - \/m)z + 22 = a? (4.8)

Tem-se a curvatura em um ponto definida como [71]:

¢+ 2aA
k= ——— 4.
a(c+ aA) (4.9)
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em que:

22+ y?+ 22— —a?

A
2ac
Assim, utilizando a = 0.4 e ¢ = 0.75:

h  Méax(k) Min(k) Erro Tempo [s]

3 1.310  -3.751 0.424 0.053

1 3.497  -0.450 0.061 0.319
0.5 3.773  -0.357 0.088 1.169
0.1  3.566 -0.811 0.022  28.289
0.05 3.557  -0.771 0.015 119.314

(4.10)

Tabela 4.16: Resultados para o MVF com diferentes h - Toroide - a = 0.4 e ¢ = 0.75

h  Méx(k) Min(k) Erro Tempo [s]

3 1.310  -3.751 0.424 0.0125

1 3.497  -0.450 0.061 0.637
0.5 3773  -0.357 0.088 2.246
0.1 3.566  -0.811 0.022 51.567
0.06 3.557  -0.771 0.015  125.120

Tabela 4.17: Resultados para o MEF com diferentes h - Toroide - a = 0.4 e ¢ = 0.75

Os valores maximo e minimo analiticos sao respectivamente e 3.370 e -0.357, o

que pode ser obtido observando que A varia entre -1 e 1. Abaixo sao mostradas

imagens da distribuicao de curvatura na superficie:

Figura 4.55: Malha 3D - Toroide - n, = 43376 e n., = 87294
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Figura 4.56: Curvatura do toroide - a = 0.4 ¢ ¢ = 0.75 - MVF

Figura 4.57: Curvatura do toroide - a = 0.4 e ¢ = 0.75 - MEF

Outras trés figuras de interesse sao o hiperboloide, o cilindro e o cubo. Estas
geometrias nao sao superficies fechadas, tendo extensao infinita. Nesse caso, pos-
suem uma forma de fronteira e nao obedecem a definicao dada de superficie regular;
sendo indefinida a curvatura nessa regiao limite. Apesar disso, a propriedade pode
ser calculada em seu interior, como serd feito a seguir. Essas trés formas, porém,
nao serao apresentadas na modelagem da interface.

No caso do cilindro, a curvatura na superficie lateral é igual a da circunferéncia
na base (1/7). Ja nas faces do cubo a curvatura deve ser nula, uma vez que tratam-
se de planos. A curvatura do hiperboloide, por outro lado, pode ser diretamente
relacionada com a curva que é utilizada para formé-lo a partir de uma revolucao.

Para um cilindro com raio da base r = 0.4 foram obtidos:
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Figura 4.58: Malha 3D - Cilindro - n, = 43376 e n., = 87294
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Figura 4.59: Curvatura do cilindro - r = 0.4 - MVF
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Figura 4.60: Curvatura do cilindro - » = 0.4 - MEF

Ja para um cubo de lado [ = 1:
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Figura 4.61: Malha 3D - Cubo - n, = 93461 e n, = 188318
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Figura 4.62: Curvatura do cubo-1=1- MVF

1<
5
2
o]
=
=
0

Figura 4.63: Curvatura do cubo - [ =1 - MEF

Por fim, foi utilizado um “pseudo hiperboloide”, formado a partir da revolucao

de um arco de circunferéncia de raio r = 0.5 e de centro distante 0.8 do eixo de
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revolucao. Destaca-se que tal superficie nao é de fato um hiperboloide, pois este
deve ser formado a partir da revolugao de uma hipérbole, que nao é o caso. Por sua
formacao, a curvatura mostrada é equivalente a da parte interna de um toroide com

a=05ec=0.28.

Figura 4.64: Malha 3D - Pseudo hiperboloide - n, = 10406 e n. = 20062
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Figura 4.66: Curvatura do pseudo hiperboloide - MEF
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As escalas nas duas figuras anteriores foram limitadas ao intervalo [-10,10]. De
fato, evidencia-se que, em pontos de curvatura nao definida, caso o cédigo tente
calculé-la, este acaba por obter um valor extremamente alto. Nesse sentido, é im-
portante utilizar superficies que sejam regulares ou que alguns pontos necesséarios

sejam excluidos da malha gerada.

4.2.2 Forgas de Tensao Superficial 3D

Abordagem Lagrangiana

A seguir, serao apresentados os resultados da modelagem da interface com a
malha acoplada, segundo uma abordagem lagrangiana. Estes serao feitos utilizando
algumas das geometrias apresentadas na se¢ao anterior, assim como algumas outras
que serao propostas.

Novamente, o valor da tensao o foi considerado como unitario, de forma que
o valor absoluto da forca encontrado em si nao possui tanta relevancia fisica. Ja
sua distribuicao, assim como sua ordem de grandeza, podem ser analisados propri-
amente.

No primeiro resultado produzido foi utilizada a esfera de raio 0.4, como segue
nas préximas figuras. Para obter o efeito desejado de modelagem dos dois fluidos, a
geometria foi inserida em um paralelepipedo.

Obteve-se, utilizando uma malha com n, = 21064 e n, = 126124:

Figura 4.67: Malha acoplada - Arestas 2D - Esfera
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Figura 4.68: Funcao de Heaviside para malha acoplada 3D - Esfera
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Figura 4.69: Forca para malha acoplada 3D - Esfera

101



Figura 4.70: Forca para malha acoplada 3D com superficie- Esfera

Na figura , pode-se verificar como foi adotada a funcao de Heaviside, se-

gundo a equagao . Além disso, as duas imagens para calculo da forca apresen-
tadas diferem quanto a presenca da superficie da esfera. Na primeira, sem a esfera,
é possivel ver o efeito da forca no interior. Ja na segunda imagem, é evidenciada a
superficie a partir da qual foi calculada a curvatura, como explicado anteriormente.

Para o elipsoide, com uma malha de n, = 15186 e¢ n, = 90355:

Figura 4.71: Malha acoplada - Arestas 2D - Elipsoide
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Figura 4.72: Funcao de Heaviside para malha acoplada 3D - Elipsoide
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Figura 4.73: Forga para malha acoplada 3D - Elipsoide
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Figura 4.74: Forga para malha acoplada 3D com superficie- Elipsoide

Ja para o toroide, a seguinte malha foi gerada e o resultado para forga obtido

utilizando n, = 1759 e n. = 3841:
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Figura 4.75: Malha acoplada - Arestas 2D
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Figura 4.76: Forga para malha acoplada 3D

104



Figura 4.77: Forga para malha acoplada 3D - Toroide

Optou-se por utilizar uma malha mais refinada na superficie do toroide e de pior
qualidade nas paredes do paralelepipedo, de forma a dar mais atencao a regiao da
interface sem exigir muito esforco computacional.

Outros exemplos testados foram o escoamento de uma bolha em uma tubo, em
que utilizou-se um formato similar ao de uma bolha de Taylor. Também uma figura
com multiplas esferas, representando as bolhas, e outra com a coalescéncia de bolhas
foram geradas.

Para o primeiro exemplo, utilizando uma malha de n, = 14152 e n, = 77481:

Figura 4.78: Malha acoplada - Bolha de Taylor
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Figura 4.79: Forca para malha acoplada 3D - Bolha de Taylor
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Figura 4.80: Forca para malha acoplada 3D com superficie - Bolha de Taylor

Como esperado, a curvatura assume valores maiores nas regioes frontal e traseira
da bolha. Em particular, a superficie é dada pela combinacao de um cilindro com
calotas esféricas/elipsoidais. Nesse caso, a parte traseira, por ter menor raio, faz
com que esteja presente uma forga maior.

Para o caso de multiplas bolhas, foi criada uma malha com n, = 15241 e n, =

90324:
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Figura 4.81: Malha acoplada - Multiplas Bolhas

Figura 4.82: Forga para malha acoplada 3D - Multiplas Bolhas

Novamente como esperado, a forca de tensao superficial, por sua proporcionali-
dade com a curvatura, assume valores maiores quanto menor o raio das bolhas.

Por fim, para a coalescéncia, com uma malha de n, = 32584 e n, = 215792 :
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Figura 4.83: Malha acoplada - Coalescéncia

forca
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Figura 4.84: Forca para malha acoplada 3D - Coalescéncia

Verifica-se que, geometricamente, a coalescéncia representada é uma uniao entre
esferas e um “pseudo hiperboloide”. Assim, a curvatura aumenta na regiao de juncao
das duas bolhas esféricas, devido a formacao de um pequeno raio. Além disso, a

forca é menor na bolha com maior raio, como esperado.

Abordagem Euleriana
As mesma geometrias utilizadas para o caso da malha acoplada serao, agora,
apresentadas com uma modelagem da malha desacoplada. As imagens mostram os

resultados obtidos para a forga, em que pode-se perceber como a interface é dada
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com uma espessura maior - em todos os casos foi utilizado € = 0.25 e a fungao
de Heaviside suavizada como em [3.19]. Estao ilustradas, também, as arestas dos
elementos 2D da malha.

Optou-se por nao apresentar a superficie em que foi calculada a curvatura nas
imagens referentes a forca, uma vez que tal grandeza nao é calculada nessa regiao
- que nao faz parte da malha principal dos fluidos. Nao obstante, a geometria da
malha inicial da superficie pode ser vista nas primeiras imagens de cada caso.

Para a esfera, utilizando uma malha com n, = 21719 e n. = 128161:

Figura 4.85: Malha desacoplada - Arestas 2D - Esfera

0.0e+00 0.2 0.4 b 0.8 1.0e+00
I

Figura 4.86: Fung¢ao de Heaviside para malha desacoplada 3D - Esfera
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Figura 4.87: Forca para malha desacoplada 3D - Esfera

Para o caso do elipsoide, em que foi utilizada uma malha com n, = 16383 e

ne = 95748:

Figura 4.88: Malha desacoplada - Arestas 2D - Elipsoide
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Figura 4.89: Funcao de Heaviside para malha desacoplada 3D - Elipsoide

Figura 4.90: Forga para malha desacoplada 3D - Elipsoide

Para o toroide, com n, = 18069 e n. = 91985:
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Malha desacoplada - Arestas 2D - Toroide

Figura 4.91
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Figura 4.93: Forca para malha desacoplada 3D - Toroide

Para o caso representando o escoamento de uma bolha de Taylor, utilizando uma
malha de n, = 13093 e n, = 71521:
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Figura 4.94: Malha desacoplada - Bolha de Taylor
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Figura 4.95: Forca para malha desacoplada 3D - Bolha de Taylor

Agora, no caso com trés bolhas de diametros diferentes n,, = 16072 e n, = 93936:

Figura 4.96: Malha desacoplada - Multiplas Bolhas
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Figura 4.97: Forca para malha desacoplada 3D - Multiplas Bolhas

Ja na simulacao que representa a coalescéncia de bolhas, com uma malha

n, = 20948 e n, = 123190:

Figura 4.98: Malha desacoplada - Coalescéncia
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Figura 4.99: Forca para malha desacoplada 3D - Coalescéncia

Independentemente da abordagem - Lagrangiana e Euleriana, com malha res-
pectivamente acoplada e desacoplada - ambas foram capazes de representar bem a
interface entre os fluidos. De fato, como no caso 2D, nota-se que esta segunda abor-
dagem leva a uma difusividade da regiao em questao, que passa a ser definida por
um conjunto de elementos. Como indicado, essa modelagem é mais adequada para
fenomenos como quebra ou coalescéncia, uma vez que esta nao exige uma malha tao
precisa na interface, apesar de ser necessaria uma quantidade maior de elementos
3D, em geral. Também nos exemplos tridimensionais, o valor maximo da forga se
mostrou maior no caso da malha acoplada, o que deve estar ligado a funcao de
Heaviside.

Nao obstante as diferencas presentes, ainda é possivel notar os comportamentos
esperados em cada caso, assim como destacados na abordagem anterior. Isto é, por
sua relagao com a curvatura, nas regioes em que ha um raio menor - como no caso
de bolhas pequenas ou na juncao da coalescéncia - a forca assume valores mais altos.

Além disso, nessa segunda abordagem, a utilizacao de uma funcao de Heaviside
suavizada é importante; caso contrario, a representacao da interface poderia ser
muito pouco realista, com diversas descontinuidades. Da forma com que foram
implementadas ambas as abordagens, os exemplos acima evidenciam a capacidade

de modelagem dos fendmenos fisicos em escoamentos bifasicos, como desejado.
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Capitulo 5

Conclusao

No presente projeto, objetivou-se o desenvolvimento de um cédigo em linguagem
Python capaz de calcular o termo de forcas de tensao superficial no contexto de
escoamentos bifésicos.

Nesse sentido, foi apresentado o embasamento tedrico relativo aos conceitos ma-
tematicos fundamentais utilizados na metodologia apresentada. Assim, foram intro-
duzidas as nogoes de curva e superficie baseadas em uma caracterizacao matematica
rigorosa, dando destaque a definicao de curvatura. A partir disso, foram apresenta-
dos os trés métodos numéricos de interesse: Diferencas Finitas, Elementos Finitos e
Volumes Finitos.

As forcas de tensao superficial foram entao discutidas, dando um breve desta-
que ao seu desenvolvimento histérico e a equagao de Young-Laplace, que revela a
dependéncia entre as forcas em questao e a curvatura da forma dos fluidos. As-
sim, foi apresentado o modelo de CSF, como originalmente proposto por [4§], como
equacao base para os modelos desenvolvidos. Além disso, foram discutidos os dife-
rentes métodos de modelagem da interface em escoamentos bifasicos, destacando as
abordagens Lagrangiana e Euleriana, de malha acoplada e desacoplada.

A metodologia apresentada para o calculo das forcas, portanto, foi considerada
a partir de diferentes resultados ja conhecidos de outros trabalhos, combinando-os.
Para o caso 2D, foi utilizado um esquema baseado nas equacoes de Frenet para
obtencao da curvatura. Similarmente, empregou-se o método de Volumes Finitos
para o célculo 3D. Ambos foram baseados no proposto em [§], mas utilizando mo-

dificagoes, seguindo o sugerido em [I0]. Em particular, foi empregada uma area
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diferente de Apgy.

Além dos métodos acima, foi explicado o desenvolvimento de outra metodologia
matematicamente equivalente, mas baseada na discretizacao do operador Laplace-
Beltrami. Esta seguiu o método de Elementos Finitos e o Método de Galerkin para
discretizacao e obtencao de uma forma fraca do operador, sendo aplicavel tanto em
problemas bidimensional quanto tridimensionais.

Por fim, ambas as abordagens com malha acoplada e desacoplada foram discu-
tidas, apresentando modificagoes necessarias a equagao do CSF, introduzindo uma
funcao de Heaviside para representar a descontinuidade entre os fluidos, além de sua
forma fraca baseada, como explorada no MEF.

Assim, foi apresentada uma vasta quantidade de testes para os diferentes mo-
delos. No caso 2D, discutiu-se o calculo da curvatura utilizando geometrias com
curvatura analitica conhecida: circunferéncia, elipse e quadrado. Em todos, os re-
sultados se mostraram satisfatorios. A partir disso, foram realizadas simulagoes para
calculo das forgas de tensao superficial com ambas as modelagens da malha. Estas
se mostraram corretas em capturar o efeito da forca na interface, em que também
foi evidenciada a diferenca entre a interface “precisa’e a “difusa”.

Similarmente, no caso 3D, foram exploradas figuras geométricas simples para
validacao do calculo da curvatura: esfera, elipsoide e toroide, entre outros. Os
resultados se mostraram adequados e foi apresentada a melhora proporcionada por
utilizar a area A,,izeq a0 invés de Apq;. No mesmo sentido, comentou-se quanto
a0 uso de Ay oronoi, que garante estabilidade no valor maximo, mas uma piora nos
valores minimos. Ficando evidente, portanto, que a area utilizada nos calculos
influencia fortemente nos resultados obtidos.

Novamente, foram utilizadas as figuras geométricas para célculo da curvatura,
assim como novas geometrias que representam fendémenos fisicos, para simulagoes
quanto a representacao da interface. Tanto a abordagem utilizando a malha aco-
plada, quanto a que utilizou a malha desacoplada, apresentaram resultados perti-
nentes.

Destacou-se, também, a devida atencao que deve ser dada a malha utilizada,
sendo sua geracao correta fundamental para aplicacao dos métodos. Em geral, a

abordagem Laplaciana apresenta maior dificuldade de representar geometrias com-
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plexas por exigir uma malha mais fina na interface, o que nao ocorre na abordagem
Euleriana. Contudo, esta segunda pode requerer mais elementos na malha como um
todo.

Um ponto de interesse para projetos futuros é a utilizagao de elementos mais
genéricos para o calculo da curvatura em modelos tridimensionais. Foi utilizado
somente o elemento de triangulo linear, enquanto que o emprego de quadrildteros,
por exemplo, pode ser interessante - ainda mais com uma malha nao estruturada. O
problema resta na questao da area discutida, que ainda nao possui um equivalente
para formas arbitrarias conhecido na literatura. Acredita-se que um esquema base-
ado na ideia do Diagrama de Voronoi ou na de pseudo-circuncentro seja adequado;
investigacoes nesse sentido foram deixada para trabalhos futuros.

Como mencionado, o presente projeto nao se ateve a utilizagao do cédigo de-
senvolvido para a simulacao de um escoamento. Em projetos futuros, tal aplicagao
pode ser realizada a partir dos cédigos numéricos disponibilizados no Apéndice A.
Nao obstante, o presente trabalho serve como ferramenta de facil empregabilidade
em aplicacao diversas que exigem o calculo da curvatura média discreta. Ao mesmo
tempo, é disponibilizado um aparato que consegue representar satisfatoriamente a
interface entre as fases de um escoamento bifasico, sendo possivel utilizar as duas

abordagens propostas, ficando a cargo da aplicagao em questao.
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Apéndice A
Cdédigo Fonte

O codigo apresentado foi realizado em linguagem Python, rodado em Python 3.

Utilizou-se a versao 3.2.15 da biblioteca meshio - é fundamental para a uti-
lizacao correta do cdédigo abaixo que essa seja a versao disponivel no ambiente
Python; nao funcionara com lancamentos mais novos.

O cdédigo esta dividido em casos 2D e 3D. O comeco e o final sao iguais para
cada método utilizado, de forma que cada um difere em seu desenvolvimento central.
No que tange os resultados apresentados no Capitulo 4, arquivos diferentes foram
formados com a mesmas secao inicial e final, adequando o meio para cada caso. No
final encontra-se um cédigo referente a algumas funcoes criadas que foram utilizadas
em outros arquivos.

Um comentério deve ser feito quanto aos arquivos de malha utilizados. Para que
o codigo consiga lé-los corretamente, é necessario que estejam presente somente as
informagoes corretas. Nesse sentido, para o caso de malha acoplada foram definidos
trés grupos fisicos presente no arquivo .msh: ““bubble”para a superficie da bolha,
““in”para os elementos 3D da regiao interna da bolha e ““out”para os elementos
3D externos a bolha. No caso com malha desacopladas foram definidos dois grupos
fisicos: novamente ~“bubble”’para a superficie da bolha e ““space”para todos os
elementos tetraédricos.

O arquivos gerados pelo Gmsh possuem extensao .msh e dispoem das coordena-
das de cada né, assim como da Matriz de Conectividade (IEN) e informagoes sobre
os dominios fisicos criados. A leitura dos arquivos foi feita no cédigo pela biblioteca

meshio.
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Modelo 2D

Calculo da Curvatura

#importacao das bibliotecas
import numpy as np
import meshio as msh

import time

#inicializacao do tempo de execucao

start_time = time.time ()

#importacao da malha
mesh = msh.read (" arquivos.msh/2D/curvatura/elipse_005.msh’")

#para cada arquivo de malha a linha acima deve ser modificada de

#acordo com sua localizacao e nome
#coordenadas dos nos
X = mesh. points [:,0]
Y = mesh. points [:,1]
npoints = len (X) #numero de pontos

IEN = mesh. cells ['line '] #criacao da IEN

nelements = IEN.shape[0] #numero de elementos

Curvatura 2D — Frenet
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Kf = np.zeros(npoints, dtype=’double ”)

#vetor com curvatura em cada no

#loop mnos pontos para calculo da curvatura

for i in range(npoints):

pi = np.array ([X[i],Y[i]]) #ponto atual

i_prox = IEN[np.where(IEN[:,0]==1)][0][1]
#numero do proximo ponto
pi_prox = np.array ([X[i_prox],Y[i_prox]])

#coordenadas do proximo ponto

i_ant = IEN[np.where (IEN[:,1]==1)][0]]0]
#numero do ponto anterior
pi_ant = np.array ([X[i_ant],Y[i_ant]])

#coordenadas do ponto anterior

#calculo de tn e do vetor normal no no

t2 = pi_prox — pi

tl = pi — pi_ant

h = (np.linalg .norm(t2)+np.linalg .norm(t1))/2

t2 = t2/np.linalg .norm(t2)
n2 = np.array([—t2[1],t2[0]])

tl = t1/np.linalg.norm(t1)
nl = np.array([—t1[1],t1[0]])

t = (t2—t1)
n = nl+n?2
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sinal = np.sign(np.dot(n,t)) # sinal da curvatura

Kf[i] = sinal*np.linalg.norm(t)/h

#definicao das matrizes globais

K = np.zeros ((npoints ,npoints), dtype='double’) #forca da curvatura
ht = np.zeros(npoints, dtype='double’) #comprimento dos elementos

N = np.zeros ((npoints ,2), dtype=’double’) #vetor normal

#loop nos elementos

for e in range(0,nelements):
#indices dos nos
vl = IEN[e,0]
v2 = IEN[e, 1]

#coordenadas dos nos
pl = np.array ([X[vl],Y[vl]])
p2 = np.array ([X[v2],Y[v2]])

# 7area”, comprimento do elemento

h = np.linalg.norm(p2-pl)

#calculo do vetor mnormal
t = p2 — pl
n = np.array ([ t[1],4[0]])
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#matriz de rigidez local
k= 1/h « np.array ([T, —1], [-1, 1]])
ht[e] = h

#assembly
for ilocal in range(0,2):
iglobal = IENJe,ilocal]
N[iglobal] 4= n
for jlocal in range(0,2):
jglobal = IEN[e, jlocal]
K[iglobal ,jglobal] 4= k[ilocal ,jlocal]

#calculo da forca

Fx = -Kax

Fy = -Kay

F = np.sqrt (Fxx«2+Fy*x2)

#calculo do sinal da curvatura:
sinal = np.zeros(npoints, dtype='double’) #vetor de sinal em cada no
for i in range(npoints):

sinal[i] = np.sign(np.dot(N[i],np.array ([Fx[i],Fy[i]])))

Kf = sinal % F/ht #curvatura em cada no

#calculo do erro

#circunferencia
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# Ka = 0.2 % np.ones(npoints)
# Ka= 2.5 % np.ones(npoints)

#quadrado
#Ka = np.zeros(npoints)

#elipse
a =1
b=10.4

t = np.arctan2 (axY,bxX)
Ka = (axb)/((a*x%2 % np.sin(t)**2 + bxx2 % np.cos(t)**x2)x%x(3/2))

num = np.sum ((( Kf-Ka)*%2))
den = np.sum(np.abs(Kf)*x2)

Error = np.sqrt (num/den)

#gravacao da solucao

point_data = {’curvatura ’: Kf}

msh. write_points_cells (’arquivos.vtk/2D/elipse . MVF_1.vtk’ mesh.points ,
mesh. cells ,#file_format="vtk—ascii”

point_data=point_data ,

)

#print dos dados de interesse
print (max(Kf))
print (min (Kf))
print (Error)
(

print (time.time () — start_time)

Abordagem Lagrangiana

#importacao das bibliotecas

import numpy as np
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import meshio as msh
from scipy.sparse import lil_matrix , csc_matrix
from scipy.sparse.linalg import inv, spsolve

from functions import x

#importacao das propriedades da malha
mesh = msh.read (’arquivos.msh/2D/acoplado/arcs_ac.msh’)

#mesh = msh.read (’plano.msh’)

#coordenadas dos nos
X = mesh. points [:,0]
Y = mesh.points [:,1]

#numero total de pontos

npoints = len (X)

IEN_bubble = mesh. cells[’line ’]
#IEN da superficie da bolha

IEN space = mesh. cells [’ triangle ’]
#IEN dos elementos 3D

nelements_bubble = IEN_bubble.shape[0]
#numero de elementos na superficie
points_bubble = np.unique (IEN_bubble)
#numero dos pontos na superficie
npoints_bubble = len(points_bubble)

#quantidade total de pontos na superficie

#definicao dos nos dentro e fora da bolha

Names = list (mesh. field_data.keys())
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IENTypeElem = list (mesh.cell_data [’ triangle '|[ ’gmsh:physical 7]
—(mesh. field_data [ ’out '][0] — Names.index (’'out’)))
IENElem = [Names|elem| for elem in IENTypeElem]

index_out = [i for i, x in enumerate(IENElem) if x = ’out’]

IEN out = IEN _space[index_out |

#EN somente dos elementos fora da bolha

index_in = [i for i, x in enumerate(IENElem) if x = ’in
IEN_in = IEN_space[index_in |

#IEN somente dos elementos dentro da bolha

nelements_in = IEN_in.shape [0]
#numero de elementos dentro da bolha
points_in = np.unique (IEN_in)

#numero dos elementos dentro da bolha

nelements_out = IEN_out.shape [0]
#numero de elementos fora da bolha
points_out = np.unique (IEN_out)

#numero dos elementos fora da bolha

IEN = np.concatenate ((IEN_out, IEN_in))
#IEN de todos os elementos

#calculo da curvatura na bolha — MEF

#definicao das matrizes global
K = lil_matrix ((npoints_bubble ,npoints_bubble), dtype=’'double )

#forca da curvatura
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ht = np.zeros(npoints_bubble, dtype=’double”)
#matriz de

N = np.zeros ((npoints_bubble ,2), dtype=’'double )

#loop mnos elementos

for e in range(0,nelements_bubble):
#indices dos nos
vl = IEN_bubble[e,0]
v2 = IEN_bubble[e, 1]

#coordenadas dos nos
pl = np.array ([X[vl],Y[vl]])
p2 = np.array ([X[v2],Y[v2]])

# 7area”, comprimento do elemento

h = np.linalg.norm(p2-pl)

#calculo do vetor mnormal
t = p2 — pl
n = np.array ([~ t[1],£[0]])

#matriz de rigidez local
k = 1/h « np.array ([[1, —1], [-1, 1]])
ht[e] = h

#assembling

for ilocal in range(0,2):
iglobal = np.where(points_bubble —
IEN _bubble[e, ilocal |)[0][0]
N[iglobal] 4= n
for jlocal in range(0,2):

jglobal = np.where(points_bubble =—
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IEN_bubble[e, jlocal | )[0][0]
Kliglobal ,jglobal]| += k[ilocal ,jlocal]

K = K. tocsc ()

Fx = -K@X[points_bubble ]
Fy = -KQY[points_bubble |

#calculo do sinal da curvatura:
sinal = np.zeros(npoints_bubble, dtype='double ")
for i in range(npoints_bubble):

sinal[i] = np.sign(np.dot(N[i],np.array ([Fx[i],Fy[i]])))

F = np.sqrt (Fxx«2+Fy*x2)
Kf = —sinal % F/ht

#calculo da curvatura de todos os pontos
#algoritmo para definicao da curvatura nos pontos
#que nao sao da superficie da bolha
Kf_total = np.zeros(npoints, dtype=’double’)
for 1 in range(npoints):
pi = np.array ([X[i],Y[i]])
j-min = 0
mini = np.inf
for j in points_bubble:
pj = np.array ([X[j],Y[j]])
dist = np.linalg .norm(pi—pj)
if dist<mini:
j-min = j

mini = dist
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Kf_total[i] = Kf[np.where(points_bubble = j_min )[0][0]]

#calculo da forca de tensao superficial

#VEF nos elementos 2D

Gx = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em x global

Gy = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em y global

M = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype='double’)

#matriz de massa global

for e in range(nelements_in + nelements_out):
vl = IEN[e,0]
v2 = IEN|[e,1]
v3 = IEN([e,?2]

A= 0.5 % np.abs(np.linalg.det ([[1,X[v1],Y[v1]],
[1,X[v2],Y[v2]],
[1.X[v3],Y[v3]]]))

bi = Y[v2] Y[v3]
bj = Y[v3]-Y[vl]
bk = Y[vl]-Y[v2]
ci = X[v2]-X[v3]
cj = X[v3]-X][vl]
ck = X[vl]-X[v2]

gx = 1/6 % np.array ([[bi,bj,bk],
[bi,bj,bk],
[bi,bj,bk]])
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gy = 1/6 % np.array ([[ci,cj,ck],
[ci,cj,ck],
[ci,cj,ck]])

m = A/12 % np.array ([[2,1,1],
[1,2,1],
1,1,2]])
#assembling
for ilocal in range(0,3):
iglobal = IEN[e,ilocal]
for jlocal in range(0,3):
jglobal = IEN[e, jlocal]
Gx[iglobal ,jglobal] += gx[ilocal ,jlocal]
Gy[iglobal ,jglobal] += gy[ilocal ,jlocal]
M[iglobal ,jglobal] 4= m[ilocal ,jlocal]

#definicao da funcao de Heaviside
H = np.zeros(npoints, dtype='double”)
for i in range(npoints):
if i in points_out:
H[i] =0

if i in points_in:

H[i] =1
if i in points_bubble:
H[i] = 0.5

M = M. tocsc ()
Gx = Gx.tocsc ()
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Gy = Gy.tocsc ()

fx = spsolve (M,( Kf_total*(Gx@QH)))

#componente de forca em x
fy = spsolve (M,( Kf_total«(Gy@QH)))

#componente de forca em y

f = np.sqrt (fx*x«24+fyx%2)

#magnitude da forca

#gravacao da solucao

point_data = {’forca’: f, ’curvatura’: Kf_total , 'Heaviside ’: H}

msh. write_points_cells (’arquivos.vtk/2D/acoplado/forca_arcs_2D _lag.vtk’ 1

point_data=point_data ,

)

Abordagem Euleriana

#importacao das bibliotecas

import numpy as np

import meshio as msh

from scipy.sparse import lil_matrix , csc_matrix

from scipy.sparse.linalg import inv, spsolve

from functions import x

#importacao das propriedades da malha

mesh = msh.read (" arquivos.msh/2D/desacoplado/Desacoplado2D _r04 .msh’)

IEN_bubble = mesh. cells [’ line ’]
#IEN da superficie da bolha
IEN _space = mesh. cells [’ triangle ’]

#IEN dos elementos triangulares
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nelements_bubble = IEN_bubble.shape[0]
#numero de elementos na superficie
points_bubble = np.unique (IEN_bubble)
#numero dos pontos na superficie
npoints_bubble = len (points_bubble)

#numero de pontos na superficie

#coordenadas dos nos da superficie
X_bubble = mesh.points[points_bubble][:,0]
Y _bubble = mesh.points|[points_bubble|[: 1]

nelements_space = IEN_space.shape [0]
#numero de elementos

#que nao sao da superficie
points_space = np.unique (IEN_space)
#numero dos pontos

#fora da superficie

npoints_space = len(points_space)
#numero de pontos

#fora da superficie

#coordenadas dos pontos fora da superficie

X_space = mesh.points[points_space]|[:,0]
Y _space = mesh.points|[points_space|[:,1]
npoints = len (X_space)

#calculo da curvatura na bolha — MEF

#definicao das matrizes globais

K = lil_matrix ((npoints_bubble ,npoints_bubble), dtype=’'double )

#forca da curvatura
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ht = np.zeros(npoints_bubble, dtype=’double”)
#vetor de areas
N = np.zeros ((npoints_bubble ,2), dtype=’'double )

#vetor normal

#loop mnos elementos
for e in range(0,nelements_bubble):

#indices dos nos

IEN_bubble[e,0])[0][0]
IEN_bubble[e,1])[0][0]

vl = np.where(points_bubble

v2 = np.where(points_bubble

#coordenadas dos nos
pl = np.array ([X_bubble[vl],Y _bubble[vl]])
p2 = np.array ([ X_bubble[v2],Y_bubble[v2]])

# 7area”, comprimento do elemento

h = np.linalg.norm(p2-pl)

#calculo do vetor normal
t = p2 — pl
n = np.array([—t[1],t[0]])

#matriz de rigidez local
k= 1/h « np.array ([T, 1], [-1, 1]])
ht[e] =h

#assembling

for ilocal in range(0,2):
iglobal = np.where(points_bubble —
IEN _bubble[e, ilocal |)[0]][0]
N[iglobal] 4= n

for jlocal in range(0,2):
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jglobal = np.where(points_bubble —
IEN_bubble[e, jlocal ])[0][0]

Kliglobal ,jglobal| 4= k[ilocal ,jlocal]

K = K. tocsc ()

Fx = —K@X_bubble
Fy = —KQ@Y _bubble

#calculo do sinal da curvatura:
sinal = np.zeros(npoints_bubble , dtype=’double’)

for i in range(npoints_bubble):

sinal[i] = np.sign(np.dot(N[i],np.array ([Fx[i],Fy[i]])))

F = np.sqrt (Fx«x2+Fyxx2)
Kf = sinal % F/ht

#calculo da curvatura de todos os pontos
#algoritmo para definicao da curvatura nos pontos

#que nao sao da superficie da bolha

Kf_total = np.zeros(npoints, dtype=’double )
#curvatura de todos os pontos
sinal = np.zeros(npoints, dtype = ’int ’)
#sinal da curvatura
distancia = np.zeros(npoints, dtype=’double’)
#distancia minima de cada ponto a superficie
for 1 in range(npoints):

pi = np.array ([ X_space[i],Y_space[i]])

j-min = 0
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mini = np.inf
vector_min = np.array ([0,0])
for j in range(npoints_bubble):
pj = np.array ([ X_bubble[j],Y_bubble[j]])
dist _vector = pi—pj
dist = np.linalg.norm(dist_vector)
if dist<mini:
j-min = j
mini = dist

vector_min = dist_vector

Kf_total[i] = Kf[j_min|]
sinal[i] = np.sign(np.dot(N[j_min], vector_min))

distancia[i] = sinal[i] * mini

#calculo da forca de tensao superficial

#VEF nos elementos 2D

Gx = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em x global

Gy = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em y global

M = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype='double’)

#matriz de massa global

for e in range(nelements_space):

vl = np.where(points_space =— IEN_space[e,0])[0][0]
v2 = np.where(points_space = IEN_space[e,1])[0][0]
v3 = np.where(points_space = IEN_space[e,2])[0][0]

A = 0.5 % np.abs(np.linalg.det ([[1,X_space[vl],Y_space|[vl]],

[1,X_space[v2],Y_space[v2]],
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ci
cj

ck

gx

gy

m=A/12 % np.

Y _space [v2]
Y _space [v3]
Y _space [v1]

X_space [v2]
X_space [v3]
X_space [vl]

[1,X_space[v3],Y_space[v3]]]))

—Y _space [v3]
—Y _space[vl]
—Y _space [v2]

—X_space [v3]
—X_space[vl]
—X_space [v2]

1/6 % np.array ([[bi,bj,bk],

1/6 % np.

array ([[ci,cj,

[bi,bj,bk],
[bi,bj,bk]])

ck],
7Ck]7
ek ]])

[ci, ]

[ci,cj

array ([[2,1,1],

[1.2,1],
[1,1,2]])
#assembling
for ilocal in range(0,3):

iglobal =
IEN _space [e

for jlocal in range (0,

jglobal

IEN_space[e, jlocal
Gx[iglobal ,jglobal
Gy[iglobal ,jglobal
M[iglobal ,jglobal] 4=

np.where(points_space

,ilocal ]) [0

]

[0
):
points_space
)

[07]0]

gx[ilocal ,jlocal]

]
3
np . where (
]
| +=
| +=

gy[ilocal ,jlocal]

m[ilocal ,jlocal]
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#definicao da funcao de Heaviside
H = np.zeros(npoints, dtype='double )
for i in range(npoints):
e = 0.1
if distancial[i] < —e:
H[i] =0

elif distancia[i] > e:

H[i] =1
else:
d = distancia[1i]
H[i] = 0.5 % (1 + d/e + 1/np.pi * np.sin(np.pixd/e))

#[i] = 0.5 + 1/32 * (45xd/e — 50%(d/e)*x3 + 21x(d/e)*x5H)

M = M. tocsc ()
Gx = Gx.tocsc ()
Gy = Gy. tocsc ()

fx = spsolve (M, ( Kf_total *+(Gx@QH)))
#componente de forca em x
fy = spsolve (M, ( Kf_total*(Gy@QH)))

#componente de forca em y

f = np.sqrt (fx*x24fy x%2)

#magnitude da forca

#gravacao da solucao
p=npoints_bubble+npoints_space
ft = np.zeros(p)

Kt = np.zeros(p)
Ht = np.zeros(p)
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#loop para que nao haja problema

#com a ausencia de valores para a
#superficie da bolha

for i in range(npoints_bubble+npoints_space):

if i in points_space:

ft [i] = f[np.where(points_space =— 1 )[0][0]]
Kt[i] = Kf_total [np.where(points_space = 1)[0][0]]
Ht[i] = H[np.where(points_space = 1)[0][0]]

else:

ft [1] = None
Kt[i] = None
Ht[i] = None

point_data = {’forca ’: ft, ’curvatura’: Kt, ’Heaviside : Ht}
msh. write_points_cells (’arquivos.vtk/2D/desacoplado/
forca_bolhal_2D_eul_2.vtk’, mesh.points,

#file format= "vtk—ascii”,

mesh . cells |,

point_data=point_data ,

)

Modelo 3D

Calculo da Curvatura

#importacao das bibliotecas

import numpy as np
import meshio as msh
from functions import x

import time
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from scipy.sparse import lil_ matrix , csc_.matrix

from scipy.sparse.linalg import inv, spsolve

#inicializacao do tempo de execucao

start_time = time.time ()

#importacao da malha

mesh = msh.read (’arquivos.msh/3D/curvatura/esfera_r5.005.msh’)
#para cada arquivo de malha a linha acima deve ser modificada de

#acordo com sua localizacao e nome
#coordenadas dos nos
X = mesh. points [:,0]
Y = mesh. points [:,1]
Z = mesh.points [: 2]
npoints = len (X) #numero de pontos

IEN = mesh. cells [’ triangle '] #criacao da IEN

nelements = IEN.shape[0] #numero de elementos

#definicao das matrizes globais

K = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype='double’) #rigidez
A _global = np.zeros(npoints, dtype='double’) #vetor de areas
A _bari = np.zeros(npoints , dtype='double’)

#vetor de areas baricentricas

N = np.zeros ((npoints ,3), dtype=’double’) #vetor normal

147



#loop nos elementos — MEF
for e in range(0,nelements):
#numeros dos nos
vl = IEN[e,0]
v2 = IEN[e, 1]
v3 = IEN[e,2]

#coordenadas do vertices do elemento triangular
pi = np.array ([X[vl],Y[vl],Z[v1l]])
pj = np.array ([X[v2] ,Y[v2],Z[v2]])
pk = np.array ([X[v3],Y[v3],Z][v3]])

#referencial local no triangulo e projecao
xi = (pj — pi) / np.linalg.norm(pj—pi)
aux = np.cross(np.cross(pj—pi,pi—pk),pj—pi)

eta = aux/np.linalg .norm(aux)

#calculo das areas

A= 0.5 % np.linalg.norm(np.cross(pj—pi,pk—pi))

#contribuicao de area de cada no
Ai = voronoi(pi,pj,pk) #funcao no arquivo "functions”
Aj = voronoi(pj,pk, pi)
Ak = voronoi(pk,pi,pj)
for i,j in zip ([vl,v2,v3],[Ai,Aj,Ak]):
A _global[i] += j

#coeficientes da matriz de rigidez
bi = (np.dot (pk—pj,eta))
bj = (np.dot(pi—pk,eta))
bk = (np.dot(pj—pi,eta))
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ci = (np.dot(pk—pj,xi))
cj = (np.dot(pi—pk,xi))
ck = (np.dot(pj—pi,xi))

#matriz de rigidez
B=1.0/(2.0%xA) % np.array ([[bi,bj,bk]  [ci,cj,ck]])
k = A % np.matmul(np. transpose(B),B)

#calculo do vetor normal de cada no

ni = np.cross ((pj—pi)/

np.linalg .norm(pj—pi),(pk—pi)/np.linalg.norm(pk—pi))
ni = ni/np.linalg.norm(ni)

nj = np.cross ((pk-—pj)/

np.linalg .norm(pk—pj),(pi—pj)/np.linalg .norm(pi—pj))
nj = nj/np.linalg.norm(nj)

nk = np.cross ((pi—pk)/

np.linalg .norm(pi—pk),(pj—pk)/np.linalg .norm(pj—pk))
nk = nk/np.linalg .norm(nk)

for i,j in zip ([vl,v2,v3],[ni,nj,nk]):
N[i] += ]
#assembling

for ilocal in range(0,3):
iglobal = IEN][e, ilocal]
A_barifiglobal]| 4= 1/3 * A
for jlocal in range(0,3):
jglobal = IEN]e, jlocal]
Kliglobal ,jglobal] 4= k[ilocal ,jlocal]

K = K. tocsc () #mudanca do tipo de matriz esparsa

— melhor para operacoes

149



#calculo da forca

Fx = KaX
Fy = —Kay
Fz = K@z

F = np.sqrt (Fxx«24+Fy*«x2+Fzx%2)

#calculo do sinal da curvatura
sinal = np.zeros(npoints) #vetor com sinal em cada no
Fvector = np.zeros ((npoints ,3), dtype='double’) #vetor forca
for i in range(npoints):

Fvector[i] = [Fx[i],Fy[i],Fz[i]]

N[i] = N[i]/np.linalg .norm(N[i])

sinal[i] = np.sign(np.dot(N[i],Fvector[i]))

Kf = —sinal*F/A _bari #vetor de curvatura em cada no

#matrizes globais

KK = np.zeros ((nelements ,3,3)) #forca da curvatura

AA = np.zeros (IEN.shape) #area

NN = np.zeros ((nelements ,3,3)) #vetor normal

#vetores locais

Ki = np.zeros ((npoints ,3)) #forca da curvatura em cada no
Ai = np.zeros(npoints) #area relativa a cada no

Ni = np.zeros((npoints ,3)) #vetor normal em cada no

#loop na IEN para formacao das matrizes

for n, i in enumerate(IEN):
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#vertices do triangulo elementar

pl = np.array ([X[i[0]],Y[i[0]],Z[i[0]]])
p2 = np.array ([X[i[1]],Y[i[1]],Z[i[1]]])
p3 = np.array ([X[i[2]],Y[i[2]],2[i[2]]])

#as funcoes utilizadas abaixos

#sao chamadas do arquivo ”functions”

AA[n] = [voronoi(pl,p2,p3),voronoi(p2,p3,pl),
voronoi(p3,pl,p2)]

KK[n] = [tn(pl,p2,p3),tn(p2,p3,pl),tn(p3,pl,p2)]
NN[n] = [normal(pl,p2,p3),

normal (p2,p3,pl) ,normal (p3,pl,p2)]

#soma para cada no/’assembling’

for index, x in np.ndenumerate (IEN):
Ki[x]+=KK[index [0]][index [1]]
Ai[x]+=AAlindex [0]][index [1]]
Ni[x]+=NN[index [0]][index [1]]

#definicao do sinal da curvatura
sinal = np.zeros(npoints, dtype=’int’) #vetor de sinal em cada n
for i in range(npoints):

sinal [i] = np.sign(np.dot(Ni[i],Ki[i]))

#calculo final da curvatura em cada no
Kf = np.zeros(npoints) #vetor de curvatura nodal
for i in range(npoints):

Kf[i] = —sinal[i]*np.linalg .norm(Ki[i])/Ai[i]

Curvatura 3D — MVF — Loop nos nos
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#matrizes globais

Tgeral = np.zeros ((npoints,3), dtype = ’float ’) #vetor tangente
Ageral = np.zeros(npoints, dtype = ’float ’) #area
Ngeral = np.zeros ((npoints ,3), dtype = ’float ’) #vetor normal

#loop mnos nos

for i in range(npoints):

elementos_in = np.where(IEN = i)
#posicoes da IEN em que i aparece
valores = IEN[elementos_in [0]]

#linhas da IEN com i

# criacao de listas com os
# numeros dos elementos e dos nos vizinhos
elementos = []

vizinhos = |[]

#inicializacao do primeiro elemento
e = elementos_in [0][0]
elementos += [e]

j = IEN[e][np.where(IEN[e]
k = IEN[e|[np.where(IEN|e]

— —
~— S~—
=) =)
=) ja=)

\ \
[\ —

vizinhos += [j]
vizinhos += [k]

#loop para criacao das listas de vizinhos
while len (elementos) != len(elementos_in[0]):
for linha in valores:
if k in linha and j not in linha:

e = np.where ((IEN = linha ). all (axis=1))[0][0]
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elementos += [e]
i =k
k = linha [(linha !=i) & (linha !=j)][0]
vizinhos 4= [k]
else:

next

vizinhos = np.delete(vizinhos,—1)
#0 loop sempre cria o ultimo

#elemento igual ao primeiro
pl = np.array ([X[i],Y[i],Z][i]]) #coordenadas do no

#valores locais

Alocal = 0

Tlocal = np.array ([0,0,0])
Nlocal = np.array ([0,0,0])

#loop pelos elementos

for n in range(len(elementos)):
#coordenadas dos pontos vizinhos locais
v2 = vizinhos [n]
v3 = vizinhos [n—1]

X[v2],Y[v2] . Z[v2]])

[
[
p2 = np.array ([X[v2
p3 = np.array ([X[v3],Y[v3],Z[v3]])

X
X

A = 1/3 % 0.5 x

np.linalg .norm(np. cross (p2—pl,p3-—pl))
#area total

A = voronoi(pl,p2,p3)

Alocal 4= A
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#calculo do vetor mnormal
n = np.cross ((p2-—pl)/
np.linalg .norm(p2—pl),(p3—pl)/np.linalg .norm(p3—pl))

n = n/np.linalg .norm(n)

#vetor tangente
t = tn(pl,p2,p3)
Tlocal = Tlocal + t
Nlocal = Nlocal + n

Tgeral[i] = Tlocal
Ageral[i] = Alocal
Ngeral[i] = Nlocal

#calculo do sinal da curvatura

sinal = np.zeros(npoints, dtype=’int )

#vetor com sinal da curvatura em cada no

for i in range(npoints):
Ngeral[i] = Ngeral[i]|/np.linalg.norm(Ngeral[i])
sinal[i] = np.sign(np.dot(Ngeral[i],6 Tgeral[i]))

#calculo da curvatura
Kf = np.zeros(npoints) #vetor de curvatura em cada no
for i in range(npoints):

Kf[i] = — sinal[i] % np.linalg.norm(Tgeral[i])/ Ageral[i]

#calculo do erro

#esfera
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Ka = 0.4 % np.ones(npoints)

#Ka = 5 % np.ones(npoints)

#elipsoide
# a=1

#b=20.4
# c = 0.5

# Ka = np.abs (X*«%2 + Y2 + Z*x2
— ax*x2 — bxx2 — cxx2)/
(((axbxc)xx2)x(Xxx2/axx4 + Yxx2/bxxd + Zxx2/cxx4)*x%x(3/2))

#toroide
#a= 0.4
# ¢ = 0.75

# A = (Xxx2 4+ Yxx2 + Zxx2 — axx2 — cx*x2)/(2*xaxc)
# Ka = (c+2*xaxA)/(ax(cta*xA))’

#cubo
#Ka = np.zeros(npoints)

num = np.sum ( ((Kf-Ka)xx2))
den = np.sum(np.abs(Kf)xx2)
Error = np.sqrt (num/den)

#gravacao da solucao
point_data = {’curvatura ’: Kf}
msh. write_points_cells (’arquivos.vtk/3D/curvatura/
curvatura_esfera_005_MEF _b.vtk’ , mesh. points ,
mesh. cells ,#file_format="vtk—ascii”

point_data=point_data ,

)
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#print dos dados de interesse
print (max(Kf))
print (min (Kf))
print (Error)
(

print (time.time () — start_time)

Abordagem Lagrangiana

#importacao das bibliotecas

import numpy as np

import meshio as msh

from scipy.sparse import lil_matrix , csc_matrix
from scipy.sparse.linalg import inv, spsolve
import matplotlib.pyplot as plt

from functions import x

#importacao das propriedades da malha

mesh = msh.read (’arquivos.msh/3D/acoplado/hyperboloid.msh’)
#mesh = msh.read (’plano.msh’)

#coordenadas dos nos

X = mesh. points [:

Y = mesh. points [:

Z = mesh. pmnts[ , 2]
)

npoints = len (X

#numero total de pontos

IEN_bubble = mesh. cells [’ triangle ’]
#IEN da superficie da bolha

IEN _space = mesh.cells [ tetra ']
#IEN dos elementos 3D

nelements_bubble = IEN_bubble.shape [0]
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#numero de elementos na superficie
points_bubble = np.unique (IEN_bubble)
#numero dos pontos na superficie
npoints_bubble = len (points_bubble)

#quantidade total de pontos na superficie

#definicao dos nos dentro e fora da bolha

Names = list (mesh. field_data.keys())

IENTypeElem = list (mesh.cell_data [’ tetra ’|[ gmsh:physical’]—
(mesh. field_data [ out '][0] — Names.index(’out’)))

IENElem = [Names|[elem]| for elem in IENTypeElem]

index_out = [i for i, x in enumerate(IENElem) if x = ’out’]

IEN _out = IEN_space[index_out |
#EN somente dos elementos fora da bolha

index_in = [i for i, x in enumerate(IENElem) if x = ’in’

IEN_in = IEN_space[index_in |

#IEN somente dos elementos fora da bolha

nelements_in = IEN_in.shape [0]
#numero de elementos dentro da bolha
points_in = np.unique (IEN_in)

#numero dos pontos dentro da bolha

nelements_out = IEN_out.shape [0]
#numero de elementos fora da bolha
points_out = np.unique (IEN_out)

#numero dos pontos fora da bolha

IEN = np.concatenate ((IEN_out, IEN_in))
#EN de todos os elementos
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#calculo da curvatura na bolha — MEF

#definicao das matrizes global

K = lil_matrix ((npoints_bubble ,npoints_bubble), dtype="double’)
#matriz de rigidez global

A _global = np.zeros(npoints_bubble, dtype='double )

#vetor de areas global

N = np.zeros ((npoints_bubble ,3), dtype=’double’)

#vetor normal global

#loop nos elementos
for e in range(0,nelements_bubble):
#indices dos nos
vl = IEN_bubble[e,0]
v2 = IEN_bubble[e, 1]
v3 = IEN_bubble e, 2]

#coordenadas dos nos

pi = np.array ([X[vl],Y[vl],Z[v1l]])
pj = np.array ([X[v2],Y[v2],Z[v2]])
pk = np.array ([X[v3],Y[v3],Z[v3]])

#referencial local no triangulo
xi = (pj — pi) / np.linalg.norm(pj—pi)
aux = np.cross(np.cross(pj—pi,pi—pk),pj—pi)

eta = aux/np.linalg.norm(aux)

#calculo das areas

A = 0.5 % np.linalg .norm(np. cross (pj—pi,pk—pi))

Ai = voronoi(pi,pj,pk)
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Aj = voronoi(pj,pk, pi)
Ak = voronoi (pk, pi,pj)
for i,j in zip ([vl,v2,v3],[Ai,Aj,Ak]):
A _global [np.where(points_bubble = 1)[0][0]] += j

#coeficientes da matriz de rigidez
bi = (np.dot(pk—pj,eta))

bj =
bk =

( (

( (
ci = (np.dot(pk—pj, xi
¢j = (np.dot
ck = ( (
#matriz de rigidez
B=1.0/(2.0%A) % np.array ([[bi,bj,bk] [ci, cj,ck]])
k = A % np.matmul(np.transpose (B),B)

#calculo do vetor mnormal

ni = np.cross ((pj—pi)/np.linalg .norm(pj—pi),(pk—pi)/
np.linalg .norm (pk—pi))

ni = ni/np.linalg .norm(ni)

nj = np.cross ((pk—pj)/np.linalg .norm(pk—pj),(pi—pj)/
np.linalg .norm(pi—pj))

nj = nj/np.linalg.norm(nj)

nk = np.cross ((pi—pk)/np.linalg.norm(pi—pk),(pj—pk)/
np.linalg .norm(pj—pk))

nk = nk/np.linalg .norm(nk)

for i,j in zip ([vl,v2,v3],[ni,nj,nk]):
N[np.where(points_bubble = 1)[0][0]] 4+= ]
#assembling

for ilocal in range(0,3):
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iglobal = np.where(points_bubble —
IEN_bubble[e, ilocal |)[0]][0]

for jlocal in range(0,3):
jglobal = np.where(points_bubble =
IEN _bubble[e, jlocal |)[0]][0]
Kliglobal ,jglobal]| 4= k[ilocal ,jlocal]

K = K. tocsc ()

Fx = —K@X[points_bubble]
Fy = -KQ@Y[points_bubble |
Fz = —KQ@QZ[ points_bubble |
F = np.sqrt (Fx#«2+Fy*x2+Fzxx2)

#calculo do sinal da curvatura
sinal = np.zeros(npoints_bubble ,dtype="int ")

Fvector = np.zeros ((npoints_bubble ;3), dtype=’double’) #vetor forca

for i in range(npoints_bubble):
Fvector[i] = [Fx[i],Fy[i],Fz[i]]
N[i] = N[i]/np.linalg .norm(N[i])
sinal [1] = np.sign(np.dot(N[i],Fvector[i]))

Kf = —sinal*F/A _global

#calculo da curvatura de todos os pontos
#algoritmo para definicao da curvatura nos pontos

#que nao sao da superficie da bolha
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Kf_total = np.zeros(npoints, dtype=’double’)
for i in range(npoints):
pi = np.array ([X[1],Y[i],Z[i]])
j-min = 0
mini = np.inf
for j in points_bubble:
pj = np.array ([X[i],Y[i].2[}]])
dist = np.linalg .norm(pi—pj)
if dist<mini:
j-min = j
mini = dist

Kf_total[i] = Kf[np.where(points_bubble = j_min )[0][0]]

#calculo da forca de tensao superficial

#EF nos elementos 2D

Gx = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em x global

Gy = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em y global

Gz = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype='double )
#matriz gradiente em z global

M = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype='double’)

#matriz de massa global

for e in range(nelements_in + nelements_out):

vl = IEN]e,0]
v2 = IEN e, 1]
v3 = IEN|e 2]
v4 = IEN|e,3]



V =1/6 % (np.linalg.det ([[1,xi,yi,zi],

ci
cj
ck

cl

gx

gy

[1.x].y], 2]
[1,xk,yk,zk

[1,xl,yl,21]]))

I
I

(vi—yl)*(zk—2z1)—(yk—yl)=*(zj—zl)
(yk—yl)x(zi—zl)—(yi—yl)*(zk—zl)
(yi—yl)s(zj—2zl)—(yj—yl)*(zi—zl)
—1#(bi+bj+bk)

(zj—zl)*(xk—x1)—(zk—2z1)*(xj—x1)
(zk—z1)*(xi—x1)—(zi—2z])*(xk—x1)
(zi—zl)x(xj—x1)—(zj—2zl)x(xi—x])
—1x(ci+cj+ck)

(xj—xl)# (yk—y1) —(xk—xI)*(yj—yl)
(xk—x1)x(yi—yl)—(xi—x1)x*(yk—yl)
(xi—x)*(yj—yl)—(xj—x1)*(yi—yl)
~1x(di+dj+dk)

1/24 % np.array ([[bi,bj,bk,bl],
[bi,b
[bi,b
[bi,

1/24 % np.array ([[ci,cj,ck,cl],
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[ci,cj,ck,cl],
[ci,cj,ck,cl],
[ci,cj,ck,cl]])

gz = 1/24 % np.array (|

m = V/20 % np.array ([[2,1,1,1]

#assembling
for ilocal in range(0,4):
iglobal = IEN][e, ilocal]
for jlocal in range(0,4):
jglobal = IEN[e, jlocal]
Gx[iglobal ,jglobal] += gx[ilocal ,jlocal]
Gy[iglobal ,jglobal] += gy[ilocal ,jlocal]
Gzliglobal |jglobal]| 4= gz[ilocal ,jlocal]
M[iglobal ,jglobal| 4+=m[ilocal ,jlocal]

#definicao da funcao de Heaviside
H = np.zeros(npoints, dtype='double )
for i in range(npoints):
if 1 in points_out:
H[i] =0
if i in points_in:

H[i] = 1
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if i in points_bubble:
H[i] = 0.5

M = M. tocsc ()

Gx = Gx.tocsc ()
Gy = Gy. tocsc ()
Gz = Gz.tocsc ()

fx = spsolve (M, (Kf_totalx(Gx@QH)))
fy = spsolve (M, (Kf_total*(Gy@QH)))
fz = spsolve(M, (Kf_totalx(GzQH)))

f = np.sqrt (fxxx24fy*x2+ 7 xx2)

#gravacao da solucao

point_data = {’forca’: f, ’curvatura’: Kf_total , 'Heaviside ’: H}

msh. write_points_cells (’arquivos.vtk/3D/acoplado
/acoplado_hiperboloide.vtk’ mesh.points,
mesh . cells ,#file_format="vtk—ascii”

point_data=point_data ,

)

Abordagem Euleriana

#importacao das bibliotecas

import numpy as np

import meshio as msh

from scipy.sparse import lil_matrix , csc_matrix
from scipy.sparse.linalg import inv, spsolve
import matplotlib.pyplot as plt

from functions import x
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#importacao das propriedades da malha

mesh = msh.read(’arquivos.msh/3D/desacoplado/hyperboloid.msh’)

IEN_bubble = mesh. cells [’ triangle ’]
#IEN da superficie da bolha
IEN _space = mesh.cells [ tetra ’]

#IEN dos elementos tetraedricos

nelements_bubble = IEN_bubble.shape [0]
#numero de elementos na superficie
points_bubble = np.unique (IEN_bubble)
#numero dos pontos na superficie
npoints_bubble = len (points_bubble)

#numero de pontos na superficie

X_bubble = mesh.points[points_bubble][:,0]
Y _bubble = mesh.points[points_bubble|[: 1]
Z_bubble = mesh.points|[points_bubble][: 2]

#coordenadas dos nos da superficie

nelements_space = IEN_space.shape[0]
#numero de elementos

#que nao sao da superficie
points_space = np.unique (IEN_space)
#numero dos pontos

#fora da superficie

npoints_space = len(points_space)
#numero de pontos

#fora da superficie

X_space = mesh.points[points_space]|[:,0]
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Y _space = mesh.points|[points_space|[: 1]
Z _space = mesh.points|[points_space][: 2]

#coordenadas dos pontos fora da superficie

npoints = len (X_space)

#calculo da curvatura na bolha — MEF

#definicao das matrizes globai

K = lil_matrix ((npoints_bubble ,npoints_bubble), dtype=’'double )
#matriz de rigidez global

A _global = np.zeros(npoints_bubble, dtype=’double”)

#vetor de areas global

N = np.zeros ((npoints_bubble ;3), dtype='double )

#vetor normal global

#loop mnos elementos
for e in range(0,nelements_bubble):
#indices dos nos

vl = np.where(points_bubble

IEN_bubble[e,0])[0][0]
TEN_bubble[e,1])[0][0]
IEN_bubble[e,2])[0][0]

v2 = np.where(points_bubble

v3 = np.where(points_bubble

#coordenadas dos nos

pi = np.array ([X_bubble[vl],Y_bubble[vl],Z _bubble[vl]])
pj = np.array ([ X_bubble[v2],Y _bubble[v2],Z _bubble[v2]])
pk = np.array ([X_bubble[v3],Y _bubble[v3],Z_bubble[v3]])

#referencial local no triangulo
xi = (pj — pi) / np.linalg.norm(pj—pi)
aux = np.cross(np.cross(pj—pi,pi—pk),pj—pi)
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eta = aux/np.linalg.norm(aux)

#calculo das areas

A = 0.5 % np.linalg .norm(np. cross (pj—pi,pk—pi))

Ai = voronoi(pi,pj,pk)

Aj = voronoi(pj,pk, pi)

Ak = voronoi (pk, pi,pj)

for i,j in zip ([vl,v2,v3],[Ai,Aj,Ak]):
A global[i] += j

#coeficientes da matriz de rigidez

bi = (np.dot(pk—pj,eta))

bj = (np.dot(pi—pk,eta))
bk = (np.dot(pj—pi,eta))
ci = (np.dot(pk-—pj,xi))
¢j = (np.dot(pi—pk,xi))
ck = (np.dot(pj—pi,xi))

#matriz de rigidez
B=1.0/(2.0%A) % np.array ([[bi,bj,bk] [ci,cj,ck]])
k = A *x np.matmul (np.transpose(B),B)

#calculo do vetor normal

ni = np.cross ((pj—pi),(pk—pi))

ni = ni/np.linalg.norm(ni)

nj = np.cross ((pk—pj),(pi—pj))

nj = nj/np.linalg.norm(nj)

nk = np.cross ((pi-—pk),(pj-—pk))

nk = nk/np.linalg.norm(nk)

for i,j in zip ([vl,v2,v3],[ni,nj,nk]):
N[i] 4= ]
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#assembling

for ilocal in range(0,3):
iglobal = np.where(points_bubble =
IEN _bubble[e, ilocal |)[0]][0]

for jlocal in range(0,3):
jglobal = np.where(points_bubble —
IEN_bubble[e, jlocal |)[0]][0]
Kliglobal ,jglobal]| 4= k[ilocal ,jlocal]

K = K. tocsc ()

Fx = —K@X_bubble
Fy = —K@Y _bubble
Fz = —KQ@Z_bubble
F = np.sqrt (Fx«x24+Fy*x2+Fzx%2)

#calculo do sinal da curvatura
sinal = np.zeros(npoints_bubble ,dtype="int ")
Fvector = np.zeros((npoints_bubble ;3), dtype=’double’) #vetor forca

for i in range(npoints_bubble):
Fvector[i] = [Fx[i],Fy[i],Fz[i]]
N[i] = N[i]/np.linalg .norm(N[i])
sinal [i] = np.sign(np.dot(N[i], Fvector[i]))

Kf = —sinalxF/A _global
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#calculo da curvatura de todos os pontos
#algoritmo para definicao da curvatura nos pontos
#que nao sao da superficie da bolha

Kf_total = np.zeros(npoints, dtype=’double’)
#curvatura de todos os pontos

sinal = np.zeros(npoints, dtype = ’int )

#sinal da curvatura

distancia = np.zeros(npoints, dtype='double’)
#distancia minima de cada ponto a superficie

for i in range(npoints):

pi = np.array ([ X_space[i],Y_space[i],Z_space[i]])

jomin = 0
vector_min = np.array ([0,0,0])
mini = np.inf

for j in range(npoints_bubble):
pj = np.array ([ X_bubble[j],Y_bubble[j],Z _bubble[j]])
dist_vector = pi—pj
dist = np.linalg .norm(dist_vector)

if dist<mini:

j-min = j

mini = dist

vector_min = dist_vector
Kf_total[i] = Kf[j_min ]
sinal [i] = np.sign(np.dot(N[j_min],vector_min))
distancia[i] = —sinal[i] * mini

#calculo da forca de tensao superficial

#VEF nos elementos 2D

Gx = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double”)
#matriz gradiente em x global

Gy = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double’)
#matriz gradiente em y global
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Gz = lil_matrix ((npoints ,npoints), dtype='double )

#matriz gradiente em z global

M = lil _matrix ((npoints ,npoints), dtype=’double )

#matriz de massa global

for e in range(nelements_space):
vl = np.where(points_space = IEN _space[e,0])][0
v2 = np.where(points_space = IEN _space[e,1])]0
v3 = np.where(points_space = IEN_space[e,2])[0
v4d = np.where(points_space = IEN _space[e,3])][0
[xi,yi,zi|=[X_space[vl],Y_space[vl],Z_space|vl
[xj,vj,zj|=[X_space[v2],Y _space[v2],Z space[v2
[xk,yk,zk|=[X_space[v3],Y_space[v3],Z_space|v3
[x],yl,zl|=[X_space[v4],Y_space[vd],6 Z_space|v4

V =1/6 % (np.linalg.det ([[1,xi,yi,zi],

cl =
cj =
ck =

cl =

[1,xj,vj,zj],
[1,xk,yk,zk],

[1,x1,yl,2z1]]))

(vi—vyl)=(zk—zl)—(yk—yl)*(zj—zl)
(vk yl)*(ziz1) (yi yl)*(zk zl)
(yi—yl)*(zj—zl)—(yj—yl)*(zi—zl)
—1%(bi+bj+bk)

(zj—zl)*(xk—x1)—(zk—2z1)*(xj—x1)
(zk—zl)x(xi—x1)—(zi—2zl)x*(xk—x1)
(zi—zl)x(xj—x1)—(zj—2zl)x(xi—x1)
—1x(citcj+ck)
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di = (xj—x1)x*(yk—yl)—(xk—x1)*(yj—yl)
dj = (xk—x1)*(yi—yl)—(xi—x1)*(yk—yl)
dk = (xi—xD)#(yiy1)—(xjx)e(yi y])
dl = —1#(dit+dj+dk)

gx = 1/24 % np.array (

gy = 1/24 % np.array (

gz = 1/24 % np.array (

m = V/20 % np.array ([[2,1,1,1],
(1,2,1,1],
[1,1,2,1],
1,1,1.2]])
#assembling
for ilocal in range(0,4):
iglobal = np.where(points_space
= IEN_space[e,ilocal |)[0][0]
for jlocal in range(0,4):
jglobal = np.where(points_space —

IEN _space[e, jlocal])[0][0]
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Gx[iglobal ,jglobal] += gx[ilocal ,jlocal]
Gy[iglobal ,jglobal] += gy[ilocal ,jlocal]
Gzliglobal |jglobal| 4= gz[ilocal ,jlocal]
M[iglobal ,jglobal] 4= m[ilocal ,jlocal]

#definicao da funcao de Heaviside

H = np.zeros(npoints, dtype='double”)

for

i in range(npoints):
e = 0.25

if distancia[i] < —e:

H[i] =0

elif distancia[i] > e:
H[i] =1

else:
d = distancia[i]

H[i] = 0.5 * (1 + d/e + 1/np.pi * np.sin(np.pixd/e))

M = M. tocsc ()

Gx =
Gy =
Gz =

fx =

Gx. tocsc ()
Gy. tocsc ()
Gz. tocsc ()

spsolve (M, (Kf_total*(GxQH)))

#componente de forca em x

fy =

spsolve (M, (Kf_total*(GyQH)))

#componente de forca em y

fz =

spsolve (M, (Kf_totalx(GzQH)))

#componente de forca em z

f = np.sqrt (fxxx24fy*x2+ {2z xx2)

#magnitude da forca
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#gravacao da solucao
p=npoints_bubble+npoints_space
ft = np.zeros(p, dtype=’double’)
Kt = np.zeros(p, dtype='double’)
Ht = np.zeros(p, dtype='double’)

#loop para que nao haja problema

#com a ausencia de valores para a
#superficie da bolha

for i in range(npoints_bubble+npoints_space):

if i in points_space:

ft [i] = f[np.where(points_space = 1 )[0][0]]
Kt[i] = Kf_total [np.where(points_space = 1 )[0][0]]
Ht[i] = H[np.where(points_space = i )[0][0]]
else:
ft [i] = None

Kt[i] = None
Ht[i] = None

point_data = {’forca ’: ft, ’curvatura’: Kt, ’Heaviside ': Ht}

msh. write_points_cells (’arquivos.vtk/3D/
desacoplado/hiperboloide . vtk ’ ,mesh. points ,
mesh. cells ,#file _format="vtk—ascii”

point_data=point_data ,

)

Funcoes

import numpy as np

# Codigo com funcoes utilizadas nos codigos globais
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#funcao que define se o triangulo eh obtusangulo ou nao
#dadas as coordenadas de seus pontos

def ang(pl,p2,p3):

11 = pl-—p2
12 = pl-—p3
13 = p3—p2

if np.dot(13,11) < 0 or np.dot(12,-13) < 0 or
np.dot(—11,-12) < 0

return ’'Obtuso’

#funcao que calcula o vetor normal tn dados os pontos do triangulo
#vetor em relacao a pl
def tn(pl,p2,p3):

#pontos medios

ml = (pl+p2)/2

m3 = (pl+p3)/2

#vetor ortogonal a base media
v = np.cross (p3-—p2,np.cross (p3-p2,pl-p2))

tn = v/np.linalg .norm(v)

#base media

d = np.linalg .norm(ml-m3)

t = tn * d

return ¢t

#funcao que calcula ”Amixed” e ”"AVoronoi”
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def voronoi(pl,p2,p3):
#pontos medios
ml = (pl+p2)/2
m3 = (pl+p3)/2

#vetores tangentes
tl = (p2-—pl)/np.linalg.norm(p2—pl)
t2 = (p3-pl)/np.linalg .norm(p3-pl)

# area ’‘circuncentrica’

a = np.linalg .norm(pl-—p2)

b = np.linalg.norm(pl—p3)

¢ = np.linalg .norm(p2-p3)

alpha = ax%2 % (bxx2+c*x2—axx2)

betta = bx*x2 % (ax+x2+cxx2—bxx2)

gamma= C**2 % (a¥k24+bxx2—cx*x%2)

circ = (alphaxp3 + bettaxp2 + gammaxpl)/(alpha+betta+gamma)
al = 0.5 % np.linalg .norm(np.cross (ml-pl,m3-pl))

a2 = 0.5 % np.linalg .norm(np.cross(circ—ml, circ-—m3))

#correcao para triangulos obtusangulos
Atotal = 0.5 % np.linalg .norm(np.cross(p2-—pl,p3-—pl))
if ang(pl,p2,p3) = ’'Obtuso :
if np.dot(t2,t1) < 0:
A= 0.5 % Atotal
else:
A= 0.25 % Atotal
else:

A = al+a2

#A = al + a2
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return A

#funcao que calcula o vetor normal dados os pontos do triangulo
#normal em relacao a pl
def normal(pl,p2,p3):

n = np.cross ((p2—pl)/np.linalg.norm(p2-pl),
(p3-—pl)/np.linalg .norm(p3—pl))
n

= n/np.linalg .norm(n)

return n
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