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RESUMO

Resumo do Projeto de Graduagdo apresentado a Escola Politécnica/ UFRJ como parte dos

requisitos necessdrios para a obten¢do do grau de Engenheiro Mecanico.

Andlise CFD de difusao de espécie quimica para diferentes geometrias de stent

farmacolégico

Tiago Alves Calvano do Amaral

Dezembro/2020

Orientador: Prof. Ph.D Gustavo Rabello dos Anjos

Curso: Engenharia Mecanica

Este trabalho objetiva-se no desenvolvimento de uma simulagdo computacional para a
andlise da difusdo de uma espécie quimica no escoamento em uma artéria corondria em
diferentes geometrias de stent farmacolégico. O Método de Elementos Finitos foi utilizado
para a resolucdo das equacgdes que governam o escoamento sanguineo na artéria corondria
com a implementag@o de um stent farmacoldgico. O sangue foi definido como um fluido o
monofasico, incompressivel e newtoniano. A formulacdo corrente-vorticidade - da equacao
de Navier-Stokes - com o transporte de espécie quimica foi utilizada como equagdes
de governo. Devido a necessidade de eliminacao de oscilacdes espurias encontradas em
simulagdes onde se encontram termo convectivo predominante, foi adotado o esquema

Taylor-Galerkin.

Palavras-chave: Formulacio Corrente- Vorticidade, Método de Elementos Finitos, Esquema

Taylor-Galerkin, Geometrias Stent Farmacoldgico.
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ABSTRACT

Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Engineer.

CFD analysis of chemical species diffusion for differents farmacological stent geometries

Tiago Alves Calvano do Amaral

Dezembro/2020

Advisor: Prof. Ph.D Gustavo Rabello dos Anjos

Course: Mechanical Engineering

This work aims to develop a computational simulation in orde to perform an analisys of
chemical species diffusion in the blood flow of a coronary artery for differents farmaco-
logical stent geometries. The Finite Element Method was used to solve the governing
equations of the blood flow in coronary artery with atherosclerosis and drugeluting stent
placed.. The blood was modeled as a single-phase, incompressible and newtonian fluid. the
stream-vorticity formulation - of Navier-Stokes equation - with chemical species transport
equation were used as governing equations. Due to the necessity to decrease spurious
oscillations as seen when the convective term is predominant, the Taylor-Galerkin scheme

was adopted.

Keywords: Stream-Vorticity Formulation; Finite Element Method; Taylor-Galerkin Scheme;

Drug-Eluting Stent; Stent geometries.
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1 INTRODUCAO

De acordo com a OMS (Organizagdo mundial da satdde), em 2016 foram do-
cumentados 56.9 milhdes de mortes ao redor do mundo, dentre elas, aproximadamente
9.7 milhdes tiveram como causa doencas cardiovasculares isquémicas, ou seja, cerca de
17% do total das fatalidades. As doencgas cardiovasculares isquémicas, afetam as artérias
corondrias, impactando na circula¢do sanguinea e assim originando a redu¢do de nutrientes
e oxigénio para os musculos do coracdo provocando a angina (dor no peito) ou em casos

de maior gravidade, levando ao infarto.

As principais causas dessas doengas sdo fumo, diabetes, hipertensao arterial e
colesterol elevado, fatores esses, que auxiliam na formagao de placas de ateroma na artéria.
Esta formacao dificulta a passagem sanguinea e chegando a casos graves € necessario
tratamento corretivo, sdo estes: bypass corondrio, o qual consiste em um tipo de cirurgia
cardiaca na qual um pedaco da veia safena da perna é colocado no coragdo para transportar
sangue desde a aorta até ao musculo cardiaco, e a angioplastia corondria transluminal
percutanea (PTCA), que se trata de um procedimento minimamente invasivo para abrir
artérias corondrias bloqueadas, onde é colocado um tubo aramado, conhecido como stent,

que permite que o sangue circule desobstruido para o musculo cardiaco.

Neste trabalho teremos como objetivo desenvolver um cédigo em Python uti-
lizando Elementos Finitos para a formulacdo corrente-vorticidade com o transporte de
espécie quimica, assim nos permitindo conhecer uma melhor geometria stentiana que nos
permitird entender melhor a dindmica do escoamento sanguineo com um stent farmacolo-
gico implantado. Junto a isto, analisaremos o impacto da geometria em relacdo ao campo
de velocidade e a difusdo do medicamento no sangue, na conclusdo iremos abordar um
correlagdo no impacto do campo de velocidade com o campo de concentracdo da espécie
quimica e traremos uma discussdo em relagdo a melhor geometria para a utilizagdo do

stent.

1.1 Hipéteses consideradas e Método adotado

Este trabalho foi desenvolvido considerando que as equacdes de governo do
problema foram utilizadas segundo a hipétese do meio continuo, assim nos permitindo a
utilizac¢do dos principios de conservacao de massa, de quantidade de movimento linear e

de espécie quimica. O sangue foi considerado como um fluido incompressivel, newtoniano
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e monofésico, como também o coeficiente difusivo foi aproximado como constante.

A Funcao Corrente Vorticidade € uma formulagdo da equacao de Navier-Stokes
que permite o desacoplamento da velocidade e pressiao.As foram discretizadas, através do
MEEF, sobre uma malha triangular que foi gerada juntamente com o desenvolvimento das
geometrias testadas, no software GMSH.A discretizagdo temporal foi realizada utilizando
a expansdo da série de Taylor, devido a possibilidade de oscilagdes espurias que sdao
caracteristicas de equacgdes conveccdo-difusdo, foi mantido os termos de segunda ordem. A
formulagdo de Galerkin foi utilizada para discretizarmos as equagdes no espago e devido a
possibilidade de grandes oscilacdes em altos Reynolds, também caracteristico da equagao,
foi utilizada uma correcao no Método de Galerkin, usando um termo convectivo. Desta
forma, caracterizando o método com Galerkin Caracteristico ou Taylor-Galerkin como
proposto por (DONEA, 1984) e (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

A validagcdo do cddigo foi analisada comparando a solu¢do numérica de um
escoamentos com solugdo analitica j4 disseminada, o Escoamento de Poiseuille. Além
disso, foi comparada da solugdo do escoamento em uma cavidade com tampa deslizante
(lid-driven cavity flow) com aquelas apresentadas por (MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009).

O estudo foi executado em 10 (dez) geometrias distintas, que tiveram como

objetivo simular possibilidades geométricas para o Stent, sdo elas:

* Geometria 1 - Stent em formato de canal

* Geometria 2 - Stent em formato de mola helicoidal tipo 1
* Geometria 3 - Stent em formato de mola helicoidal tipo 2
* Geometria 4 - Stent em formato anéis interligados

* Geometria 5 - Stent em formato de mola helicoidal tipo 3
* Geometria 6 - Stent utilizado atualmente

* Geometria 7 - Stent em formato de mola helicoidal tipo 4
* Geometria 8 - Stent em formato de mola helicoidal tipo 5
* Geometria 9 - Stent com deformacao aleatéria

¢ Geometria 10 - Stent senoidal

A apresentagdo dos resultados através de imagens foi feita pelo software livre Paraview,

permitindo melhor representacdo grafica da solu¢do do estudo feito.



Capitulo 1. INTRODUCAO 3

1.2 Organizacao do trabalho

Este trabalho foi organizado em oito capitulos, onde poderemos mostrar no Capi-
tulo 2 um breve introdugdo ao stent farmacoldgico e ao Método de Elementos finitos. Sera
apresentadas entdo, no Capitulo 3, as equacdes que governam o problema e a maneira que
elas formam manipuladas até seu formato final utilizado neste trabalho. Apresentaremos
no Capitulo 4 a metodologia MEF utilizada em nossas préprias equagdes de governo,

composta pela sua discretizagio espacial e temporal.

Ap6s toda essa introdugdo tedrica do nosso trabalho iremos abordar no quinto
capitulo o cédigo criado para solucionar este problema, visando orientar futuras andlises
deste problema. Iremos fazer sua validacdo no Capitulo 6 e apresentar as geometrias
utilizadas no problema. Mostraremos os resultados encontrados no Capitulo 7. Por fim
iremos apresentar uma conclusdo sobre o estudo no ultimo capitulo. Com isso, o trabalho

foi organizado da seguinte forma:

 Capitulo 1 - Introducdo

e Capitulo 2 - Revisdo Bibliogrdfica

» Capitulo 3 - Equacoes de Governo

 Capitulo 4 - Método dos Elementos Finitos

 Capitulo 5 - Codigo Numérico

» Capitulo 6 - Geometrias e Validacdao do Codigo Numérico
 Capitulo 7 - Resultados

* Capitulo 8 - Conclusdo



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, iremos fazer uma breve contextualizacdo histdrica do Stent e sobre
o problema que iremos trabalhar, além disso também falaremos sobre o método, MEF, que

foi utilizado para a resolug¢ao do problema.

2.1 Stent Farmacoldgico

O Stent farmacolégico foi um avango revolucionério que mudou a face da angio-
plastia. Mesmo sendo um conceito antigo iniciado em 1912 através das experiéncias de
(CARREL, 1912) em cachorros, que visavam a "intuba¢do permanente"de vasos traumati-
zados, através de préteses vitreas tubulares, os Stents s6 comegaram a ser apresentados na
década de 1970. (DOTTER, 1969) avancou a pesquisa para préteses metalicas endolumi-

nais com objetivo de manter as artérias sempre abertas ao fluxo de sangue.

Os modelos de Stent expansiveis comecaram a surgir em 1982, com (CRAGG
et al., 1983), e pouco depois com (PALMAZ et al., 1985) esse modelo foi usado pelo
primeiras vez em pacientes em 1984, por (SIGWART et al., 1987), utilizando uma estrutura
autoexpansivel em formato de tudo, feita de aco inoxidavel. No mesmo ano Palmaz e
Schatz, com outros, difundiu sua nova geometria de stent, agora ndo mais sendo um tubo
macig¢o, o novo formato que monopolizou o mercado de 1994 a 1998, como, praticamente,
sendo a tinica op¢ao, era constituido por dois elos de 7 mm articulados com uma juncdo de

I mm, permitindo assim maior mobilidade e facilidade em passagem curvas.

Mesmo ap6s todas a evolugdo ao longo dos anos, os Stent ainda se deparavam
com um grande problema, suas primeiras séries continham cerca de 20% dos casos com
tromboses causadas pos-stent (FISCHMAN et al., 1994), mesmo com a utilizacao de
diversos remédio recomendados. Tal inconveniente foi contornado apds ser descoberto
uma combinagdo de aspirina e passagem da heparinizacido venosa para anticoagulacio oral
(cumarinico), o que conseguiu reduziu para 3% dos casos, entretanto aumentava o periodo

de hospitalizag@o para uma semana e as hemorragias para 10% (FISCHMAN et al., 1994).

O ultimo grande avanco no equipamento, foi a criagdo de stents revestidos, que
possibilitaram através de um polimero preso sobra a plataforma metélica dos stents, o
revestimento de agentes antiproliferativos ( sirolimus, paclitaxel ou outros ). Em 2000, foi

iniciado o primeiro experimento deste novo modelo em humanos que foi comandado por
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J. Eduardo Sousa (SOUSA et al., 2001) e em 2002 foi comprovado a eficacia do novo
equipamento através do estudo Sirolimus-Eluting Stents versus Standard Stent in Patients
with Stenosis in a Native Coronary Artery, onde mostrava que casos com reestenose no

stent convencional ficavam em torno de 16% enquanto no stent revestido eram de 5%.

O desenvolvimento desse novo stent trouxeram a necessidade de pesquisas relacio-
nadas a distribui¢do das drogas na corrente sanguinea, assim, (HWANG; WU; EDELMAN,
2001) apresentou uma simulacdo que relacionava a distribui¢do das drogas com o Niimero
de Peclet e trouxe a importancia dos estudos em geometrias que potencializam a difusdo

dos remédios.

(BOZSAK; CHOMAZ; BARAKAT, 2014) mostrou que o a escolha do tipo de
droga utilizada € essencial para a criagdo do stent farmacolégico, devido ao transporte na
parede da artéria. Em seu estudo foi proposto um modelo computacional para de transporte
dos remédios sirolimus e paclitaxel, em que foi considerado as paredes da artérias como
multicamadas porosas. Foi assim, usando a Lei de Darcy para entender o escoamento
dentro das camadas e assim provou que a dindmica de transporte varia de acordo com a

droga analisada.

(Mangiavacchi et al., 2017) apresentou uma simulacdo, considerando as paredes
da artéria como um meio poroso e anisotropico, para a droga sirolimus. Foi utilizado
0 Método de Elementos Finitos nas equagdes que governam o caso e foi considerada
a dissolucdo polimérica do stent além do transporte na parede da artéria em dominio
axissimétrico. Foi identificado uma grande influéncia originada pelo escoamento sanguineo
e das propriedades da parede da artéria, na distribuicio espacial da droga. Mostrando assim
que os resultados sdo influenciados na saide do paciente. Conseguiremos proporcionar
neste trabalho, a apresentacdo da influéncia da parede da artéria na difusdo do medicamento

no escoamento, reproduzindo parcialmente a influéncia ja encontrada na literatura exposta.

Atualmente, o uso do Stent farmacolégico € um equipamento difundido e podemos

entender melhor com € utilizacdo do mesmo nos tempos atuais na Figura 1.
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Figura 1 — Implementagado do stent farmacolégico

Fonte: (MELDAU, 2009)

2.2 Método de Elementos Finitos - Equacao Conveccao-Difusao

O Método de Elementos Finitos tem sua base matematica desenvolvida em 1909
pelo matemético e fisico suico, Walter Ritz(1878 - 1909) que transformava um problema
continuo em um problema discreto com finitos graus de liberdades , as varidveis eram
aproximadas por fungdes conhecidas e constantes a serem determinadas. Em 1915, Galerkin
através do Método do Residuos Ponderados define as constantes da formulagdo proposta
por Ritz utilizando as func¢des bases equivalentes as funcdes pesos. Estd Metodologia é

uma das mais utilizados na atualidade e ficou conhecida como Formulacdo de Galerkin.

(COURANT, 1943) aumenta as possibilidades do método proposto por Ritz in-
troduzindo funcdes lineares definidas sobre elementos triangulares. (CLOUGH, 1960)
introduziu, pela primeira vez, o termo elemento finito em seu artigo The finite element
method in plane stress analysis. O Método de Elementos Finitos sé passou a ser utilizado
para simulacdes de problemas ndo estruturais em fluidos, termomecéanica e eletromagne-
tismo no final dos anos 60. Para melhor entendimento sobre a histéria de desenvolvimento
do Método de Elementos Finitos pode ser consultado o trabalho de (NARDINO; ARNDT,
2016), onde poderd ser analisado passos mais curtos de tempo que em nosso resumo, assim

como mostrado na figura abaixo.
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Figura 2 — Histéria do MEF
Fonte: (NARDINO; ARNDT, 2016)

A utilizag¢do na solucdo de problema de fluidos foi uma das que mais se atrasou a
se concretizar de maneira efetiva, esse fato se deve ao fato do surgimento de oscilagdes
espurias quando o termo convectivo era superior ao termo difusivo. Esta necessidade

afomentou a criacao de diversas metodologias para a resolu¢cdo desse problema.

Em 1976, a Formulagdo Petrov-Galerkin foi desenvolvida por (CHRISTIE et
al., 1976), esta formulacdo é marcada pela utilizacdo de funcdes peso assimétricas ou
quadraticas. Esta modificacdo foi capaz de solucionar o problema das oscilagdes espurias
para estudos unidimensionais e no ano seguinte, (HEINRICH et al., 1977) conseguiu

abrangir a formulacao para estudos bidimensionais.

Em 1982, foi criada a Formulacdo Streamline Upwind Petrov-Galerkin por (BRO-
OKS; HUGHES, 1982), que utilizaria as funcdes peso de maneira que o operador de
difusdo ndo atuasse na dire¢do perpendicular ao escoamento, assim atuando apenas na dire-
¢do do escoamento. Esta modificacdo eliminou um problema que ocorria com a formulagao

de Petroc-Galerkin, que gerava excesso de difusdo perpendicular ao escoamento.

Também em 1982, foi apresentada a metodologia que deu origem a esquema
conhecido como Galerkin Caracteristico. (PIRONNEAU, 1982) apresentou o Método das
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Curvas Caracteristicas com aplicagdo em MEF para resolugdo de problemas de convecgado-
difusdo transientes e Navier-Stokes. Sua vantagem em relacao as formulagdes anteriores
€ na resolucdo de sistemas lineares devido ao fato das matrizes serem simétricas neste
caso, enquanto nos anteriores a alteracdo das funcdes pesos acarretavam em matrizes

assimétricas.

Em 1984, a formulacdo conhecida como Taylor-Galerkin foi apresentada por
(DONEA, 1984). Este método se resume em usar os termos de alta ordem da expansao
de Taylor que atuard para a redugdo das oscilacdes espurias. Diferentes das dua primeiras
formulacdes mostradas, neste esquema nao hd necessidade de alterar as fungdes peso.
Um fator interessante demonstrado por (LOHNER; MORGAN; ZIENKIEWICZ, 1984)
€ que embora Taylor-Galerkin e Galerkin Caracteritico apresentem diferentes formas de
discretizacdo, para um estudo com equagdes convecgdo-difusio o sistema de equacdes €
1déntico.

A formulacdo Taylor-Galerkin apresenta grandes vantagens em relacdo as outras
opg¢Oes apresentadas acima. A ndo necessidade de alteracdo das fung¢des peso € um fator
que de extrema importancia, pois assim conseguiremos trabalhar com matrizes globais
simétricas. Este fator resulta em uma maior facilidade para implementacao computacional
do sistema. Devido a semelhanca dos sistemas de equagdes entre Taylor-Galerkin e Ga-
lerkin Caracteristico, nenhuma escolha afetaria a implementacdo computacional, sendo

assim, tal escolha foi feita por cunho pessoal.

Para esse projeto foi escolhido fazer as discretizacdes pelo esquema Taylor-
Galerkin.



3 EQUACOES DE GOVERNO

Neste trabalho, como explicado previamente na introdu¢ao, o fluido em questio, o
sangue, serd considerado como um meio continuo, ou seja, se considerarmos um elemento
de fluido infinitesimal do fluido nao havera a presenca de espagos vazios em seu meio.
Podemos assim, modelar o escoamento segundo os principios de conservagao universal,

sendo esses os trés a seguir:

* Conservacao da Massa
* Conservacao da Quantidade de Movimento Linear

* Conservacao de Espécie Quimica

Estes principios irdo governar o escoamento proposto. Este capitulo ird apresentar

os principios expostos da seguinte maneira:

Em nossa primeira secdo, introduzird o principio da conservacao da massa junta-

mente com a equacao da continuidade para um fluido incompressivel.

Na segunda se¢ao, introduziremos segundo o principio de conservacao da quanti-
dade de movimento linear para um elemento de fluido, a equacdo de Navier-Stokes para

um fluido incompressivel.
Na terceira secdo, serd apresentada a equacdo de Transporte de Espécie Quimica.
Na quarta se¢do, iremos adimensionalizar as equagdes de governo.

For final, na quinta se¢do iremos apresentar a equagdo de Navier-Stokes seguindo

a formulagdo corrente-vorticidade.

3.1 Principio da Conservacao de Massa

Segundo (PONTES; MANGIAVACCHI, 2009), o principio de conservacdo da

massa estabelece que:

Taxa de acumulacio de massa dentro do volume, o
O fluxo liquido de massa

isto €, a quantidade de massa acumulada, = — )
que cruza a fronteira.

dentro do volume por unidade de tempo.

Temos que, a taxa de acumulacdo de massa dentro do volume de controle é
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matematicamente representada pela integral da variacdo da quantidade de massa sobre

/ —dm (1)

Como estamos falando de valores infinitesimais, podemos expressar dm = pdV/,

todo o volume.

assim obtemos que:

dp 8dV dp
/adm /825 (pdV) / —dV + / —dV ()

A representagdo matematica do fluxo liquido sobre todo o volume € expressa da

seguinte maneira:

j{ pv -ndA 3)
s

Assim, podemos facilmente definir pelo principio da conservacdo de massa que:

/ 9 gy — j'{ ov - ndA 4)

Utilizando o Teorema de Gauss sobre a Equacao 3, observamos que:

j{pv -ndA = / V- (pv)dV Q)
s v

Assim, substituindo a Equacao 5 na Equacao 4 e reformulando-a, obtemos que:

/[ngrv (p )}dvzo 6)
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Sabemos que dV # 0, logo:

ap B
E—i—v-(pv)—O (7

A Equaciao 7 é conhecida como Equacdo da Continuidade, onde p é a massa

especifica do fluido, v € o campo velocidade, no nosso caso, bidimensional, ou seja, v =
. . 0 0

[u, v]. V representa o vetor gradiente, matematicamente representado por V = EREME
X 0y

Desenvolvendo a equagdo anterior, encontramos:

%JrV-VerpV-v—O (8)

Como expresso anteriormente, nesse trabalho foi adotado a aproximagdo do
sangue para um fluido incompressivel, logo p nao dependo do tempo e do espaco. Com
isso temos que dp/dt = 0e Vp = 0, logo:

pV-v=0—V.-v=0 9

A Equaciao 9 € conhecida como Equacdo da continuidade para um fluido incom-

pressivel.

3.2 Principio da Conservaciao da Quantidade de Movimento

(PONTES; MANGIAVACCHLI, 2009), faz a seguinte descri¢do para o esse princi-
pio:

Taxa de acumulagdo da quantidade de

. O fluxo liquido
movimento dentro do volume de controle,

o - . ) = — | de quantidade de movimento
isto €, variacdo da quantidade de movimento

. para fora do volume.
dentro do volume por unidade de tempo.

Resultante das forcas aplicadas

X . + [ Resultante das for¢as de volume. ]
a superficie de controle.
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Vamos entdo, assim como na se¢do anterior, representar matematicamente a

descricao do principio, sendo elas:

Taxa de acumulagdo da

0
quantidade de movimento = / —(pv)dV (10)
v ot
dentro do volume de controle.
O fluxo liquido de
quantidade de movimento | = ]{ pvv - ndA (11
s

para fora do volume.

Resultante das forcas aplicadas
) = ¢ o-ndA (12)
a superficie de controle. s
Onde o representa o tensor de tensoes.
Resultante das forcas de volume. ] = / pgdV (13)
1%

Onde g é o vetor da aceleracdo da gravidade. Temos entdo, que respeitando o

principio de conservacdo da quantidade de movimento linear:

/ 2(pv)dV = —j[pvv-ndA+]{a-ndA+/ pgdV (14)
v Ot s s v

Ao aplicarmos o Teorema de Gauss nas integrais de area, reformulamos a Equa-

cao 14:

/Q(pv)d‘/:—/ V-(pvv)dV—l—/ V-JdV—l—/png (15)
v Ot v v v
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Ou seja,

/ (O (%) + V- (pv) = ¥ -0 — p)aV’ =0 (16)
V t

Nos devemos ater ao fato que dV' # 0, podemos entdo expressar a Equacao 16

da seguinte forma:

0
5P+ YV (pvv) =V -0 —pg =0 (17)
Sendo assim,
0
a(pv)%—v-(,ovv) =V 0+ pg (18)

Desenvolvendo o lado esquerdo, obtemos:

ov dp ov dp
pa+va+pV~VV+v-V(PV) —p [EJrV-VV] +v {a%-V(PV)] (19)

Podemos perceber que o tltimo termo acima trata-se da Equagdo de Continuidade,

que sabemos que € igual a zero. Sendo assim, podemos reescrever a Equacao 19:

)
p[a—:+v-vV]:v.a+pg (20)

Podemos decompor o tensor de tensdes (o) na soma de dois outros tensores, isto

[N

o=—-pl+71 2D
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Onde € de se observar que, p € o campo de pressao, I € a matriz identidade e 7 € o

tensor desviatorio, utilizando essa relagao na Equacao 20 obtemos:

B
p{a—Z+V~VV}:Vp+V-T+pg 22)

O tensor desviatério (7) pode ser relacionado as propriedades do fisicas do
fluido, pois ele é dependente da taxa do tensor deformagdo. Sendo assim, como estamos
considerando o meio como sendo homogéneo, isotropico e que 7 € uma fungdo continua

do gradiente de velocidade, obtemos que:

7= p[Vv+ (VY] + IV - v (23)

Onde ¢ de se observar que p € a viscosidade dindmica do meio, A € chamado de

segundo coeficiente de viscosidade. Ao utilizarmos na Equacao 22, obtemos:

0
p {a—: +v- VV] = —Vp+ V- [u[Vv+ (VV)]+ AV - v] + pg (24)

Ou seja,

p [% +V'VV1 =—-Vp+V. [M[VV+ (VV)T]] +V- [)\IVV] Trg (25)

Iremos considerar que a ;2 ndo depende da posi¢do, teremos:

p[%+v-VV} = =Vp+ulV-Vv+ V- (V)| + V- \IV -V +pg (26)
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Logo,

p {% +v- VV} ==Vp+uVV+V(V-V) )|+ V- AV v +pg (27)

Utilizando a Equacao 9 sobre a Equacao 27, obteremos:

1
@—i—v-VV:——Vp—i—I/V?V—Fg (28)
ot P

Onde € de se observar que v € o coeficiente de viscosidade cinemdtica do meio.
A Equacao 28, para o caso de fluido incompressivel, homogéneo, isotrépico e com

viscosidade constante em fun¢do do espaco, € a conhecida Equacdo de Navier-Stokes.

3.3 Principio de Conservacao de Espécie Quimica

Este principio € definido da seguinte maneira:

O fluxo liquido

. . A resultante da
Taxa de acumulacdo da da quantidade N
] - o . taxa de geracao
quantidade deespécie quimica | = — de espécie . o
o de espécie quimica
dentro do volumede controle. quimica que
. no volume
cruza a fronteira

Vamos mais uma VEZ, assim como nas SC§6€S anteriores, representar matematica-

mente a descri¢do do principio, sendo elas:

Taxa de acumulacdo da 9
quantidade de espécie quimica | = / a—;dV (29)
1%

dentro do volumede controle.
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[ O fluxo liquido |
da quantidade
de espécie = j{ cv-ndA — j{ DVe-ndA (30)
s s

quimica que

| cruza a fronteira |
Onde € importante observar que D € o coeficiente de difusao de espécie quimica.

A resultante da

taxa de geracdo .
o = | RdV (31)
de espécie quimica v

no volume

Temos entdo, que respeitando o principio de conservagdo de espécie quimica:

—dV = —j{cv-ndA—i—]{DVc~ndA—l—/RdV 32)
s s v

Ao aplicarmos o Teorema de Gauss nas integrais de drea reformulamos a Equacao
32:

% gy — — / V- (eV)dV + / V- (DVe)dV + / RAV (33)
14 8t 14 Vv Vv

Ou seja,

/[@+v.<cv>_v.(pvc)_12}dvzo (34)
L Lot

Assim como nas resolucdes anteriores, sabemos que dV' # 0, assim, podemos

reformular a Equacao 34:

LY () -V (DY) R =0 (35)
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Ou seja,

g_j+v.(cv)zv-(DVc)+R (36)

Desenvolvendo o lado esquerdo, obtemos:

%+V.VC+C(V.V>_>V.<DVC>+R (37)

Ja identificamos, de acordo com a Equacao 9, que V - v = (, assim:

B .
a—g+v-vc=v-(DvC)+R (38)

Em nosso estudo, iremos considerar que ndo hd geracao de espécie quimica e que

D é constante. Sendo assim, obtemos:

% +v-Ve= DV (39)

Para nosso estudo, que considera um fluido incompressivel, com coeficiente de
difusdo constante e sem geracio de espécie quimica, temos que a Equacao 39 é a Equacdo

de Transporte de Espécie Quimica.

3.4 Adimensionalizacao

A adimensionalizacdo de equacao é usava para nos dar melhor entendimento
de quais sdo os fatores tem maior influencia sobre as equacdes. Nessa se¢do iremos
adimensionalizar as duas principais equacOes do problema estudado, Equagdo de Navier-
Stokes e Equagdo de Trasporte de Espécie Quimica. As seguintes adimensionalidades

foram utilizadas, onde o asterisco representa a varidvel adimensional:

p=pop* v=uvr* p=pU** D=DyD* c=(cs—co)c +co
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L 1

Primeiramente, vamos substituir os pardmetros acima na Equagdo da Continui-

dade para um fluido incompressivel.:

U
Viv=0 — EV*-V*:0 — Vv =0 (40)

Iremos fazer o mesmo procedimento para a Equacdo de Navier-Stokes:

U2ov:  U? U? 1 U
Lor "L Ly Py Vv Tt “1)
Isto €,
ov* 1 Vo 2 goL
*‘ * *:__ k% * * * k 42
8t*+v V*v p*Vp +—UL1/VV+—U2g (42)

Observemos que o valor de p* e v* sdo iguais a unidade, assim obteremos a forma

final da Equacdo adimensionalizada de Navier-Stokes:

ov* Vo 2 gOL
*' * *:_ kX k * * * 43
a75*4—V Vv V'p +—ULVV—|——U2g (43)

Iremos fazer, novamente, o mesmo procedimento para a Equacdo de Transporte

de Espécie Quimica:

U oc* U, .. D
T o + (cs —co)zv V" = (e —Co)ﬁ

D*V*2¢* (44)

(cs — co)
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Trabalhando a equagdo, podemos multiplicar ambos os lados L/U(cs — ¢),

obtemos:

E)c* * **_DO KN TH2

Observemos que o valor de D* € igual a unidade, assim obteremos a forma final

da Equagdo adimensionalizada de Transporte de Espécie Quimica:

oc* Do 2
* . Xk — * * 4
prE +v*-V'e —ULV c (46)

Analisando as Equagdes adimensionalizadas foi possivel encontrar grupos adi-

mensionais importantes para nosso estudos, sao eles:

1. Numero de Reynolds ( Re ) relaciona as forgas viscosas com as forcas de inércia,
nos mostrando se podemos considerar como a primeira desprezivel em relacdo a
segunda. (FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2004) define que para um escoamento
interno em tubos, se Re < 2300 definimos o escoamento como laminar, se obtermos
Re > 2300 definimos como turbulento.

Re = — 47)
40
onde, U representa a velocidade de referéncia, L. o comprimento caracteristico e 1 a
viscosidade cinemadtica do meio.

2. Numero de Froude ( Fr ) pode ser interpretado como a razdo entre forgas de inércia
e de gravidade, segundo (FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2004). Nimero de
Froude maiores que a unidade indicam escoamento supercritico, valores menores que
a unidade indicam escoamentos subcriticos e valor igual a unidade indica escoamento

critico.

G
V9oL

onde, go representa a aceleracdo, de referéncia, da gravidade.

Fr=

(48)

3. Ndmero de Schmidt ( Sc ) pode ser entendido como a relagdo entre a espessura da
camada limite hidrodinamica e a difusdo da espécie quimica.
Yo

"~ D,

onde, D representa o coeficiente de difusdao da espécie quimica.

Sc (49)
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4. Numero de Péclet de massa (Pe,,) pode ser definido como sendo a relagdo entre
a concentragao da espécie quimica transferida por convecgao e difusdao. O nimero
de Péclet pode ser representado como o produto de dois grupos adimensionais ja

apresentados, sendo eles o Numero de Reynold e o Numero de Schmidt.

Dy 1
Pem = UL — Pem = ScRe

Com isso, iremos substituir tais grupos adimensionais na equagdo encontrados e

(50)

conseguimos:

Equacdo da Continuidade — V - v =0 (51)
- . ov 1, 1
Equacgdo de Navier-Stokes — — +v-Vv=-Vp+ —Vv+ ——g (52)
ot Re Fr?

de +v-Ve= Lv% (53)

E. do de Transporte de Espéci imica —
quagdo de Transporte de Espécie Quimica 5 TreSe

Relembrando que as Equacoes 51, 52 e 53 sdo limitadas a um fluido newtoniano

e incompressivel.

3.5 Formulacio Corrente-Vorticidade

A jarepresentada Equacdo de Navier-Stokes apresenta um dificuldade para sua
implementagdo computacional, essa dificuldade € encontrada devido a seu acoplamento
entre o campo de pressdo e o campo de velocidade do fluido. Para resolvermos este
problema, ja foi desenvolvida uma metodologia que consegue desacoplar esse dois fatores,
sendo esta nada mais do que uma reformulacao da equagdo de Navier-Stokes, conhecida
como formulagdo corrente-vorticidade. Nesta secao iremos encontrar tal formulacdo, para

i1sso devemos introduzir a seguinte identidade vetorial:

2

V-VV:V%—VXVXV (54)
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Implementando tal identidade na Equagdo de Navier-Stokes, encontramos:

0 2 1
—V—I—V%—VXVXV:—Vp—ir—

1
2
5 Vv + g (55)

Re Fr?
Aplicando o rotacional em toda a equacao,

2

1 1
VXV CVXVX VXY= -VXVpt —VxVi+ —Vxg (56)
2 Re Fr2

ov

ant

Reformulando,

2

%[va]JerV%—Vx[vaxv] :—Vpr+éV2[va}+FLﬂng (57)

Sabemos que o rotacional do gradiente de um escalar € zero, assim 0s termos
que apresentam o operador gradiente se anulam. Semelhantemente, o fato de g ser uma

constante, nés sabemos que a derivada de um constante € igual a zero, sendo assim:

1

9,
—[va]—Vx[vaxv]—Re

2
5 V2|V x V] (58)

O vetor V X v é reconhecido como vorticidade (w), entdo,

Ow 1,
E_VX[VXW]_EVW (59)

Nos € importante entendermos a seguinte identidade vetorial,

Vx[vxw=-v-Vw+w- Vv (60)
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Introduzindo essa identidade na Equacao 59, obtemos:

Ow 1,
E—FV-V@u—w-VV—EVw (61)

(PONTES; MANGIAVACCHI, 2009) demonstra que o produto w - Vv € igual
a zero em casos que vorticidade € perpendicular ao vetor velocidade - considerando

escoamentos bidimensionais - 0 que se assemelha ao nosso caso estudado, tendo isto,

Ow 1,
— . = —_— 2
BN +v-Vw Rev w (62)

A equacdo apresentada acima € reconhecida como a Equacgdo da vorticidade
restrita a escoamento bidimensionais, com fluidos newtonianos e incompressiveis. Devido
ao escoamento ter as restrigdes expressas na sentenga anterior e ser permanente, podemos
calcular a velocidade a partir da vazao volumétrica, sendo assim substituiremos a veloci-
dade por um escalar que é conhecido como fungdo de corrente (1).A relagdo entre essas

duas partes € apresentada expandido a Equacdo da continuidade.

ou Ov
32t 5y =" (63)

Para a satisfacdo da Equacao 63, temos que a seguinte relagcdo entre a Funcdo de

corrente e as componentes da velocidade deve ser definida:

_9v __H
Oy v ox 64

u

Expandindo a equagdo da vorticidade, considerando um escoamento bidimensio-

nal, encontramos:

W=VXV=— — — (65)
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Juntando as Equacoes 64 e 65, identificamos:
L L )
Assim, conseguimos identificar a forma final da relacdo corrente-vorticidade.
w= -V (67)

3.6 Equacoes de Governo Adimensionalizadas

Ap06s todas essas andlises conseguimos identificar todas as nossas equacoes de

governo de forma adimensionalizada.

Ow 1,
E—I—V-Vw—EVw

w= -V

v=Dy

@—FV-Vc:

2
ot Rech ¢

Onde, D representa um operador de componentes {

o 0

oy’ Ox

|

(68)

(69)

(70)

(71)
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4 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

No capitulo anterior apresentamos as equacdes que usamos para governo do nosso
problema. Neste capitulo iremos apresentar a metodologia que foi usada para resolugdo
do problema, podendo assim completar toda o procedimento utilizado para formulacao
do problema e resolucao das equagdes. O Método de Elementos Finitos (MEF) é um
procedimento numérico para solugdes aproximadas de problemas sobre o contorno de
equagoes diferenciais em uma formulagdo variacional. Por isso, este capitulo serd dividido

em 4 partes, sendo elas

Discretizacao Temporal

Formulacao Forte e Fraca

* Discretizacdo Espacial

Forma Matricial

O MEF apresenta como caracteristica a utilizacdo da forma fraca das equagdes, além disso
nesse problema utilizaremos a expansao da série de Taylor até segunda ordem na etapa
de discretizagdo temporal e utilizarems o método de Galerkin para elemento de malha
triangular linear na etapa de discretizacao espacial. Por final apresentando a formulagdo
matricial segunda o esquema Taylor-Galerkin. Podemos consultar mais detalhamente sobre
o esquema consultando os trabalho de (DONEA, 1984), (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000)
e (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU, 2012).

4.1 Discretizacao Temporal

Nesta secao iremos apresentar o processo de discretiza¢do no tempo da equacao
de vorticidade, para a equacdo de transporte de espécie quimica foi feito um procedimento
semelhante. Como descrito anteriormente, faremos a discretizagdo através da expansdo da
série de Taylor para a varidvel em questdo, usada assim para aproximacgao da derivada tem-
poral. Serd utilizada a expansao até segunda ordem com intencdo de reduzir as oscilagdes

espurias comuns em nossa equagao por ser do tipo convecgao-difusao.

Iniciaremos esse procedimento expandindo os termos da equagdo da vorticidade
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Equacao 68:

6_w+u8_w+va_w—ia2_w+iaz_w (72)
ot ox dy  Redx?  Re dy?

logo,

a_w—_ 8_w_ 8_w+i82w+i82w (73)
o  or U@y Re 0x%? = Re 0y?

Aplicando 0/0t em ambos os lados, obtemos:

900N _0 (o e 1w 1 .
ot\ot) ot ox Oy Redx?  Re 0y?

Considerando a expansdo de Taylor:

2 9kwn Atk
n+l _ =4 75
YT Lo (75)
logo,
L oW At 02w A2 BPwur AR 9t At? 76)

e e 2 T o 3 T an 4
Como explicado anteriormente, iremos truncar a expansdo de Taylor até a segunda
ordem:

1 QWAL 9Pwm AP
="+ ——— +
ot 11 o 2l

+ O(AP) (77

ressaltando que O(At?) € o erro originado do truncamento, por isso que - como

explicito anteriormente - esse método € uma aproximacao do resultado real, pois existe um
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erro existente. Temos que na equacdo acima w™ ™! € a vorticidade que iremos calcular e w"

¢ a calculada no passo de tempo anterior.

Devemos entdo utilizar as Equacoes 73 e 74 na Equacao 77 e omitir o erro do

truncamento.

W't = w" + At [—ua—w — v@_w + i@%} + iﬁQw]
ox Jdy Redz?  Re 0y?
At? [0 ow  Ow 10w 1 0w
3 [a [—“% _Ua_er@%JrEa_y?H

(78)

Em nosso problema, temos que u e v s3o constantes e iremos inverter a ordem
de derivacdo nos termos que contém derivadas da vorticidade em funcao do tempo e do

espaco, encontraremos:

W't =w" + At _uaw" - U@w” + Lazwn + La%,n
N ox Jdy  Re 0x? = Re 0y>? (79)
At? 0 Ow" 00w 1 0% 0w 1 0% w"

Ty [—“a—x ot "oy ot " Reor® ot | Reow? at]

Podemos substituir os termos 0w /0t pela equacdo da vorticidade, obtendo assim,

ow" ow™ 1 %W 1 0%wm]
| Ox _Uﬁy—i_ﬁ&c? +E@y2_
At? o owr ow™ 1 %W 1 0%w™)
or | Ox _Uﬁy—i—E@xQ +E8y2_
o[ ow ow 1 %W 1 0%wm]
dy | Oz _Uﬁy—i—ﬁﬁm? +E@y2_
1 0 [ ow ow™ 1 %W 1 0%w™]
+§0x2 _—u or " dy +E 0x? +E 0y? |
1 02 ow™ ow™ 1 %W 1 9%

— v

+§8y2 ~Yor dy +§ 0x? +§ Oy? )

W =+ At | —u

(80)
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Podemos entdo truncar os termos que apresentam ordem maior do que dois,

obtendo assim,

o A {_uﬁw” B U@w” N 1 Pwn N i@Qw”}
ox Oy  Re 0x*>  Re 0y? 81
A—t2 {—uﬁ {—uawn — U@w”] - vg {_u&u” - annH + O(At?)
2 ox ox oy oy ox dy

Logo, omitindo o termo de erro e reformulando a equagdo, encontramos:

ox dy " Re 022 +E 0y?
—l—gug u@w" ~|—vawn gv2 u(‘?w” +an”
ox oy 2 Oy | Ox dy

Wt — owm ow" 1 9%w™ 1 9%w™
AL +u +v

(82)

2 Ox

Os termos multiplicados pelo At?/2 sdo conhecidos como difusdo artificial que
sdo os termos responsaveis pela reducdo das oscilagdes espurias caracteristicas desse tipo

de equacao.

As equacdes de governo na forma vetorial apresentam as seguintes formas quando

discretizadas no tempo:

. 1 o At

. 1 9 At
. - v. . 4
¢+v-Ve Rech c+ 5 Viv- ] (84)
w=—V?) (85)

v =Dy (86)
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onde v € o vetor velocidade bidimensional, D € o operador matematico que

0 0
definimos como D = [8_’ — 8_] e aproximamos as seguintes relacoes:
Y x
wn—‘rl — " Cn+1 —cn
“ At ‘ At (87)

4.2 Formulacao Forte e Fraca

Neste secdo iremos primeiro apresentar a formulacao forte das equagdes de

governo e em seguida apresentaremos a formulagdo fracas das mesmas.

4.2.1 Formulacao Forte

A formulacgdo forte € representada pelas equacdes de governo na forma diferencial
com as condicdes de contorno. Assim, para 0 nosso problema apresentamos as seguintes

formulacoes:

w+v-Vw:éV2w+%v-V[v-Vw} (88)
V) = —w (89)

v =Dy (90)
¢+v-vc:Lv2c+§v.V[v.vc] 1)

ReSc 2
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As equagdes apresentadas acima sio validadas no dominio Q C R? para as

seguintes condi¢des de contorno:

w=uwr em I}

Y =1yr em I'y

v=vr em ['3

92)
c=cr em Iy

4.2.2 Formulacao Fraca

(ANJOS, 2007) define que a formulagdo fraca € o resultado da ponderacio da
equacdo de governo e integrada sobre um dominio qualquer. Para nosso trabalho, apresen-
taremos a formulacdo fraca para um escoamento de um fluido monofésico, newtoniano e
incompressivel utilizando a formulagdo corrente-vorticidade com equagdo de transporte de
espécie quimica, para obter mais detalhes podemos consultar o trabalho de (BRENNER;
SCOTT, 1994). Tendo em vista que a metologia usada é uma aproximacao da solugao nu-

mérica, iremos considerar que serd produzido um Residuo (R) nas equagdes que governam

o problema.
w+v-Vw—éV2w—%v-V[v-Vw]:R1 (93)
V3 +w= Ry (94)
v—Diy = Rs (95)
é¢+v-Ve— ! v%-ﬁv.V[v-vc]:R4 (96)

ReSc 2
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Assim como (FINLAYSON, 1972), iremos for¢ar o residuo a ser nulo em uma

consideracao de média. Ou seja:

Q
/Rg-gbdQ:O

Q
/Rg-fdQ:(J

Q

Q

O7)

(98)

99)

(100)

devemos observar que 9, ¢, £ e n sdo conhecidas como fungédo peso, que € uma

funcio arbitraria dentro de um espaco de fun¢des que ainda iremos discutir sobre. Juntando

as equacdes apresentadas nessa sec¢ao:

1 A
/ [@+V-Vw——v2w——tv-V[v-Vw] -0dY =0
Q Re 2

/ (V20 +w] - ¢pdQ2 =0
Q

/Q[v—mp].gcm:o

(101)

(102)

(103)

(104)
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Necessitamos entdo desenvolver as integrais:

1 A
/wédw+/v-Vw5dQ——/V2w5dQ——t/V-V[V-Vw}édQ:() (105)
Q Q Re Jq 2 Jo

/ V2pdQ) + / wod) = 0 (106)
Q Q

/Q veds) — /Q DyédQ = 0 (107)

1 At
/ cndw + / v - VendS) — / ViendQ) — — [ v-V[v-VédQ2 =0 (108)
Q Q ReSc Q 2 Q

Com a inten¢do de diminuir a ordem da derivada do termo difusivo e separar o
termo no contorno, iremos aplicar o Teorema de Green sobre 0 mesmo. Assim, teremos

que o termo difusivo sera:

1 ) 1 1
—_— Q:— . Q__ . F 1
7o /Q V2wéd e /Q Vw - Vid 7o /F §Vw - nd (109)
/VzwgbdQ: —/vw-v¢dﬂ+/¢w-ndr (110)
Q Q T
_ /v% dQ) = L /v(: Vnd§) — L / Ve-ndl (111)
ReSc Jq K ~ ReSc Jq g ReSc F77

Devemos ressaltar que n € o vetor normal orientado para a dire¢do externa do

contorno I'. Os termos de contorno I' sdo reconhecidos como condi¢do natural, em nosso
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problema s6 possuimos condigdes essenciais - também chamadas de condicdes de Dirichlet
- desta forma iremos utilizar a hipdtese que 6 = ¢ = 1 = 0 nas equagdes acima para todo
o contorno ['. Sendo assim, a integral em I' € igual a zero e teremos os termos difusivos

serao:

1 ) 1
- dQ = — - VdQ 112
Re/QVw(S Re/ngv (112)
/sz/}(bdQ: —/Vw-ngdQ (113)
Q Q
— /v2 dQ = L /v VndQ (114)
ReSc Jq = ReSe Q v

Faremos um procedimento semelhante para o termos de difusividade numérica na

Equacoes 106 e 108. Logo:

At v-V[v- ch]édQ_g [v-Vuw]v- V(SalQ—g [v-Vwlév-ndl' (115)

2 Jg 2 Jo 2 Jr

At

-5 |V Viv- Vc]édQ——/V Vv - VndQ——/V Venpv -ndl'  (116)
Q

Pelo mesmo motivo apresentado para os termos difusivos, iremos anular as

integrais no contorno de I'. Portanto:

At v-V[v: Vw]ddQ2 = At/[v~ch]V~V5dQ (117)

2 Jo 2 Ja

At

-5 |V Viv- Vc]édQ——/v Velv - VndSQ (118)
Q
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Agora que conseguimos definir os novos termos difusivos, podemos substituir

nas equagdes de governo:

/dJ(SdQ—l—/V~Vw(5dQ+i/VQWV(SdQ—i-g/[V'Vw]V'V(SdQ:O (119)
Q Q Re Jq 2 Ja

—/v¢-v¢d9+/w¢d§z:o (120)
Q Q

/Qvgdﬁ - /Qqung =0 (121)

1

At

/ éndS) 4+ / v - VendQ) + / Ve - VndQ + — / [v-Ve|v-VndQ =0 (122)
QO Q ReSec QO Q

2

Definindo a mesma representacdo feita por (MARQUES, 2018):

ma(0,8) = /Q 0549

ma(w¢) = [ woa
W“@:A%m

ma(n) = /Q end€

o (w.6) = /ﬂ v - Velv - Vado

kna(cn) = / [v- V]v - VndQ
Q

g1(v,0) :/V-Vwédﬂ
Q
%W£%iADMﬂ2
ga(v,n) = / v - VendS)
@ (123)
ki(w,d) = / Vw - VodQ
Q
mmwzévvvwﬂ

k4(c,n) :/QVC'VUCZQ
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Através da representacdo acima, podemos reformular nossas equagdes em forma

fraca para:

At
(w 5) + gl(V 5) -+ R—kfl(w 5) + —k:nl(w )

—ka (1, &) +ma (¥, ¢

) =

) =

ms(v, &) — g3(¥,&) =
At

5 ) =

m4(C,77) + 94("#7) + k‘4(c>77) + = (6777

ReSec

Seguindo os conjuntos de funcdes bases:

W = wEQ—>R2:/w26m<oo;w:wp}
L Q

P= wGQ—>R2:/w2dQ<oo;w:wp}
L Q

V= ’UEQ—)R2:/U2dQ<OO;U—UF:|
L Q

C= CGQ—>R2:/C2dQ<oo;c:cl~]
L Q

e aos espacos de fungdes pesos:

D= 5EQ—>R2:/52dQ<oo;5F:O]
L Q

F = ¢EQ—>R2:/¢2dQ<oo;¢F:O]
L Q

X = feQ—>R2:/§2dQ<oo;§p:O}
L Q

N = nEQ—>R2:/n2dQ<oo;T]F=0}
I 0

(124)

(125)
(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

Como definido por (MARQUES, 2018), a formulagado fraca se consiste em en-
contrarmos w € W, ¢p € P,v € V, ¢ € C de modo que as Equacoes 124, 125, 126 e 127

sejam satisfeitas paratodod € D, ¢ € F, £ € Xen € N.
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4.3 Discretizacao Espacial

A discretizagdo espacial que faremos utilizard a formulagdo de Galerkin que
apresenta como caracteristica a utilizacao das fun¢des de forma como fungdes de peso e
como fungdo interpoladora das varidveis em questdo. Devemos entdo apresentar a forma
expandida das Equacgoes 119,120, 121 e 122.

Oow 1 Owdd Ow Id
0 —4dS) + —0d) + Q
/Qwéd —i—/gua od /v od Re/{@x@x ayay]d

At 20 | Ow Ow At o) (%} (%J
(138)
oY 3¢ 0 ¢ /
/ [895 5 " 90 }dQ—l— wodQ = 0 (139)

/ ugdQ — / “Ced =0 (140)

/vng /—ng_o (141)

dc 1 Oc On  0OcOn
/ éndS) +/ TIdQ + ayndQ ReSc/ [3:10 Ox T oy dy ay} *

+At 077 uﬁ—i— dc At U@n @—l— dc
Yor [Vox dy q Oy | Oz ay

(142)

So)an+ 5 ool —o

Devemos entdo discretizar o dominio em nimero de elementos (ne) e em nimero

de nds (np) da malha computacional que serd usada. Assim, obtemos:
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w(x,t) ~ iplwi(t)]\fi(x) (143)
(xt) ~ anl i) Ni(x) (144)
u(x,t) ~ Z,; i () Ny (x) (145)
v(x,t) ~ i v; (t) N3 (x) (146)
o(x,t) & Zp ei(t) Ny (x) (147)

Importante ressaltarmos que w;, v;, u;, v; € ¢; s@o vetores com np elementos e
sdo os valores a serem encontrados que como podemos observar dependem apenas do
tempo. /V; s@o as fungdes de interpolaciao e também sdo representadas por um vetor de np
elementos, essas fungdes apresentam a restricdo de que devem respeitar as condi¢cdes de
contorno, entretanto sdo escolhidas arbitrariamente. O método de Galerkin nos permite usar
o mesmo tipo de elemento para todas as equacdes de governo, desta maneira encontraremos

as mesmas fungdes bases para todas as equacoes.

Na formulacio que estamos utilizando, as funcdes base sdo iguais as funcoes

pesos, logo:

S(x,t) & Y 6;(t)N;(x) (148)
d(xt) = > di(t)N;(x) (149)
Ext) & Y GN;(x) (150)

np
n(x,t) = Y ni(t)N;(x) (151)
j=1
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Encontramos assim as equagdes de governo na forma variacional discretizada

espacialmente:

/iwmiwjdaw/im ZaNdQH/ia“Z ZdeQ
=1 j=1

awz i — 85 N; Ow;N; <= 8, N;
/ Z i=1 Z ;

P 85]\/ uzaw” Zawl s

=1

/ i&&]\f uzaw” Zawl i go— o
=1 L i=1

(152)

OYiN; <= 0¢; N O N; = d¢; N
/ [Z Z j Z z; j
J

(153)

/ZulN ZQN do — /i&/’l ZQN dQ =0 (154)

np np np aw
/ > il Z@N Q) — / Z d Z@N Q=0 (155)
Q=1
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/ZCZN Zn]NdQJru/iaCz Zn]Nde/iaCZ ZnJNdQ
de;iN, 0 dc; N, 0
ReSc/ Z C Z ?7] Zl C Zl i

i= J

At ”pa-N-' aH aH
+7/Quz_7gxf uz ‘ Z Nl g

j=1 =1

npa'N'_ azz 821
FLE RS R e

=1

(156)

Nas Equacoes 152 e 156 teremos que em nossa resolu¢do os termos u € v
(velocidades) ndo sdo incognitas, pois iremos usar os valores do passo de tempo anterior na
equacdo da vorticidade e iremos calcular previamente as componentes para a equagao do
transporte de espécie quimica. Tendo isso, nés podemos retirar as componentes comentadas
das integrais nos termos convectivos, iremos fazer isso pois assim as equagdes poderdo ser
consideradas lineares.

Colocando a somatoria para fora da integral, temos:

/8]\7
o Oy
1 ON; ON; ~ ON; ON; At/ ON; | ON; ON;

— Q4+ — Q
+R/(8x 8x+8y 8y)d +2 Q“ax u8x+vﬁy d

e
At aN uaNi N UaNi
(‘31/ ox dy

Zaj[ wZ/NNdQJrZwZ{

7=1

Jan =0

(157)

J=1

o[ ON,ON, 0N, 0N,
D9 [;% [/Q ( o 0z dy Oy ) o +wi/QNideQ N 0} (159
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L ON,
3 { N;N;dQ) — 1) NdQH 0 (159)
2 L ar 15

ifj ["P v; {/NNdQ w,/gNNdQH 0 (160)

i=1

ON,

np
Zml cZ/NNdQJchZ{ / NdQ+v/Q ay’deQ
J=1 =

1 ON; ON;  ON,; ON;
Q
* ReSc/ ( * ) d

or Ox 8y 8y (161)
At 8]\7 ON; ON;
Q
o [ Ox v dy ] d
At aN ON; ON;
e [ [ Q —
+ 8y { o + v 9y } d 0

Sabemos que Y7, # 0. 07, & # 0, Y07, 65 # 0e Y07, 6 # 0, logo,

P& { ON,

ii%/zvzvd9+zz% NdQJrv —LN;dS)

o 0
j=1 =1 7j=1 =1 Yy

L/ (aN, ON; , ON; aNJ) 0

+ Re Or Ox dy Oy (162)
At 8]\7 ON; N ON; 40
or \"ar Y oy
At 8]\7 ON; ON; B
8y (uax +vay)d§2—0

np np
> D [/ (aN’ o | O aNJ) ds +wz-/ N;N;d$2 = 0} (163)
== o \ Or Or dy Oy Q

=1 i=
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=1 i=1

u; VNNdQ v |

3N

N dQ}

0

np np N,
O Q ox

j=1 i=1

np np

ZZCZ/NNCZQ—FZQ

7j=1 =1

o [ G

N 1 / 8NiaNj+aNi8Nj 40
ReSc Jxr Oz dy 0Oy
At 8N ON; ON;
) " ox [ ox " oy } e
At 8N ON; ON; B
8y [uax +v6y}d§2—0
Ou seja:
np np np np ON.
ZZ%/NNdQ+ZZ%{ / L N;dQ + /Qa_y
j=1 i=1 j=1 i=1
— ds)
+Re/ﬂ(8$ Ox * dy By)
At ON; ON; ON, ON;
iy “( 0z or “ma)dg
At ON; ON; 8N ON;
Q:
Ty 2 v( Jy Ox 83/ dy ) d 0

ON;

=1 i=

i ad [ / (aNi ON; ON;
(05 +
o q \ Or O dy

Jdy

ON;
o Oy

J)dQ—i—wi/NideQ:O]
Q

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)
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np np

ZZUZ[/NNdQ U; aNNdQ} 0

7j=1 =1

np np N,
Q Q ox

=1 i=1

L ON;
ZZCZ/NNCZQJFZQ /adeQ—l—v ayNdQ

7j=1 =1
1 ON,ON, 0N, dN,
Q

+ReSc/(8x oz oy 8y>d

At JON; ON; ON; ON;
) 2 u[ Oxr Ox v Oz Oy

At ON; ON; ON; ON;
Ty 2 U[ Oy Ox v dy Oy

| ao

]dﬂ]:o

4.4 Forma Matricial

(169)

(170)

171)

Para encontrarmo a forma matricial desse problema, ndo podemos deixar de falar

sobre a malha escolhida, pois estéd diretamente ligada a resolucdo do nosso problema. A

malha utilizada impacta diretamente na precisdo de nossa resolucio, pois ela serd a divisdo

espacial do nosso objeto de estudo, entdo quanto mais fina - ou seja, quanto mais nos e

elementos - a malha, geralmente, geralmente mais precisa € a solucdo. Entretanto ndo é

s0 a qualidade da malha que influencia em nosso resultado, mas também a geometria e a

ordem do polindmio interpolador.

(ANJOS, 2007) apresenta uma classificagdo dos elementos de malha de acordo

com sua geometria e ordem do polindmio interpolador:

* Geometria
— Reta (Problemas unidimensionais)
— Triangulares e Retangulares (Problemas bidimensionais)
— Tetraédricas, Hexaédricas e Prismaticas

* Ordem do polindmio interpolador

— Linear (Grau um)
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— Quadratica (Grau dois)

— Ciubica (Grau trés)

A escolha da ordem do polindmio interpolador deve ser feita de acordo com
as restrigdes das equacdes a serem resolvidas, por exemplo, a equagdo de Navier-Stokes
apresenta uma restri¢ao conhecida como (Brezzi, 1974) e (BABUSKA, 1971) devido ao
seu forte acoplamento entre a velocidade e a pressdo. Esta restricdo implica na necessidade
de ter nimero de no variaveis de acordo com a varidvel a ser resolvida, sendo assim

necessitamos utiliza um ordem de grau 2 ou 3.

Como j4 mostrado anteriormente iremos trabalhar com a equacdo de Navier-
Stokes com a formulacao de corrente-vorticidade, sendo assim nao hd acoplamento entre
a velocidade e pressao. Este fato nos possibilita trabalhar com ordem de grau um. Para
a escolha da geometria optamos pela triangular, por ser comumente usada no MEF e
possibilitar, devido a sua simplicidade geométrica, um melhor discretizacdo em superficies

irregulares do que as malhas retangulares.

Abaixo apresentamos um elemento de malha triangular linear, caracterizado
por ter suas funcdes de interpolacdo planas. Devido a sua simplicidade e comum uso,

facilmente encontramos as matrizes elementares analiticas deste tipo de elemento.

N;=1; =123

Figura 3 — Elemento de Malha Triangular
Fonte: (MARQUES, 2018)

Ja definido a malha que serd utilizada, podemos entdo representar as Equac¢oes
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167 a 171 em suas formas matriciais:

1
Mw +u-Guw+v- Gy + — [Kip + Ky | w

g N
+ 5 U UK,y + K] w + 5V [uK,, + vKy,Jw =0

— [Kyp + Ky 0+ Mw = 0 (173)

Mu — G,1p = 0 (174)

Mo — G, =0 (175)

1
Mé+u-Gue+v-Gye+ — [Kiw + Kyl e
fe (176)
At At
+ - u (UK, + vKy,| e + v UKy + vKylc =0

Importante ressaltar que as matrizes M, G, G, K., K, K., e K, sdo matrizes

quadradas com dimensdo np e sdo definidas como:

M = Am® (77)
G, = Ay’ (178)
G, = Ag’ (179)
K,, = AKS, (180)
K,, = Ak, (181)
K., = Ak, (182)

K, = Ak, (183)
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Ressaltando que A € um operador que ird montar as matrizes elementares nas
matrizes globais. Os fatores com sobrescrito e sdo as chamadas matrizes elementares
que também sao matrizes quadradas com dimensdo igual a trés para a nossa malha e sdao

definidos por:

me = /Q e NfN£dQ (184)
9z = Qe a(;fdeQ (185)
gy = Qe aaijfdQ (186)
ke = Qe aéi aa]\; ) dQ (187)
ko, = Q@ 88]\5 a;\; I 40 (188)
kS, = /Q a(;\g aa]\fda (189)
pe = [TONEONT (190)

yr Q 8y 3x

Assim, podemos representar a forma final das equagdes de governo que serdao
resolvidas em nosso c6digo na forma adimensional discretizadas segundo o MEF com

termo de convecc¢do semi-explicito:

Y +1+§[K$1+Kyy]w HZEw —u-Guu" —v-Gyw

At At
— —u[uK,, + K] w" — -V UKy + Ky, | w"

2
(191)

K. + Kyl v = Mw (192)
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Mu = G, (193)
Muv = G2 (194)

M
— "y [Kew + Ky = =" —u - G,”

At ReSec

n
—v-Gye

At
— —u [uKy, + Ky, ] " — 57U UK,y + vKy,]

(195)
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5 CODIGO NUMERICO

Neste capitulo apresentaremos o fluxograma de criagdo do cédigo e sobre a logica
de resolucdo do problema com a visdo iterativa do cédigo. O codigo foi desenvolvido
em linguagem Python 3.7, devido a seu uso ja ser - em grande parte - difundido no meio

académico.

O desenvolvimento do cdédigo foi configurado em 5 etapas, sendo elas:

1. Importacdo de Malha

* Levantamento do Numero de Noés

* Levantamento do Numero de Elementos

* Levantamento da Matriz IEN

* Levantamento dos vetores de coordenadas
2. Criagao das Matrizes Globais
3. Implementacdo da Condi¢des de Contorno

* Condicdes de contorno da corrente

* Condi¢des de contorno de velocidades

* Condicdes de contorno da espécie quimica
4. Algoritmo de Resolucdo

* Inicio da vorticidade

* Calculo de vorticidade

 Cilculo da funcao corrente

* Cilculo de velocidades

 Cilculo do transporte de espécie quimica

5. Exportacdo dados em .vtk

A primeira etapa € importar transcreveremos o codigo para importacao da malha,
e expressarei seu software de origem. Na segunda explicaremos como foi feito para a
criacdo das matrizes globais, em sua terceira etapa mostraremos como foi implementado
as condi¢des de contorno no cddigo. A quarta etapa € a responsavel pela resolugcdo do
problema, iremos apresentar como foi feito a 16gica de resolucio do trabalho, por fim, em
sua etapa final exportamos os resultados para um arquivo .vtk usado para pds processamento

do resultado, que nos possibilita uma melhor visdo grafica da solucgao.
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Podemos entender melhor o funcionamento do cédigo através do fluxograma

apresentado abaixo.

Importagdo de Malha

Levantamento do Nuimero de Nés

Levantamento do Nimero de Elementos

Levantamento da Matriz IEN

Levantamento dos vetores de coordenadas

Criacdao das Matrizes Globais

Implementacgdo das
Condi¢des de Contorno

Condigoes de contorno da espécie quimica

Condig6es de contorno da corrente

Condigoes de contorno de velocidades

Algoritmo de Resolugdo

Inicio da vorticidade

Calculo de vorticidade

Calculo da fungdo corrente

Calculo de velocidade

Calculo do transporte de espécie quimica

Exportacdo dados em vtk

Figura 4 — Fluxograma de funcionamento do c6digo

5.1 Importacao de Malha

A malha de um problema € a jun¢do de subdivisdes espaciais de um certo dominio,
em nosso caso o dominio € a artéria. Essa subdivisado € feita através de pequenos elementos
- em nosso caso, triangular - e cada elemento apresenta um nimero de nd, que em nosso

trabalho por usarmos uma malha de primeira ordem e triangular, cada elemento apresenta
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trés nés. O MEF, como j4 definido, € baseado em fung¢des interpoladoras que interligardo

esses nos, consequentemente oS elementos.

Na figura abaixo conseguimos melhor identificar os nds e os elementos.

Nés (Pontos nodais)

Elementos

Figura 5 — Malha de um dominio qualquer

Todas as malhas em nosso problema foram geradas no software GMSH 3.06 e
importada através da biblioteca meshio. Para a importacdo € necessdrio criar previamente a
malha no software GMSH e salvd-la em um aquivo .msh, assim conseguimos importa-la

para a simulag@o e transformar os dados contidos no arquivo em listas no Python.

import meshio #importacao da biblioteca meshio para o codigo

msh = meshio.read(’arquivo.msh’) #leitura do aquivo .msh
X = msh.points [:,0] #lista com coordenada X

Y = msh.points [:,1] #lista com coordenada Y

IEN = msh.cells[’triangle’] #matriz IEN

cc = msh.cells[’line’] #matriz com pontos de contorno
cc.reshape ((cc.size)) #reshape para vetor linha

cc.sort ()

cc = np.unique(cc) #lista com pontos de contorno
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Através da importacdo nds conseguimos levantar o nimero de n6és do dominio, o
nimero de nés no contorno do dominio - que sdo de extrema importancia para a imple-
mentacdo das condi¢des de contorno - o nimero de elementos, os vetores de coordenas X

e Y e a matriz IEN, também chamada de matriz conectividade.

No capitulo onde esta apresentado os resultados iremos apresentar um estudo
para defini¢do da melhor malha a ser utilizado de acordo com seu refinamento, resultado e

tempo de processamento.

5.2 Criacao das Matrizes Globais

As equagdes 191 a 195 apresentam as forma matricial das equagdes de governo,
nesta se¢cado mostraremos como foi feita essas matrizes. Entretanto iremos utilizar as

seguintes reformulacdes.

K=K, +K,

Desta maneira, foi desenvolvido o seguinte cdigo:

for e in range(O,ne): #loop sobre cada elemento
for i in range(0,3):
ii = IEN[e, 1]
for j in range(0,3):
ji = IENTe,j]

# montagem (assembling) das matrizes K e M
Klii,jj] = K[ii,jj] + kele[i,]]

M[ii,jj] M[ii,jj] + m[i,]]

Gx[ii,jjl = Gx[ii,jj] + gxele[i,j]

Gylii,jjl = Gylii,jjl + gyele[i,j]
Kx[ii,jjl = Kx[ii,jjl + kxele[i,j]
Ky[ii,jjl = Ky[ii,jjl + kyele[i,j]

Kxy[ii,jj] = Kxy[ii,jj] + kxyele[i,]]
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As matrizes apresentadas acima nao dependem de nenhum valor a ser calculado
em nosso cddigo, entretanto as matrizes de estabilidade que sdo definidas pela parte
acrescentadas pelo Método de Taylor-Galerkin a nossa equagdo, e faremos as seguintes

reformulagdes:

At
Kesta: - _771' [UKxx + UKya:]

At
Kesty = _71’ [uKqy + 0Ky,

Kest = Kest:v + Kesty

Devido a presenca dos valores das velocidades u e v, temos que € uma matriz
dinamica, ou seja, varia de acordo com os valores de velocidades encontrados. Tendo
em vista essa necessidade, seu calculo € feito dentro do algoritmo de solu¢ao, entretanto

iremos adiantar esta criacdo devido a se tratar da se¢ao responsével por criacdo de matrizes.

for t in range(passos): #loop para cada passo de tempo
for e in range(0O,ne): #loop para cada elemento
for i in range(0,3):
ii = IEN[e,i]
for j in range(0,3):
jj = IENT[e,j]

# montagem (assembling) das matrizes Kest
Kestx[ii,jj] + kestl[i,]]
Kesty[ii,jj] + kest2[i,]]

Kestx[11,]] ]

Kesty[ii,jj]

Para o calculo elemental de cada matriz, considerando uma malha de elementos
triangulares lineares, foi utilizado como referéncia os elementos de matriz definidos por
(LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU, 2012).
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5.3 Implementacido das Condicoes de Contorno

Devemos entdo, apos a definicdo das Matrizes Globais, implementar as condi-
coes de contorno. As condi¢des de contorno do nosso problema sdo implementadas nas
regides, como o proprio nome ja explicita, de contorno da geometria € como ja mostrado
anteriormente, durante a importacao da malha foi identificado os nés relacionados a regido
de contorno. As condi¢des de contorno sdo varidveis de acordo com a geometria e serdo

tratadas separadamente no capitulo de resultados.

As condicdes que possuem valores estabelecidos pelo problema sdo conhecidas
como Condicdo de Dirichlet, l1ogo os nds referentes a estes locais especificamente nao
podem ter seus valores modificados ao longo da simulag@o. Para mantermos esses valores
(LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU, 2012) demonstra que € necessario que para a
solucdo e um sistema linear Ab = ¢ onde A representa uma matriz quadrada, b o vetor que
queremos encontrar € ¢ um vetor ja calculado pelo cédigo, devemos calcular o produto
entre a coluna referente ao né de contorno e o valor de condicao de contorno do nd. Apds
o calculo deveremos subtrair estes vetores ao lado direito da equacao. Apds esse passo,
devemos zerar as linhas e colunas referente aos nés onde se encontram condicdes de
contorno, igualar a diagonal de referéncia da linha com a unidade, desta maneira os valores
impostos nos pontos nodais de contorno irdo ser multiplicados por um e se manterao os

mesmos.

Deve ser feito esse procedimento para os cdlculos de w, u, v, 1 € ¢, pois todos
esses valores apresentam condi¢des de contorno, devido ao fato do processo ser semelhante
para todas as varidveis iremos apresentar a implementagdo apenas para um caso. Podemos
entdo exemplificar como foi feito para o caso de cdlculo da equacdo 192, onde K=A, e
Muw = by:
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for i in cc: #percorre todos os pontos nodais de contorno
bc_psi += A_2xpsicc[1i]
A2[:,1] = 0.0 # zerando toda a coluna

A2[1,:] = 0.0 #zerando toda a linha
A 2[i,1i] = 1.0 #impondo 1 na diagonal
b_2[1] = psicc[i] #impondo condicoes de contorno

bc_psi[i] = psicc[1i]

b_2
psi

b_2 — bc_psi #implementacao ao lado direito da equacao

np.linalg.solve(A_2,b_2) #calculando valor de psi

Importante ressaltar que cc é uma lista que contém todos os pontos nodais do
contorno e psicc € uma lista onde estd implementado os valores de condicao de contorno

no ponto nodal especifico.

Neste trabalho existem apenas Condigdes de Dirichlet, entretando para enten-
dimento da implementacdo da Condi¢coes de Neumann pode-se consultar o trabalho de
(MARQUES, 2018).

5.4 Algoritmo de Soluc¢ao

Nesta secao mostraremos como foi implementado o algoritmo que € responsdvel
pelos calculos da varidveis. Abaixo podemos ver um fluxograma melhor detalhado sobre

esta etapa do projeto.
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Calculo vorticidade inicial —
Crizgao Matrizes de Estabilidade :
Calculo de vorticidade Processo se repete
pelo numers de

passos temporsis
definido.

Calculo fungdo corrente

Calculo velocidades

Calculo concentragdo —

Figura 6 — Fluxograma do algoritmo de solucio

O numero de passos definido foi escolhido até a entendermos que a difusao da
espécie quimica tenha sido completa, ou seja, mantendo a concentra¢do constante na regiao
estudada por um periodo de 1 segundo, em nossa andlise os passos de tempo sdo de 0.1

segundo. Comecaremos entdo a descri¢do dos passos detalhados do algoritmo.

5.4.1 Calculo de vorticidade inicial

Em nosso primeiro passo, foi criado uma lista de zeros para os valores de u e v,
apos essa criagdo foi aplica as condi¢des de contorno nos nés de contorno. Nosso intuito
inicial é calcularmos o primeiro valor da vorticidade, sendo assim, utilizando as listas
criadas e acharemos os valores de w inicial. Para isso € calculado a seguinte equacao - ja

descrita anteriormente.

Mw =G —-Gyu (196)

Através deste passo, conseguimos calcular o valor de w para todos os nds de
contorno, assim devemos zerar os valores de w para todos os nds internos da geometria -
que ndo sejam nds de contorno - € assim possuiremos um vetor com apenas os valores da
vorticidade de condicdo de contorno. Este vetor deverd ser aplicado para a resolucao da

vorticidade no terceiro passo.
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5.4.2 Criacao das matrizes de estabilidade

Este processo de criagdo ja foi descrito na secdo 5.2, entretanto € de extrema
importancia para o préximo passo. Importante lembrarmos da consideracdo que foi feita

em sua criagao:

At
Kestac = _711' [UKxx + UKya:] (197)
At
Kesty = —5v [uK,y + vK,y,] (198)
Kest = Kestx + Kesty (199)

5.4.3 Calculo de vorticidade

Em nosso terceiro passo calculamos a valor de vorticidade através da fungao
corrente-vorticidade adimensionada, onde w™*! é a vorticidade a ser calculada e w” é a
vorticidade calculada anteriormente. Tendo em vista isto, foi calculada a seguinte equacao

jé& apresentada anteriormente:

M 1 M
+1 n+1 n n n n
—w' + —Kw"" = —=w" —u - Gu" —v-Gu" — Keqw 200
At R@ At T Yy est ( )
Para a correta resolugdo dessa equacao, € necessario aplicar as condicdes de
contorno na matriz massa as esquerda da equagao, usando a metodologia explicada na
secdo 5.3, além de também aplicar ao lado direito da equacao, também ja explicado na

secdo a qual foi feita referéncia nesse paragrafo.

5.4.4 Calculo funcio corrente

O quarto passo se constitui no cdlculo da fung¢do corrente, 1, para isso foi neces-

sario resolver a seguinte equacao ja expressa anteriormente:

Ky = Mw (201)

Para sua correta resolugdo € necessdrio, assim como nos passos anteriores, a

aplicacdo das condi¢des de contorno na matriz rigidez a esquerda da equacao nas linhas
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referentes aos nds de contorno, assim como € necessario a aplicacdo das condicdes de

contorno de ¢ no lado direito da equacao.

5.4.5 Calculo velocidades

O quinto passo se resume ao calculo das velocidades u e v, para isso € necessdrio

a resolugdo da seguinte equacao ja apresentada anteriormente:

Mu = G, (202)
Mov = —G,1) (203)

assim como nas secoes anteriores, para a correta resolucio do sistema € necessario

levar em consideragdo as condi¢des de contorno relacionas a u € v.

5.4.6 Calculo concentracao

Em nosso sexto passo calculamos a valor da concentragdo através da fungdo
de transporte de uma espécie quimica adimensionada, onde ¢"*! é a concentracdo a ser
calculada e ¢ € a concentracdo calculada anteriormente, em seu primeiro cdlculo o valor
de ¢ é usado como uma lista apenas com os valores das condi¢des de contorno diferente
de zeros - nos nos onde tal valor se difere do nulo. Tendo isto em vista, foi calculada a

seguinte equacgao ja apresentada anteriormente:

M 1 M
n+1 n+1 n n n n
—"T+ —K" = —" —u-G" —v- Gt — K (204)
At ReSc At ’ Y °
Para a correta resolucdo dessa equacao, assim como nas subsecoes anteriores, €
necessdrio aplicar as condi¢des de contorno na matriz massa as esquerda da equacao, além

de também aplicar ao lado direito da equacgao.

5.4.7 Reprocessamento para o préximo passo de tempo

Este passo explicados acima foram repetidos para cada passo de tempo prede-
terminado, até que tenha sido entendido que os valores se encontram convergidos. O
processo foi feito inteiramente dentro do loop de passos temporais, entretanto existem
etapas que podem ser feitas antes, tal uso pode ser utilizado para diminui¢cdo do tempo de

processamento embora seu impacto possa ser considerado insignificante.
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As seguintes etapas podem ser feitas fora do loop, Iniciacdo da vorticidade,

aplicacao de zerar as linhas nas matrizes globais e a iniciacdo da concentracao.

Para resolucdo dos sistemas lineares foi reduzida todas as equagdes para Az = b.

Como exemplo usaremos o cdlculo das velocidade u:

Mu = G,
A=Me b=G.
Logo, Au =10

for t in range(passos):

>
I

M.copy () #definindo A como uma copia de M

oy
Il

np.dot(Gy, psi) #definido o vetor b

u = np.linalg.solve(A,b) #calculando a velocidade u

O processo acima pode ser divido em 3 etapas, a primeira € a defini¢do da matriz
A, sendo ela sempre representando o lado esquedo da equacdo que serd multiplicado
pelo vetor que queremos encontrar. A segunda etapa € a definicdo do vetor b, sendo ele a
representacdo de todo o lado direito da equagdo. Por fim, a terceira etapa € o calculo do vetor
solucdo para o sistema apresentado, em nosso codigo foi utilizado a biblioteca numpy que
foi abreviado para np no algoritmo. Todas os sistemas resolvidos apresentam formulacao
semelhante, alterando apenas os fatores utilizados. Além das descri¢cdes anteriores, deve
ser levado em consideragdo que todos as condi¢des de contorno foram utilizadas para a

resolucdo, mesmo nao sendo expressada no cédigo acima.
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6 VALIDACAO DO CODIGO NUMERICO

Neste capitulo iremos comparar o resultado de uma geometria com a resolugao
analitica, além disso faremos um caso externo - com uma geometria ndo usado no trabalho
- para compararmos a solucdo numérica deste trabalho com a encontrada por (MARCHI;
SUERO; ARAKI, 2009).

6.1 Validacao do cédigo numérico

Iremos utiliza a geometria um, representada na Subsecao 7.2 como base de
comparacdo ao Escoamento de Poiseuille, em nosso segundo estudo de validacao sera feita
em um caso com andlise lid-driven cavity flow, o resultado deste problema serd comparado
aos resultados de (MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009). Esse caso foi escolhido, pois em
nossa geometria dois, abordada na Sec¢ao 7.3, apresenta condicdes de contorno, da regido

onde se localiza no inferior do stent, parecida com de uma cavidade de tampa movel.

Foi entendido que com essas duas validagdes, apresentaremos resultados consoli-

dados e assertivos na resolu¢do do problema tratado nesse trabalho.

6.1.1 Escoamento de Poiseuille

O Escoamento de Poiseuille ¢ definido segundo (PONTES; MANGIAVACCHI,
2009) sendo um escoamento monofdsico, permanente e totalmente desenvolvido de um
fluido newtoniano e incompressivel entre duas placas planas paralelas e fixas, onde apre-
senta gradiente de pressdo dp/0z igual a constante. Devido a essa caracteristica, 0 escoa-

mento apresenta o seguinte perfil de velocidade:

# ¥ A
N —— = i i
2\ L/2

o N S— S -

P— L

) E—l 1

@ A
= Umax =

Figura 7 — Escoamento de Poiseuille



Capitulo 6. VALIDACAO DO CODIGO NUMERICO 58

O perfil de velocidade exposta no imagem acima respeita a seguinte equacao:

u = 4umax

y[L —y] (205)

Ressaltamos que, ., € a velocidade méxima que € igual a 1.5u, L € a largura
adimensional entre as placas (L = 1) e y € a distancia do ponto calculado até a placa, logo

apresenta valor varidvel entre y = [0,1].

6.1.1.1 Malha

A elemento de malha utilizado foi triangular linear, por motivos ja explicados em

capitulos anteriores. A malha criada apresenta:

¢ Elementos = 8670
e No6s =4336

6.1.1.2 Condicoes de Contorno

* Condi¢ao de Entrada — esta condi¢des é definida em x = 0, a componente da
velocidade do eixo x, u, foi igualada a 1.0 e a componente normal, v, igualada a
zero. A fungdo corrente € especificada de acordo com a equacdo da continuidade

que ja definimos anteriormente, assim ¢ = y.

* Condi¢do de ndo escorregamento — esta condicao € definida nas placas, ou seja,
Ynin € Yiae onde € definido que u e v sdo iguais a zero. A fungdo corrente é definida

como 1 = 1.0 na parede superior e zero na parede inferior.

* Condi¢des de saida — esta condi¢des sdo aplicadas em X = Z,,4,, OU s€ja, no

outflow. Teremos que ambas as derivadas das componentes da velocidade sao nulas,

ou v
logoa—n—Oe%—O.

6.1.1.3 Resultados

Em nosso problema, apresentamos Re ~ 109, abaixo na Figura 8 conseguimos
observar a evolucao e convergéncia do cédlculo da velocidade. Na Figura 9 conseguimos
comparar os resultados do perfil de velocidade obtidos de modo analitico e numérico.

Podemos entdo concluir que o c6digo numérico produz um resultado satisfatorio.



Capitulo 6. VALIDACAO DO CODIGO NUMERICO 59
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Figura 8 — Solucdo numérica - Convergéncia de u

: — Anaiitico
1.44 = =Numeérico

0584
0.64
0.4

0.2 \

Figura 9 — Comparacio Analitica x Numérica

6.1.2 Lid-Driven Cavity Flow

O Lid-Driven Cavity Flow é definido como um escoamento em uma cavidade
com paredes laterias e inferior fixas e com uma tampa superior mével com velocidade
constante. O perfil do campo de velocidade esperado na resolucdo pode ser grosseiramente

exemplificado na imagem abaixo.
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Figura 10 — Lid-Driven Cavity Flow

Para cariter de comparacao iremos resolver esse escoamento com Re= 100, pois é
o valor utilizado na resolu¢cdo de (MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009) que mais se aproxima

do nosso valor de Reynolds original deste trabalho.

6.1.2.1 Malha

A elemento de malha utilizado foi triangular linear, por motivos ja explicados em

capitulos anteriores. A malha criada apresenta:

¢ Elementos = 8196
e N6s=4211

6.1.2.2 Condicoes de Contorno

* Condi¢ao de ndo escorregamento — esta condicao € definida nas paredes laterais e
inferior, ou seja, Y in, Xmin € Xmae onde € definido que u e v sdo iguais a zero. A

funcao corrente € definida como i) = 0 em todas as paredes.

* Condi¢des de movimentacdo — esta condicdes € definida em Y,,,,0u seja, na
parede superior.E definido v = 1 e v = 0. A fungio corrente é definida como ) = 0

em todas as paredes.

6.1.2.3 Resultados

Nos gréaficos abaixo comparamos os resultados obtido para o valor de v e v
com o encontrado por (MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009) para o Re = 100. Tendo em
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vista os resultados encontrados, concluimos que o c6digo numérico apresenta resultados
satisfatdrios.

14 » Marchi
= Atual Trabalho

094

084

074

064

054

044

034

u - velocidade

m Marchi
—Trabalho Atual

v - velocidade

Figura 12 — Perfil de v na linha central da cavidade (y = 0.5) para Reynolds = 100.
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7 RESULTADOS

Neste capitulo apresentaremos as geometrias estudadas e os resultados obtidos
para cada simulac@o. Devido ao escoamento calculado ser o sanguineo em uma artéria,

devemos considerar os seguintes fatores:

Viscosidade — p = 0.0035Pa.s
Densidade — p = 1060kg/m?

Diametro do lumen da artéria — D = 0.003m

Velocidade do sangue — u =0.012m/s

Os valores de viscosidade e densidade sdo utilizados como sugerido por (JIN et al., 2014) e
a velocidade do sangue de acordo com (KESSLER et al., 1998). Através dos valores acima,

conseguimos calcular o nimero de Reynolds de nosso problema, sendo ele, Re = 109.1.

A formulagdo corrente-vorticidade da equacdo de Navier-Stokes e acoplada com
a equacao de transporte de espécie quimica foi utilizada para dez geometrias, que serdao

exposta em sequéncia, desenvolvidas pelo préprio autor desse trabalho.

Na primeira se¢@o deste capitulo mostraremos a andlise de malha utilizada para
definir qual as propriedades da malha utilizada como padrdo. Na segunda secao, introdu-
ziremos a primeira geometria e apresentaremos a simulacdo para o stent farmacoldgico
em formato de canal, que serd numerada como geometria 1, Figura 18. Na terceira secao,
introduziremos a segunda geometria e apresentaremos a simulagdo para o stent farmaco-
16gico em formato de mola helicoidal com didmetro maior que parede interna da artéria,
que serd numerada como geometria 2, Figura 23. Na quarta se¢ao, introduziremos a ter-
ceira geometria e apresentaremos a simulacao para o stent farmacol6gico em formato de
mola helicoidal com passo igual a 2mm, que serd numerada como geometria 3, Figura
28. Na quinta se¢do, introduziremos a quarta geometria e apresentaremos a simulacao
para o stent farmacoldgico em formato de quatro anéis interligados, que serd numerada
como geometria 4, Figura 34. Na sexta se¢do, introduziremos a quinta geometria e apre-
sentaremos a simulacao para o stent farmacolégico em formato de mola helicoidal com
passo igual a Imm, que serd numerada como geometria 5, Figura 39. Na sétima secao,
introduziremos a sexta geometria e apresentaremos a simulacao para o stent farmacolégico

em formato atualmente utilizado em stents, que serd numerada como geometria 6, Figura
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44. Na oitava secao, introduziremos a sétima geometria e apresentaremos a simulacao
para o stent farmacol6gico em formato de mola helicoidal com espirais retangulares, que
serd numerada como geometria 7, Figura 51. Na nona sec¢ao, introduziremos a oitava
geometria e apresentaremos a simulacdo para o stent farmacolégico em formato de mola
helicoidal com espirais losangulares, que serd numerada como geometria 8, Figura 57. Na
décima secdo, introduziremos a nona geometria e apresentaremos a simulac¢ao para o stent
farmacolégico em formato com deformagdo aleatdria, que serd numerada como geometria
9, Figura 63. Por fim, na décima primeira secdo, introduziremos a décima geometria e
apresentaremos a simulagdo para o stent farmacoldgico em formato senoidal, que sera

numerada como geometria 10, Figura 68.

Todas as geometria apresentam duas partes, a primeira de maior comprimento
representando as paredes da artéria com trés milimetros de didmetro interno e vinte e
quatro milimetros de comprimento e a segunda parte de menor comprimento representando
o stent farmacolégico com diametro também de trés milimetros e comprimento de oito
milimetros. As partes sdo apresentadas sobrepostas, sendo assim a parede da artéria e do
stent tem a mesma representagao fisica no sistema,todas as geometrias representam o stent

farmacolégico ja expandido dentro da artéria.

O stent se localizara sempre na medida central do comprimento da artéria, sendo
assim resultando em uma distancia de oito milimetros da regido de inlet do fluido e outros

oito milimetros de distancia da regido de outlet do fluido.

Em todas as simulagdes feitas neste trabalho, foram utilizadas Numero de Schmidt
(Sc) = 1.0. Nas superficies que ndo sdo imputadas diretamente as condi¢des de contorno
- como o outflow - o MEF automaticamente compreende que é definida um condi¢do de

contorno de Neumann, onde a derivada dos valores nestas superficies se igualam a zero.

| 24 mm )

3 mm

8 mm 8 mm
Localizagdo do Stent

Figura 13 — Geometria base com representacoes das distancias padrdo de posi¢ao do stent
e do volume de estudo
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Devida ao fato de estarmos resolvendo as equagdes na forma adimensional,
necessitamos alterar as geometria para que estejam em escala adimensional assim como

adimensionar os valores das condi¢des de contorno.

(8/3)R (8/3)R

Figura 14 — Geometria base - adimensionalizada

Em todas as simulagdes feitas foi utilizado nimero de Schmidt Sc = 1, a visuali-

zacdo da simulacdo foi feita através do software de livre acesso Paraview.

7.1 Definicdao de Malha

Visando a maior assertividade do resultado deste trabalho foi feita uma analise da

malha para a determinacdo do melhor refinamento a ser utilizado nas simulagdes.

Importante ressaltarmos que todas as malhas foram geradas no GMSH através da
funcdo "Element Size Factor"(ESF), que ¢ imputado pelo usudrio do programa. Este fator
€ usado pelo software pra definir um intervalo de possiveis tamanhos que o elemento da
malha pode ter, para melhor entendimento do uso da ESF pode-se consultar o manual do

programa disponivel gratuitamente online.

Tendo isto em vista, plotamos uma relagao N° de Elementos x Erro, relacionado
ao resultado numérico encontrado e ao resultado analitico do Escoamento de Poiseuille. O
ponto estudado € o referente ao valor da norma da velocidadeem x =4 e Y = 0.5, que de

acordo com o resultado analitico € um ponto que apresenta |v| maximo.

Também apresenta-se uma comparagdo entre o refinamento da malha e o tempo de
processamento para uma simulagio de 500 passos com At = 0.0005. Por fim mostraremos
a relacdo encontrada entre ESF e o Nimero de elementos para o geometria um, apresentada
neste trabalho. O valor de ESF foi limitado a 0.05 devido as limita¢Ges de processamento

do equipamento usufruido para a execugdo das simulacdes.
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Para este trabalho foi escolhido o valor de ESF = 0.05, proporcionando assim um
erro menos de 0.5%, em contrapartida foi necessario um maior tempo de processamento

para as simulagdes.

1
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Figura 15 — Relacdao Numero de Elementos x Erro
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Figura 16 — Relagdo Numero de Elementos x Tempo de processamento
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ESF

5
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Figura 17 — Relagdo Numero de Elementos x Element Size Factor

7.2 Geometria 1 - Canal

Esta geometria é baseada em um stent com formato tubular, entretanto, devido
a aproximacgdo para um sistema bidimensional, foi considerado que a parede do stent
ird formar uma superficie reta em contato com parede arterial, semelhante a um canal.
Sendo assim, esta representacdo se assemelha a de duas placas horizontais estdticas, como

podemos ver na figura abaixo.

Um escoamento monofésico, permanente e plenamente desenvolvido de um fluido
newtoniano e incompressivel entre duas placas horizontais estdticas € conhecido como
Escoamento de Poiseuille. Este escoamento apresenta solucdo analitica e por 1sso iremos

usar a solugdo desta geometria para a validacdo de nosso cédigo.

Figura 18 — Geometria 1 - Stent canal

Neste trabalho ndo temos a inten¢do de estudar a varia¢do da velocidade do fluido
variando com a geometria, o ponto de andlise serd a concentracao do medicamento e a

difusdo do mesmo ao longo do tempo.



Capitulo 7. RESULTADOS 67

u=1.0
Y=y
v=>0

Figura 19 — Condi¢des de contorno geometria 1, espécie quimica nio representada

7.2.1 Condicoes de Contorno

Condicgdes de contorno utilizadas nessa simulacio foram as definidas pelo escoa-

mento de Poiseuille:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade v = 1.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Fungao corrente ¢ = y
* Condigoes de ndo escorregamento —; utilizada na parede superior e inferior da
geometria
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ¢ = 1.0 (parede superior)
— Funcéo corrente ¢/ = 0.0 (parede inferior)
* Condigoes de espécie quimica — utilizada na parede superior e inferior da geome-
tria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo c=1.0

7.2.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolug¢do no tempo e espaco do campo de concentra-
cdo da espécie quimica no tempo para a geometria um, como os valores utilizados foram

adimensionais, a colora¢cdo vermelha representa 100% e a coloracao azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagcao de

dominio em 4336 nds e 8670 elementos.
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Figura 20 — Geometria 1 - Evolu¢c@o do campo de concentracao

Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

e Vermelho = 1.5
e Azul=0.0

——

Figura 21 — G1 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

\)

¥

Figura 22 — G1 - Campo de velocidade v
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7.3 Geometria 2 - Mola Helicoidal com didmetro maior que parede interna da ar-

téria

Nesta geometria é baseada em um stent com formato de mola helicoidal com
passo igual a dois milimetros e didmetro da mola igual a trés milimetros e meio (3.5mm).
Nessa situacdo a mola excede o didmetro da parede interna da artéria, criando-se cavidades

nas mesma. Aproximamos o formato dessas cavidades para um semicirculo.

Figura 23 — Geometria 2 - Stent mola helicoidal tipo 1

7.3.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulacdo foram definidas considerando
as semi-circunferéncias como cavidades, sendo assim, utilizando as condicdes de Lid-

Driven para estas regioes:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = 6y(1 — y) (Solugdo analitica da
velocidade)
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ¢ =y
» Condicoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da
geometria.
Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Funcao corrente 1) = 1.0 (parede superior)

Funcao corrente 1 = 0.0 (parede inferior)

* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ¢) = 1.0 (semi-circunferéncias superiores)

— Funcdo corrente ¢ = 0.0 (semi-circunferéncias inferiores)
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u=1.0
w=y
v=20

Figura 24 — Condic¢des de contorno geometria 2, espécie quimica ndo representada

» Condigoes de espécie quimica — utilizada nas semi-circunferéncias superiores e
inferiores da geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo c=1.0

7.3.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolu¢do no tempo e espaco do campo de concentra-
¢do da espécie quimica no tempo para a geometria dois, como os valores utilizados foram

adimensionais, a coloragcdo vermelha representa 100% e a coloragdo azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagdo de
dominio em 4752 nds e 9502 elementos. O valor adimensional maximo do campo de
velocidade chega a v = 1.5 no ponto onde nao estd implantado o stent na regido. Onde esta

implantada o stent, apresenta velocidade méxima de u = 1.49.
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Figura 25 — Geometria 2 - Evolu¢do do campo de concentracao

Podemos perceber nesta geometria a baixa concentracdo da espécie quimica
no fluido. Em seguida, podemos observar o perfil de velocidade u neste modelo, assim
conseguimos entender que este comportamento deve ocorrer devido a baixa velocidade
do fluido nas cavidades, que pode ser observado pelo coloragdo azul nas "cavidades",

encontrada na Figura 26.
Escala:

e Vermelho=1.5
e Azul=0.0

Figura 26 — G2 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0
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Figura 27 — G2 - Campo de velocidade u

7.4 Geometria 3 - Mola Helicoidal com passo igual a 2mm

Esta geometria também se baseia em uma mola helicoidal, entretanto seu didmetro,
praticamente, se equivale ao da parede da artéria. As espirais da mola apresentam didmetro
de um milimetro e metade desse valor se adentra ao interior da parede arterial e a parte que

se mantém exterior € representada por um semicirculo.

Figura 28 — Geometria 3 - Stent mola helicoidal tipo 2

7.4.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulag¢do foram definidas considerando
um caso de escoamento sobre semi-cilindros , sendo assim, utilizando as seguinte condi¢des
para as regioes:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = u = 6y(1 — y)
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcgéo corrente ¢ =y
* Condigoes de ndo escorregamento —; utilizada na parede superior e inferior da
geometria.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcdo corrente ¢ = 1.0 (parede superior)
— Funcéao corrente ¢) = 0.0 (parede inferior)
* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.

— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
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— Componente vertical da velocidade v = 0.0

— Funcéao corrente ¢ = y. que representa o valor de y no centro do semi-circulo.

Y=y

Figura 29 — Condig¢des de contorno geometria 3, espécie quimica nio representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada nas semi-circunferéncias superiores e
inferiores da geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo ¢ = 1.0

7.4.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucdo no tempo e espaco do campo de concentra-
cdo da espécie quimica no tempo para a geometria trés, como os valores utilizados foram

adimensionais, a coloragcdo vermelha representa 100% e a coloragdo azul representa 0%.

Para a obtencao desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagao de
dominio em 4381 nds e 8760 elementos. O valor adimensional médximo do campo de

velocidade chega a v = 2.03 no ponto onde stent é implantado.
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Figura 30 — Geometria 3 - Evolu¢@o do campo de concentracao
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Na imagem acima, podemos perceber uma tendéncia de acimulo de concentragio
nas regides posteriores aos obstdculo - este mesmo comportamento € encontrado nas geo-

metrais 4,7 e 8 - que pode ser explicado de através dos perfis de velocidade apresentados.
Escala:

¢ Vermelho = 2.1
e Azul =0.0

Figura 31 — G3 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

Figura 32 — G3 - Campo de velocidade v

No grafico abaixo mostramos a evoluc¢ao da concentracido na metade da altura do

obstaculo inferior.
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Figura 33 — Geometria 3 - Evolu¢do do acimulo de concentracio

7.5 Geometria 4 - Quatro Anéis interligados

Esta geometria representa um stent formado por quatro anel e interligados por uma
geometria tubular, onde o anel apresenta didmetro interno de dois milimetros e externo de
quatro milimetro, além de ser constituido por um filete circular macico de dois milimetro de

diametro. Nessa representacdo apenas os anéis sao responsaveis pela liberacao da espécie
quimica no fluido.

Figura 34 — Geometria 4 - Stent anéis interligados

7.5.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulacdo foram definidas considerando

um caso de escoamento sobre semi-cilindros , sendo assim, utilizando as seguinte condi¢des
para as regioes:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = u = 6y(1 — y)
— Componente vertical da velocidade v = 0.0

— Fungao corrente ¢ = y
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» Condigoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da
geometria.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ¢ = 1.0 (parede superior)
— Funcédo corrente ¢/ = 0.0 (parede inferior)
* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0

— Funcdo corrente ¢ = y. que representa o valor de y no centro do semi-circulo.

u=-1.0
1;’;:_}1'
v=20

Figura 35 — Condig¢des de contorno geometria 4, espécie quimica nio representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada nas semi-circunferéncias superiores €
inferiores da geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo c=1.0

7.5.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucdo no tempo e espagco do campo de concen-
tracdo da espécie quimica no tempo para a geometria quatro, como os valores utilizados
foram adimensionais, a coloragdo vermelha representa 100% e a colorag@o azul representa
0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagdo de
dominio em 4333 nds e 8664 elementos. O valor adimensional médximo do campo de

velocidade chega a u = 2.12 no ponto onde stent é implantado.
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Figura 36 — Geometria 4 - Evolu¢cdo do campo de concentracao

Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

¢ Vermelho =2.2
e Azul =0.0

T— R, [, [ —
S —
——_t ——— W U U E————

Figura 37 — G4 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

\ »';

Figura 38 — G4 - Campo de velocidade v



Capitulo 7. RESULTADOS 78

7.6 Geometria 5 - Mola Helicoidal com passo igual a Imm

Esta geometria também se baseia em uma mola helicoidal, onde seu diametro,
praticamente, se equivale ao da parede da artéria. As espirais da mola apresentam diametro
de um milimetro e metade desse valor se adentra ao interior da parede arterial e a parte que
se mantém exterior € representada por um semicirculo. O passo da mola é de um milimetro,

assim apresentando oito voltas na dimensao do stent.

Figura 39 — Geometria 5 - Stent mola helicoidal tipo 3

7.6.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulag¢do foram definidas considerando
um caso de escoamento sobre semi-cilindros , sendo assim, utilizando as seguinte condi¢des

para as regioes:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = u = 6y(1 — y)
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcéao corrente ¢ =y
* Condicoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da
geometria.
— Componente horizontal da velocidade v = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente 1) = 1.0 (parede superior)
— Funcéao corrente ¢/ = 0.0 (parede inferior)
* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0

— Funcédo corrente ¢ = y. que representa o valor de y no centro do semi-circulo.
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u=1.0
=
vr=20

Figura 40 — Condi¢des de contorno geometria 5, espécie quimica ndo representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada nas semi-circunferéncias superiores e
inferiores da geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo ¢ = 1.0

7.6.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucdo no tempo e espaco do campo de concentra-
¢do da espécie quimica no tempo para a geometria cinco, como os valores utilizados foram

adimensionais, a coloragdo vermelha representa 100% e a coloragdo azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagdo de
dominio em 4278 nds e 8489 elementos. O valor adimensional maximo do campo de

velocidade chega a u = 2.22 no ponto onde stent ¢ implantado.

Figura 41 — Geometria 5 - Evolu¢c@o do campo de concentracao
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Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

¢ Vermelho = 2.3
e Azul=0.0

Figura 42 — G5 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

Figura 43 — G5 - Campo de velocidade v

7.7 Geometria 6 - Stent Atual

O stent atual é um estrutura "gradeada"formada por uma pequenos losangos que

ao se expandir pressionam-se contra a parede da artéria.

Figura 44 — Geometria 6 - Stent atual
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Figura 45 — Stent Farmacoldgico com baldo

Fonte: (MIGLIARO, 2016)

Figura 46 — Stent farmacoldgico em uma artéria

Fonte: (GUEDES, 2017)

Em nossa representacdo, o contato entre os stent e a parede da artéria ird resultar
em um pequena deformacao eliptica onde a altura do centro dentro da elipse até o ponto
mais alto é de um décimo de milimetro (0.Imm) em seu comprimento total no eixo x € de

dois milimetros.

7.7.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulac¢do foram definidas considerando

as deformagdes sdo cavidades, sendo assim:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = u = 6y(1 — y)
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— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ) =y
* Condicoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da

geometria.

Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Fungdo corrente ) = 1.0 (parede superior)

Fungao corrente ¢ = 0.0 (parede inferior)

* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0

— Funcéao corrente ¢ = 1.0 (semi-elipses superiores)

— Funcido corrente 1) = 0.0 (semi-elipses inferiores)

u=1.0
1!’):_}1'
v=20

Y=k=0 v

/..f
| o
e
3
i

Figura 47 — Condi¢des de contorno geometria 6, espécie quimica nio representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada nas semi-elipses superiores € inferiores
da geometria onde o stent esta localizado.

— Concentracdo c=1.0

7.7.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolug¢do no tempo e espaco do campo de concentra-
cdo da espécie quimica no tempo para a geometria seis, como os valores utilizados foram

adimensionais, a coloracdo vermelha representa 100% e a coloracio azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagao de
dominio em 4656 nds e 8942 elementos. O valor adimensional maximo do campo de
velocidade chega a v = 1.5 no ponto onde ndo estd implantado o stent na regido onde esta

implantada o stent, apresentamos velocidade maxima de v = 1.47.
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Figura 48 — Geometria 6 - Evolu¢cdo do campo de concentracao

Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

e Vermelho=1.5
e Azul=0.0

Figura 49 — G6 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

Figura 50 — G6 - Campo de velocidade v
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7.8 Geometria 7 - Mola helicoidal com geometria retangular

Nesta representagdo foi considerada a geometria descrita na Secdo 7.4, entretanto
o formato das esperais nessa geometria € retangular, onde a parte externa a parede apresenta

altura de meio milimetro (0.5mm) e comprimento de um milimetro.

Figura 51 — Geometria 7 - Stent mola helicoidal tipo 4

7.8.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulacao foram definidas da seguinte

forma:

* Condicdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade v = 1.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ) =y
* Condicoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da

geometria.

Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Funcao corrente 1 = 1.0 (parede superior)

Funcao corrente ¢ = 0.0 (parede inferior)

* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.

Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Funcao corrente v = 1.0 (degraus superiores)

Funcao corrente ¢ = 0.0 (degraus inferiores)
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u=1.0
Y=y
v=0

Y=ki= = _ 7
Figura 52 — Condig¢des de contorno geometria 7, espécie quimica nio representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada nas retangulos superiores e inferiores
da geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo ¢ = 1.0

7.8.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucio no tempo e espaco do campo de concentra-
cdo da espécie quimica no tempo para a geometria sete, como os valores utilizados foram

adimensionais, a coloragdo vermelha representa 100% e a coloragdo azul representa 0%.

Para a obtencao desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagao de
dominio em 4587 nés e 9171 elementos. O valor adimensional médximo do campo de

velocidade chega a u = 2.22 no ponto onde stent é implantado.

Figura 53 — Geometria 7 - Evolu¢cdo do campo de concentracao

Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria
referida.
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Escala:

¢ Vermelho = 2.3
e Azul=0.0

Figura 54 — G7 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho = 1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

Figura 55 — G7 - Campo de velocidade v

No grafico abaixo mostramos a evolucdo da concentracido na metade da altura do
obstaculo inferior.

—_—T =0
- =t=ds

Concenfragdo (¢)

= e =2 e = o

b R . A
At

e
e

0.24

Figura 56 — Geometria 7 - Evolu¢ao do acimulo de concentragio
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7.9 Geometria 8 - Mola helicoidal com geometria losangular

Nesta representagdo foi considerada a geometria descrita na Secdo 7.4, entretanto
o formato das esperais nessa geometria é losangular, onde a metade externa a parede

representa um triangulo de altura de meio milimetro (0.5mm) e base de um milimetro.

Figura 57 — Geometria 8 - Stent mola helicoidal tipo 5

7.9.1 Condicoes de Contorno

Condig¢des de contorno utilizadas nessa simulacdo foram definidas da seguinte

forma:

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = 6y(1 — y)
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcdo corrente ¢ =y
» Condigoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da
geometria.
— Componente horizontal da velocidade u = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ¢ = 1.0 (parede superior)
— Funcéao corrente ¢) = 0.0 (parede inferior)
* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.
— Componente horizontal da velocidade © = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcdo corrente ¢ = 1.0 (tridngulos superiores)

— Funcao corrente 1) = 0.0 (tridngulos inferiores)
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u=1.0
Y=y
r=2>0

Figura 58 — Condic¢des de contorno geometria 8, espécie quimica ndo representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada nas tridngulos superiores e inferiores da
geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo ¢ = 1.0

7.9.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucdo no tempo e espaco do campo de concentra-
cdo da espécie quimica no tempo para a geometria oito, como os valores utilizados foram

adimensionais, a coloragcao vermelha representa 100% e a coloragdo azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagdo de
dominio em 4478 nds e 8954 elementos. O valor adimensional maximo do campo de
velocidade chega a v = 1.5 no ponto onde ndo estd implantado o stent na regido. Onde esta

implantada o stent, apresenta velocidade mdxima de u = 1.95.

Figura 59 — Geometria 8 - Evolucdo do campo de concentragdo
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Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

¢ Vermelho = 1.95
e Azul=0.0

Figura 60 — G8 - Campo de velocidade u

Escala:

¢ Vermelho =1.0
e Verde =0.0
e Azul=-1.0

Figura 61 — G8 - Campo de velocidade v

No grafico abaixo mostramos a evolucdo da concentracio na metade da altura do

obstaculo inferior.
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Figura 62 — Geometria 8 - Evolu¢@o do acimulo de concentragio

7.10 Geometria 9 - Parede com placa grossa

Esta geometria representa uma artéria com uma grossa placa de ateroma na parede
inferior, o stent ndo conseguiu expandir-se o suficiente para achatar a parte inferior e assim
deixando um formato aleatério na regido inferior da andlise.

Figura 63 — Geometria 9 - Stent com deformacao

7.10.1 Condic¢oes de Contorno

Condicdes de contorno utilizadas nessa simulacao foi definido que a parede do
stent deveria conter a mesmas condi¢des que a parede do limen.

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade u = 1.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Funcao corrente ¢ =y

* Condicoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da
geometria.

— Componente horizontal da velocidade v = 0.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
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— Funcao corrente 1) = 1.0 (parede superior)
— Funcéao corrente ¢ = 0.0 (parede inferior)

* Condigoes do stent —» aplicada nas paredes onde o stent estd localizado.

Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Funcao corrente ¢ = 1.0 (parede superior)

Fungao corrente ¢ = 0.0 (deformacdo inferior)

Figura 64 — Condic¢des de contorno geometria 9, espécie quimica ndo representada

* Condigoes de espécie quimica — utilizada na parede superior e na deformacado
inferior da geometria onde o stent estd localizado.
— Concentracao c=1.0

7.10.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucdo no tempo e espagco do campo de concen-
tracdo da espécie quimica no tempo, como os valores utilizados foram adimensionais, a

colorac@o vermelha representa 100% e a coloragdo azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagao de
dominio em 4217 nés e 8432 elementos. O valor adimensional médximo do campo de

velocidade chega a u = 2.08 na drea onde stent € implantado.
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Figura 65 — Geometria 9 - Evolug@o do campo de concentracio

Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

¢ Vermelho = 2.1
e Azul=0.0

Figura 66 — G9 - Campo de Velocidade u

Escala:

¢ Vermelho = 1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

A

-

Figura 67 — G9 - Campo de Velocidade v
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7.11 Geometria 10 - Stent senoidal

Esta geometria € baseada em um stent com paredes de uma func¢do senoidal de

amplitude de um milimetro (1mm).

Figura 68 — Geometria 10 - Stent senoidal

7.11.1 Condicoes de Contorno

Condigdes de contorno utilizadas nessa simulacdo foi definido que a parede do

stent deveria conter a mesmas condi¢des que a parede do Iimen.

* Condigdo de entrada (inflow)
— Componente horizontal da velocidade v = 1.0
— Componente vertical da velocidade v = 0.0
— Fungdo corrente ¢ =y
* Condicoes de ndo escorregamento — utilizada na parede superior e inferior da

geometria.

Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Funcao corrente ¢ = 1.0 (parede superior)

Fungao corrente ¢ = 0.0 (parede inferior)

* Condigoes do stent —; aplicada nas paredes onde o stent estéd localizado.

Componente horizontal da velocidade u = 0.0

Componente vertical da velocidade v = 0.0

Funcao corrente 1 = 1.0 (fun¢@o superior)

Funcdo corrente ¢ = 0.0 (funcdo inferior)
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Figura 69 — Condic¢des de contorno geometria 10, espécie quimica nao representada

* Condicoes de espécie quimica — utilizada na parede superior e na parede inferior
da geometria onde o stent estd localizado.

— Concentracdo ¢ = 1.0

7.11.2 Resultados Obtidos

A figura abaixo representa a evolucdo no tempo e espagco do campo de concen-
tracdo da espécie quimica no tempo, como os valores utilizados foram adimensionais, a

coloracao vermelha representa 100% e a coloracdo azul representa 0%.

Para a obtenc¢do desse resultado, foi utilizada uma malha com discretizagdo de
dominio em 4470 nds e 8938 elementos. O valor adimensional maximo do campo de

velocidade chega a u = 1.74 no ponto onde stent é implantado.

Figura 70 — Geometria 10 - Evolucao do campo de concentragio



Capitulo 7. RESULTADOS 95

Em seguida, as figuras representam o campo vetorial de v e v da geometria

referida.
Escala:

¢ Vermelho =1.75
e Azul=0.0

Figura 71 — G10 - Campo de Velocidade u

Escala:

¢ Vermelho = 1.0
¢ Verde =0.0
e Azul=-1.0

Figura 72 — G10 - Campo de Velocidade v
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8 CONCLUSAO

Nesta monografia foi apresentado o objetivo de estudar a difusdo de uma espécie
quimica em diferentes geometrais de stent farmacoldgico, para isto introduzimos a equacgao
de Navier-Stokes em sua formulagao corrente-vorticidade com a equagao de transporte
de espécie quimica como nossas equagdes de governo. Para resolucdo foi utilizado a
abordagem de Métodos de Elementos Finitos com aplicacdo do esquema Taylor-Galerkin
visando eliminar oscilacdes espurias. Foi utilizado elemento triangular linear, permitido,
devido a ndo existir acoplamento entre velocidade e pressdo na formulagdo corrente-

vorticidade, sendo assim, facilitando a implementa¢do do c6digo numérico.

O cédigo numérico utilizado neste trabalho apresentou resultados satisfatorios
comparados com a solucdo analitica do escoamento de poiseuille e ao trabalho de (MAR-
CHI; SUERO; ARAKI, 2009) para Reynolds com valor igual a 100. Desta forma foi feita
a validacao do c6digo numérico para problemas convectivos-difusivos bidimensionais em

coordenadas cartesianas e submetido a condicdo de contorno de Dirichlet.

Para o cumprimento do objetivo desse trabalho foi apresentada a simulagao de
dez geometrias modeladas como bidimensionais e em coordenadas cartesianas. Apresen-
tamos a evolucao do campo de concentragdo para as dez geometrias € podemos observar
fatores interessantes como a baixa difusdo encontrada na geometria dois e o acumulo de
concentracao em algumas geometrias que apresentavam partes que podem ser consideras
como obstaculos ao escoamento com vaos entre os obstdculos como as geometrias 3, 4,
7 e 8. Estes acontecimentos podem ser explicados devido ao perfil de velocidade u e v

encontrados nas geometrias.

Devemos levar em consideragdo ao funcionamento dos farmacos, segundo (NA-
KAGAWA; IKENO, 2012) os farmacos geralmente utilizados nos stents apresentam rapida
infiltracdo celular. Sendo assim a espécie quimica visa infiltrar-se na parede da artéria,
mais precisamente na placa de ateroma. Tendo em vista isto, podemos considerar que a
geometria que implica em menor difusdo do medicamento no sangue ird proporcionar
melhor contato entre o firmaco e placa. Entretanto, com a maior difusdo no sangue irad
permitir que o fairmaco possa atuar em outras placas de ateroma pelo corpo, sendo assim
geometrias que permitem maior difusdo poderiam ser consideradas como melhores. Esta

andlise se configura em um estudo diferente e portanto nao foi tratada neste trabalho.

O esquema Taylor-Galerkin € conhecido por ser condicionalmente estdvel, ou seja,
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¢ necessario uma imputacdo correta da relagdo entre tamanho da malha e valor de At, para
isto existem alguns métodos que calculam valores para a estabiliza¢do do resultado, como
o método de Von-Neumann (WESSELING, 1996). Devido a complexa implementagao
deste método e a limitacdo computacional disponivel, foi escolhido fazer diferentes testes
de valores de At, para a malha utilizada, até encontrado um resultado satisfatorio e estavel.
As simulag¢des das geometrias um e quatro foram limitadas a resolu¢@o de quatro segundos

devido a limitagdo computacional para processamento de intervalos de tempo pequenos.

Para trabalhos futuros, destaca-se os seguintes desenvolvimentos:

Utilizagdo de outros esquema para substituir o esquema Taylor-Galerkin para a
reducao das oscilagdes espurias, como por exemplo o método SUPG (streamline

upwind Petrov-Galerkin).

Modelar o escoamento sanguineo como um problema multifdsico

Estudar o impacto do nimero de Schmidt no escoamento.

Utilizacao das varidveis primitivas na equacdo Navier-Stokes numa abordagem 3D
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