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Capitulo 1

Introducao

Para transformar um problema real em um modelo compativel com solugoes
computacionais existem algumas metodologias de idealizacao do fenomeno fisico -
chamado de modelo fisico - que pode ser descrito matematicamente. Em muitas
aplicagoes, torna-se necessario transformar o modelo matematico em um modelo

numérico a fim de discretiza-lo e resolvé-lo, como esquematizado na Figura 1.1.

Modelo Modelo Modelo
Fisico Matematico Numérico

Realidade

Figura 1.1: Modelagem de problemas reais para solugao numérica

As simulagoes computacionais fazem uso de diferentes métodos numéricos e
técnicas para calcular solugoes envolvendo os problemas tipicos da ciéncia e en-
genharia. Esse métodos se tratam de procedimentos que buscam solugoes aproxi-
madas para problemas de valores de contorno. Alguns dos métodos conhecidos sao:
método de diferencas finitas, método de elementos finitos e método de volumes fi-
nitos. Cada um desses métodos conhecidos tém sua vantagens e desvantagens com
relagdo a acuricia e estabilidade. O método de elementos finitos (MEF) se aplica
a uma grande variedade de problemas fisicos e, portanto, ¢ um método largamente
estudado na comunidade cientifica, o que confere a ele uma robustez e sélida confi-
abilidade.

Uma aplicacao do MEF bastante importante no estudo da engenharia e que
sera explorada neste trabalho é a solugao de problema envolvendo transferéncia de

calor em sélidos. O estudo do calor se torna necessaria em diversas aplicacoes na



sociedade - tal como na medicina, no armazenamento de comidas e de farmacos -
e consequentemente na engenharia - como no funcionamento de motores, turbinas,
trocadores de calor, entre outros.

A transferéncia de calor ocorre de forma continua, geralmente em geometrias
complexas e passa por um periodo transiente até chegar em algum estado que
possa ser considerado permanente. Os problemas térmicos geralmente sao de dificil

solugao, onde os métodos numéricos ganham grande importancia.

1.1 Motivacao

Veiculos de competicao sao submetidos a grandes esforcos uma vez que o seu
objetivo é ser mais eficiente em uma pista de corrida. As pistas planejadas para
veiculos de alta performance sao compostas de diversos trechos curvos, principal-
mente as pistas de Formula SAE e a frenagem eficiente permite maior precisao nas
entradas de curva. Sendo assim o sistema de freios é constantemente acionado, o que
leva a um consideravel aumento de temperatura dos seus componentes. O aumento
descontrolado de temperatura nos discos de freio podem resultar em fadiga térmica,
vaporizagao do fluido de freio, rachaduras e vibragoes prejudiciais ao funcionamento

do sistema, o que compromete a seguranca e performance do protétipo.

1.2 Objetivo

Este trabalho tem como missao fornecer uma ferramenta de simulagao térmica
que utliza o método de elementos finitos afim de estudar os fenomenos energéticos
envolvendo os componentes dos freios de um carro de competicao, sendo assim capaz

de fornecer estudos sobre a influéncia das grandezas envolvidas no projeto.

1.3 Metodologia

Para desenvolver um algoritmo automatizado de solucao da equacao do calor
tridimensional transiente, a linguagem de programacao de alto nivel Python é uti-
lizada e organizada em diferentes médulos. A modularizagao permite que o codigo

fique mais funcional, organizado e objetivo.



Afim de testar a precisao dos resultados encontrados, solugoes analiticas e com-
paracoes com software comercial sao feitas.

Ja as condigoes de contorno para representar o problema de transferéncia de calor
durante a frenagem sao estimadas através de registros empiricos do uso dos discos
de freio e calculadas de acordo com as grandezas fisicas envolvendo os protétipos de

Formula SAE da UFRJ.

1.4 Organizacao da tese

Este trabalho é dividido no total de 6 capitulos, dos quais os 5 capitulos além

da introdugao sao:

e Capitulo 2 - Trabalha todo o conceito tedrico necessario para o desenvolvi-
mento do trabalho, relembrando conhecimentos descritos por autores que sao

referéncia nos assuntos abordados;

e Capitulo 3 - Apresenta o modelo fisico proposto, as hipéteses e as condicoes
de contorno, demonstra detalhadamente o desenvolvimento do Método de Ele-
mentos Finitos na equacgao do calor para diferentes condigoes de contorno e,

por ultimo, descreve o algoritmo computacional desenvolvido;

e Capitulo 4 - Explicita as comparagoes entre os resultados numéricos en-
contrados com solugao analitica e com simulacoes em um software comercial

consolidado;

e Capitulo 5 - Apresenta os resultados numéricos do modelo de frenagem pro-
posto, trazendo comparativos entre mudancas de geometria do projeto do disco
de freios. Apresenta também uma analise de viabilidade do c6digo com relagao

a utilizacao de memoria computacional,

e Capitulo 6 - Apresenta as conclusoes do trabalho e traz sugestoes para tra-

balhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

2.1 Transferéncia de calor

A energia dada por particulas como atomos, moléculas ou elétrons partindo de
regioes mais quentes para regides mais frias é definida, por Ozisik [1], como calor. O
fenomeno natural do calor é mais observado pelo ser humano desde que ele possui
dominio sobre o fogo, por volta de 1200 A.C. Entretanto apenas na civilizacao grega
o assunto comegou a ser estudado. Acredita-se que o primeiro estudo do calor do fogo
foi com a finalidade de transformar diferentes materiais em ouro. Os alquimistas da
época tinham a teoria de que para isso acontecer, era necessario ter um alto controle
da temperatura no processo.

Os anos passaram e o calor ganhou diversas aplicacoes para a humanidade, prin-
cipalmente quando as primeiras turbinas a vapor surgiram. Na engenharia mecanica,
o calor pode ser desejado ou algo a ser evitado, dependendo da situacao. Por exemplo
no automobilismo é necessario uma centelha para um motor a combustao funcionar,
porém se o radiador superaquecer, o motor pode subir a temperaturas altas demais
para os materiais utilizados, o que leva a fusao de pecas do motor.

Segundo Frank P. Incropera [2] a Transferéncia de calor é definida como “energia
térmica em transito devido a uma diferenca de temperatura no espaco”. Em um
disco de freios ocorrem os trés tipos de transferéncia de calor descrito pelo autor:
conducao, convecgao e radiagao. Quando existe um gradiente de temperatura em
um meio estacionario sélido ou fluido a conducdo ocorre quando hé transferéncia de

calor através do meio. Ja a conveccao ocorre quando hé transferéncia de calor entre



uma superficie e um fluido em movimento. Quando a troca de calor ocorre através de
ondas eletromagnéticas que sao emitidas por qualquer superficie com temperatura
nao nula (diferente de 0K), ocorre a radiagdo. O estudo desses fenomenos ocorre
através de equagoes de taxas que quantificam a energia transferida por unidade de
tempo. Como Ozisik [1] coloca, apesar de se falar bastante em fluxo de calor, é bom
registrar que este fluxo em si nao é uma grandeza capaz de ser medida diretamente,
entretanto esta grandeza tém significado fisico bem definido por ser relacionado com
a grandeza mensuravel chamada Temperatura.

Cada tipo de transferéncia de calor tem sua descricao matemaética particular,

COImo se segue.

2.1.1 Conducao

A conducao pode ser interpretada como um fenémeno difusivo onde ocorre trans-
feréncia de energia das particulas mais energéticas para as menos energéticas através
das interagoes entre particulas. Em um soélido essas interagoes ocorrem através da
combinagao entre a vibragao das moléculas dos reticulos cristalinos e a movimentagao
dos elétrons livres. A equacao que descreve a taxa de transferéncia de calor para a
conducao foi proposta por um fisico-matematico francés chamado Joseph Fourier e

¢ conhecida como a let de Fourier - Equacao 2.1.

o 5% (2.1)

oona = —kVT = —k (ia—T Ll aT)
ox

sendo q [W/m?] o fluxo de calor por drea e k [IW/mK] a condutividade térmica. A
condutividade térmica pode ser constante ou variavel de acordo com a temperatura

e é um propriedade do material que esta conduzindo o calor.

2.1.2 Conveccao

A convecgao ocorre quando existe um gradiente de temperatura entre uma su-
perficie e um grande nimero de moléculas em movimento. A transferéncia de calor
ocorre devido a superposicao de dois fendomenos: o transporte das moléculas devido
ao movimento do fluido e o transporte de energia devido ao movimento aleatorio

de cada molécula (fenomeno difusivo, como a condugao). A equagado que descreve a



taxa de transferéncia da conveccao é a lei do resfriamento de Newton:

Qeonv = h’(TS - TOO) (22)

onde h [W/m?K] é o coeficiente de transferéncia de calor por convecgao que
depende tanto do material do sélido quanto das condicoes da camada limite do
escoamento, o que significa que h depende também das propriedades do fluido e da
geometria do sélido. Além disso q,,,, depende da diferenga entre a temperatura do
sélido T e do fluido T,.

Em mecanica dos fluidos, quando se estuda escoamentos sobre superficies, existe
um conceito chamado de camada limite hidrodinamica. Definida por Ludwig Prandtl
em 1904 como uma camada de fluido nas imediag¢oes de uma superficie delimitadora,
a camada limite descreve a regiao onde o fluido sofre influéncia do arrasto devido a
sua viscosidade em contato com o sélido. Ou seja, partindo da superficie do sélido,
o local onde a viscosidade e o arrasto comecam a ser despreziveis pode ser definido
como a regiao fora da camada limite.

No estudo da convecgao, existe a camada limite térmica. Uma vez que o fluido
entra em contato com o solido, as particulas que estao em contato direto entram
em equilibrio térmico com a superficie. Entretanto, essas particulas vao trocar
energia com as particulas adjacentes do escoamento, o que vai criar um gradiente
de temperatura, como mostra a Figura 2.1.

Corrente Ii )

Camada-
limite
térmica

—— Ts —bl

Figura 2.1: Camada limite térmica

Fonte: [2]

No estudo de mecanica dos fluidos - e portanto da convecgao na transferéncia de
calor - é comum a utilizacao de grandezas empiricas, que foram propostas ao longo

da historia para solucionar problemas desta natureza. O ntimero de Reynolds é um



nimero adimensional que permite a indicacao do comportamento do escoamento de

determinado fluido sobre uma superficie e é dado por:

pf.vm.D
Ha

Re = (2.3)

onde py é a massa especifica do fluido, v, a velocidade caracteristica do fluido,
1 a viscosidade dinamica do fluido e D a dimensao caracteristica do sélido.
Outra varidvel utilizada nos estudos de transferéncia de calor por convecgao é
o numero de Prandt, que descreve a razao entre a viscosidade cinematica v e a
difusividade térmica oy:
v Car d

Pr=—= (2.4)

Qg kar

onde ¢, é o calor especifico e k. é a condutividade térmica do ar. Para se
encontrar solugoes de problemas térmicos, o coeficiente de transferéncia de calor por
conveccao h é proposto de acordo com os nimeros de Reynolds e de Prandt, como

sera visto na secgao 3.

2.1.3 Radiacao

A radiacao por sua vez é equacionada pela Lei de Stefan Boltzman:
Qrad = 60_T4 (25)

onde o [W/m?K?% é a constante de Stefan Boltzman e € [adimensional] ¢ a
emissividade - propriedade do material (0 < € < 1) e a temperatura 7" deve ser dada

em Kelvin.

2.1.4 Equacao do calor

A equacao do calor aplicada neste trabalho parte da conducgao que ocorre no
solido. Para fazer o equacionamento tridimensional da condugao considera-se um
volume infinitesimal continuo formado pelo seu dominio 2 e contorno I' supondo
um volume dV = dxdydz homogéneo e isotropico.

Conforme a lei de Fourier - Equagao 2.1 - é possivel separar o fluxo de calor em

trés dimensoes conforme Figura 2.2, onde:

e q, = —k ()i - fluxo de calor na dire¢do x, dado em [W/m?;
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e q,=—k <%>j - fluxo de calor na diregao y, dado em [W/m?];

e q, =k (‘Cll—:g) k - fluxo de calor na diregao z, dado em [W/m?].

Figura 2.2: Volume infinitesimal

Fonte: Elaborada pelo autor

Além disso o acimulo de energia em dV é dada por:

pe o W) (2.6)

onde ¢ [J/kgK] é o calor especifico do material, p [kg/m?] a massa especifica e
0T /0t [K/s| a variagao local da temperatura no tempo.
Considerando ainda uma possivel geracao de calor ) no interior do volume dV/,

a equacao do balanco de energia de dV é dada por:

T
chdV = Aq,dydz + Aq,drdz + Aq,dxdy + QodV (2.7)

onde:

Aq, = 4,4, — 4, - fluxo de calor na dire¢ao x, dado em [W/m?;

dydz - 4rea da segao perpendicular ao eixo x, dado em [m?];

Aq, = 4,4, — 4, - fluxo de calor na diregdo y, dado em [W/m?];

dxdz - drea da segao perpendicular ao eixo y, dado em [m?];

Adq, = q,.4, — g, - fluxo de calor na dire¢ao z, dado em [W/m?];

dxdy - drea da secao perpendicular ao eixo z, dado em [m?];
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Sendo q”g#q” a derivada parcial de q em x, temos que:
xr

d(q,) 0 oT
—q = oy=—|—-k—|d 2.8
qy+dy qy 8y Y 8y ( ay ) Y ( )
d(q, 0 oT
dQrd: — 4, = Oz >az = & <_k5> dz
Encontra-se entao a equagao da conducao tridimensional
oT 0 oT 0 oT 0 oT
pcadxdydz = {% (—k‘%) + ay (—ka—y) + g (—l{:g)} dzrdydz+Qadrdydz
(2.9)
Define-se o operador Laplaciano V? em coordenadas cartesianas como:
0? 0? 0?
2o 4 — 2.1
v 0x? * 0y? * 072 (2.10)

Adotando a hipdtese de que a condutividade térmica k é igual em todas as

direcoes e constante, é possivel escrever a equacao na sua forma diferencial:

orT
pear = —kV*T + Qq (2.11)
onde Qq [W/m?] é o termo de geracao de calor no volume, chamado de termo

fonte.

2.2 Sistema de freios

O objetivo de um sistema de freios é desacelerar um veiculo para uma veloci-
dade menor ou proporcionar a completa parada sobre as mais diversas condi¢oes
previstas[3]. O sistema de freios realiza esta tarefa transformando a energia cinética
de um objeto em energia térmica. A aplicacao de freios é bastante plural, apare-
cendo em maquinas de fabricagao industrial, elevadores e os muitos outros tipos de
veiculos. Os freios mais famosos sao os freios automotivos que, assim como freios
da aviagao, carregam em si uma responsabilidade enorme de seguranca e passa por
diversos tipos de estudos e regulamentacoes. Além de ser um item de seguranca, os
freios também sao estudados no meio da competicao como um sistema de perfor-
mance, uma vez que um carro com freios bem dimensionados tem a capacidade de

frear mais perto de uma curva, ganhando entao vantagem no percurso com relagao



a seus adversarios. Os sistemas de freio automotivos mais utilizados sao do tipo
tambor ou a disco, ambos com acionamento hidraulico.

O freio a disco é mais utilizado em motocicletas e carros de alta performance
por ser mais eficiente (em relagdo aos freios a tambor) ja que é autolimpante, nao
acumula agua e sujeira por meio do efeito centrifugo e por ser aberto ao mesmo ex-
terno proporcionando uma facilidade maior de manutencao. Além disso a dispersao
de calor é maior nos discos, o que causa uma menor propensao a falhas por fadiga
térmica. Dada a grande vantagem do freio a disco, até os modelos de carros e motos
mais populares ja estao contando com esta alternativa.

Quando o motorista aciona o pedal de freios, 0 mesmo aciona um cilindro mestre,
que por sua vez transforma o movimento do pedal em pressao hidraulica tanto no sis-
tema dianteiro quanto no traseiro, que sao independentes por motivos de seguranga.
A pressao que é destinada ao sistema dianteiro e traseiro nao é necessariamente igual
e depende do dimensionamento e dos calculos de frenagem do projeto. Quando um
veiculo freia, ocorre a chamada transferéncia de carga - somatoério de momentos
causado pelas forgas inerciais - e a transferéncia de peso - o corpo do passageiro e
a gasolina se deslocando mais para a frente do veiculo - que fazem o veiculo ter a
rotacao de Pitch, como mostra a Figura 2.3. Com isso normalmente os freios dian-

teiros de um veiculo recebem maior carga, uma vez que a carga dinamica na parte

dianteira do carro é maior.

Figura 2.3: Pitch causado pela transferéncia de carga e de massa na frenagem

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.2.1 Transmissao da forca do pedal ao sistema de freios

Em veiculos de competicao a distribuicao de pressao hidraulica nos sistemas
independentes dianteiro e traseiro geralmente ¢é feita por uma peca chamada Balance
Bar, como mostra a Figura 2.4. Esta peca tem um bracgo de alavanca diferente para
cada sistema, Br e Bpg, destinando assim uma forga especifica de projeto, de forma
que a forca exercida na balance bar pelo pedal F,; é transformada na forca dianteira

F.ir e na forga traseira F,;r, onde:

Fpq = Fear + Far (2.12)

FcilF ' BF = FcilR : BR

‘Balance bar _cilindro mestre
Feur IV
Bp - _
= F;Ud
Br _
Fap YV}

Figura 2.4: Balance bar entre sistema dianteiro e traseiro e cilindros mestre
Fonte: Elaborada pelo autor.
Com isso, ¢é possivel alterar os bracos de alavanca e mudar a distribuicao de

pressao nos sistemas. Com as Equagoes 2.12, pode-se encontrar as seguintes relagoes:

B
Fap = ——2 . Froa
Fan=—2F . |
cilR — BF + BR pd
E possivel, entao, nomear a proporcao traseira \:
Br
A= ———— 2.14
Bo 1 Br (2.14)
Portanto:
Far=1=X\)Fu
! (2.15)

FcilR:)\'de
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Com a forca exercida em cada haste dos cilindros mestre, estes pressurizam o
interior das linhas de freio através de um fluido que pode ser considerado incom-
pressivel.

Denominando A, a area dos pistoes dos cilindros mestre, é possivel descrever a

pressao que cada cilindro mestre faz no interior das linhas de freios.

P (L=X) B
A
o 2.16
b O 210
Acm

As linhas de freio, por sua vez, transmitem a pressao até o conjunto das rodas,
como mostra a Figura 2.5. Apesar de haver alguma perda de carga nas linhas, esta

perda pode ser ignorada para o propésito deste trabalho.

Figura 2.5: Sistema de freios interligado por linhas pressurizadas

Fonte: Elaborada pelo autor.

As linhas entao entregam a pressao hidraulica a um componente chamado pingas
de freio, como mostra a Figura 2.6.

As pingas tém pistoes que transformam a pressao hidraulica em forca. Esta
forca é aplicada sobre as pastilhas de freio, que sao feitas de materiais especiais para
atritar o disco. Pode-se, portanto, calcular a for¢ca N que os pistoes da pinga fazem

sobre a pastilha:

NF = PF AF
(2.17)
NR = PR'AR

Sendo Ar e Ap as areas dos pistoes da pinga dianteira e traseira respectivamente.
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Pinga de freios

Linhas
de freios

Figura 2.6: Conjunto linha, pinga e disco de freios

Fonte: Elaborada pelo autor

Esta forca pressiona as pastilhas de freio contra os discos, gerando uma forca de
atrito que vai resultar em um torque de frenagem.
As forcas de atrito F,;, portanto, podem ser calculadas de acordo com N e com

os coeficientes de atrito p entre disco e pastilha.

For = Np - up (2.18)

For = Ngr-ur

2.2.2 Torque de frenagem

O objetivo da forca de atrito das Equacoes 2.18 é gerar um torque de frenagem

no disco. O torque pode entao ser calculado:

TF = Fur - Refetr (2.19)

TR — FatR : RefetR

onde Refetr € Referr 830 0s raios efetivos dos discos dianteiro e traseiro respec-
tivamente.
Considere agora o diagrama de corpo livre da roda do veiculo - Figura 2.7. O

somatorio de momentos é dado por:

> M=1Ia (2.20)

onde I é o somatoério dos momentos de inércia das partes girantes do conjunto

(pneu, roda, disco e cubo de roda) e « a aceleragao angular do disco de freio. Para
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os torques envolvidos no problema, temos:
> M=-F,Rp+r (2.21)

onde Rp é o raio efetivo do pneu e F), é a forga de atrito entre a pista e o pneu.

Portanto, é possivel escrever:

T=F,Rp+ I« (2.22)
_ -~
Torque de frenagem (t) / Velocidade angular da roda
/
/ PLocal
Velocidade
Rp
F,
F

Figura 2.7: Diagrama de corpo livre da roda

Fonte: Elaborada pelo autor

2.2.3 Frenagem 6tima

De acordo com demonstragdes do Limpert [3], para dimensionar os valores étimos
de frenagem é necessario trabalhar com o diagrama de forcas do veiculo no momento
da frenagem.

Na Figura 2.8 pode-se verificar a ac¢ao de forgas verticais F,g, F,r e W (peso
do veiculo) e forgas horizontais F,r (forga de atrito no eixo traseiro), F,r (forga
de atrito no eixo dianteiro) e F, (forca de inércia resultante da desaceleragao a).

Fazendo o equilibrio de momentos com relacao ao eixo dianteiro, obtém-se
> Mp=WLp— F.gL — Fohe=0 (2.23)
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Figura 2.8: Medidas e for¢as que ocorrem no protétipo no momento da frenagem

Fonte: Elaborada pelo autor

. LF hc o LF hc
FZR_WL WaL—W(L aL> (2.24)

Fazendo o equilibrio de momentos com relacao ao eixo traseiro, obtém-se

> Mp=-WLg+F.pL— F,h. =0 (2.25)
LR hc LR hc
Fo.—=WwZE e il < 2.2
LF WL+WaL W(L+aL) (2.26)
Define-se a razao entre a carga estatica traseira F,i e o peso total do carro W
como:
FzR LF
U= = — 2.27
W= I (2.27)
Logo para a carga estatica dianteira, define-se:
FzF LR
1—0 = === 2.28
=T (2.28)
Além disso, é definida uma relagao geométrica do protétipo x:
he
= ¢ 2.29
X=7 (2.29)

Substituindo as relagoes das Equagoes 2.27, 2.28 e 2.29 nas Equacoes 2.24 e 2.26,

obtém-se:

FzR:W(\II_aX) (230>
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Com isso fica demonstrada matematicamente a transferéncia de carga no eixo di-
anteiro durante a frenagem. As forgas normais dinamicas F, variam linearmente com

a desaceleracao, quando a dianteira ganha carga e a traseira perde, como mostrado

no grafico da Figura 2.9.

N = 4.448 b -
- -
- -
- -
2000 — e 2= T
- - -
- -—
- -
- -
- -
1500 'FI.'UT\LEmm
—
= -~ —
= -
ﬁ =~ - Re&r,
o -~ i
= 1000 — S~
E T~ao
g ~~
5 —
Rear, g,
500 — oy
0 1 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Deceleration, g's

Figura 2.9: Curva relacionando as forgas nos eixos dianteiro e traseiro na situacgao

de frenagem de um caminhao vazio e cheio

Fonte: Limpert [3]

A frenagem ocorre de fato entre a pista e o pneu. Ou seja, a forga de atrito F,
da Figura 2.7 é que para efetivamente o veiculo. Essa forca, por sua vez é limitada.
Seu limite superior é dado pelo valor méximo da forca de atrito do pneu com a pista,

que é dado pelo valor méaximo do coeficiente de atrito estatico up. Portanto:

F:L" S Fz * UPmax (231>

O valor méximo do coeficiente de atrito ppm,q, occorre na iminéncia de trava-
mento da roda pois, apés este momento o atrito dinamico comeca a ocorrer, sendo
o valor do coeficiente de atrito dinamico menor do que o estatico, conforme Figura
2.10.

E vélido lembrar que na situagao de frenagem, a fase estatica representa nenhum

movimento relativo entre pista e pneu, o que significa o carro em movimento sem
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fATumx = ,. N Jresesnssasnennsannnas
fé“ D= !"lcl' N ...................... :

fase estatica |, fase dindmica
(repouso) (movimento)

Figura 2.10: Variacao no valor de coeficiente de atrito

Fonte: https://www.proenem.com.br/enem /fisica/forca-de-atrito-e-elastica/

deslizamento. Ja a fase dinamica é quando ocorre o deslizamento entre pneu e pista.
Define-se frenagem 6tima como a desaceleracao maxima possivel, que ocorre na
iminéncia do deslizamento. Em uma visao geral do veiculo a Equacao 2.31 pode ser

igualada ao somatério de forcas na frenagem méaxima:
Fy =F, - ppmoz = M.Gmaz (2.32)
onde M é a massa do veiculo.
(M.9)-pmaz = M.apmaq (2.33)

Portanto:

HPmaxz = Qmag (2 34)

Com isso, como afirmado por Limpert [3], demonstra-se que uma frenagem otimi-
zada em termos de maximizar a desaceleragao ocorre quando a = fipyq, (a medido
em g’s - aceleracao da gravidade).

Substituindo a Equagao 2.30 na Equacao 2.31, obtém-se a forca de atrito étima

entre pneu e pista:

FxF—otima = W(l -V + aX)ﬂ’Pmax (235)

FzR—otima = W(‘II - aX),quaz (236)
A eficiéncia de frenagem ¢é definida como [3]:

1—-w
Bp=— o~ (2.37)
pp 1 —¢—prx
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onde ¢ é a distribuicao de carga na linha traseira do projeto, definido como:

Enr (2.38)

oo Fen A g - Bepan (2.39)
(For + Fer) (1)) [%Refew} + A [ﬁRefetR]

e A foi definida na Equacao 2.14 como a relagao de transferéncia de forca para o
sistema traseiro dado pela balance bar.

Quando nao se trata da frenagem étima, as Equacgoes 2.35 e 2.36 se tornam:

For =WV —ax)urr (2.41)
onde pr é definido por Limpert [3] como o coeficiente de tragao.

Fy

Note que o conceito de coeficiente de tracao é diferente do coeficiente de atrito
entre pista e pneu. Os coeficiente de atrito entre pista e pneu sao definidos por
Limpert [3] como um indicador da habilidade - da possibilidade - da superficie de
produzir atrito no pneu. A roda continuard girando enquanto o coeficiente de tragao

pr for menor do que o coeficiente de atrito pp.

2.2.4 Curvas de frenagem

Retornando a frenagem étima, as Equacoes 2.35 e 2.36 podem ser normalizadas

com relagao ao peso W do veiculo:

Fa: —otima

FTt =(1—T+ay)a (2.43)
Fm —otima
RTt = (¥ —ay)a (2.44)

Avaliando as Equacoes 2.43 e 2.44 percebe-se uma relacao quadratica com a

desaceleracao. Esta relacao permite construir a curva de frenagem 6tima, como
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mostrado no exemplo de Limpert [3] na Figura 2.11. A ordenada representa a forga
de frenagem dianteira normalizada, enquanto que a abscissa representa a forca tra-
seira normalizada. As retas inclinadas a 452 sao as curvas de desaceleracao constante
(perceba que o ponto (0.5,0.1) coincide com a curva de desaceleracao 0.6, ou seja,
qualquer ponto nessa curva tem o somatério F,r + F,p = 0.6).

Thursday, June 10, 2010
MOTOR VEHICLE ACCIDENT RECONSTRUCTION AND CAUSE ANALYSIS
*++++* PROGRAM 'V-1' RUN FOR Example 7-1. Empty vehicle. ******
OPTIMUM BRAKING FORCES DIAGRAM

1.2 poec=t=ceecpecssqscscspeeccqesccspessaqessespessaqesaaspaassqanans,

0.8

0.6

0.4

paziewIoN 4X4

02

FxR Normalized

Figura 2.11: Curvas de frenagem normalizadas

Fonte: [3]

Para construir a curva de frenagem 6tima do veiculo, basta isolar a aceleracao

na Equagao 2.43 e substituir na Equacao 2.44, o que resulta em:

Frr_otima 1—W)2 1 F, 1-v F,
Reotima _ [(LZ W) (1 Ly - e (2.45)
%% 4x? X w 2x %%

No grafico da Figura 2.11 existe uma curva de frenagem étima variando de 0.1g
até 1.2g¢.

A curva 6tima de frenagem do veiculo é uma parabola que pode ser tracada no
grafico, como exemplificado por Limpert [3] na Figura 2.12. Vale notar que o ponto

extremo da pardbola (onde a for¢a normalizada traseira é nula e a forga dianteira
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vale em torno de 2.6) representa o momento que a frenagem ¢é tao forte, que as

rodas traseiras comecam a perder contato com a pista - fenomeno que ocorre muito

em motocicletas, como mostra a Figura 2.13. Da mesma forma o outro extremo

representa a perda de contato do eixo dianteiro em uma aceleracao intensa.

, DIMENSIONLESS

xFdvn

NORMALIZED DYNAMIC FRONT AXLE BRAKE FORCE

u F__‘_E:-- e ——
-4/ % R —_— H j = Constant L
0.1y
— T
T~ -0
/ NORMALIZED DYNAMIC REAR AXLE

Driving

.
BRAKE FORCE }xR dyn - DIMENSIONLESS

Figura 2.12: Curva de frenagem 6tima de um veiculo

Fonte: [3]

Figura 2.13: Motocicleta perdendo contato entre eixo traseiro e pista

Fonte: https://viagemdemoto.com/dicas-para-viagens/3674-como-frear-uma-moto
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2.2.5 A questao térmica

Observa-se que, segundo as Equagoes 2.21 e 2.31, o torque de frenagem T’ também
¢ limitado pelo travamento da roda, e nao pela for¢a no pedal de freios. Ao consi-
derar a frenagem o6tima significa que o torque produzido no disco é o maior possivel
e portanto a forca de atrito nos discos sao as maiores que o problema pode propor-
cionar. Apos frenagens bruscas e sucessivas, a temperatura do disco pode se elevar

consideravelmente, como mostrado na Figura 2.14.

Figura 2.14: Pinga de freio proporcionando atrito ao disco de freios

Fonte: https://rizzofisico.wordpress.com/2012/07/04 /discos-de-freio-incandescentes/

Segundo Limpert [3], altas temperaturas trazem reducao do coeficiente de atrito
entre pastilha e disco. A transferéncia de calor nos discos de freios se torna, portanto,
um assunto critico no projeto fazendo as montadoras e equipes realizarem testes em
bancadas, como mostra a Figura 2.15.

A temperatura elevada nos discos também faz outros componentes terem sua
temperatura aumentada. Um dos motivos principais apontados nas causas de aci-
dentes é a elevagao exagerada da temperatura do fluido de freio [3]. Com a tempe-
ratura elevada, as moléculas de agua no fluifo viram vapor, tornando a mistura mais
compressivel e gerando uma perda de pressao nas linhas. Além da vaporizagao do
fluido, a alta temperatura pode causar fadiga térmica, trincas e vibragoes excessivas.

O calor resultante da forga de atrito entre disco e pastilha nao é totalmente
absorvido pelo disco. Para descobrir qual a parcela de calor que vai para o disco, é

necessario fazer o cdlculo do coeficiente de parti¢ao de calor do disco [3].

4d 1
— — 2.46
7 qq + dp 1+ E—Z ( )
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Figura 2.15: Pinga de freio proporcionando atrito ao disco de freios

Fonte: https://www.kaidon-brake.com/what-happens-to-the-brake-discs-at-high-temperatures

onde (4 e (, sao as efusividades térmicas, que sao calculadas como mostra a
Equagao 2.47
¢ = +/kpc (2.47)

Portanto, a taxa de calor F produzida em um conjunto de freios durante a forca

de atrito da frenagem é dada por [4]:

E=F,+E;=(1-7E+~E (2.48)

E =v4Fat (2.49)

onde vy é a velocidade linear do disco e Fy; é a forca de atrito da pastilha no

disco.

2.3 Meétodo de elementos finitos

Neste capitulo, serao abordados as questoes tedricas e explicacoes da aplicacao
do método. Entretanto para um entendimento mais soélido, é indicada a leitura do
Capitulo 3.2, onde os passos sao efetivamente aplicados no problema proposto.

Segundo Logan [5], 0o método de elementos finitos tornou-se realmente pratico na
solucao de problemas de engenharia a partir do anos 50 juntamente com o desenvol-

vimento de computadores com maior capacidade de processamento. As publicacoes
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de Hrennikoff em 1941 e McHenry em 1943 trouxeram a primeira aplicacao estru-
tural na solucao unidimensional de tensoes em vigas e barras. No mesmo periodo
um paper de Courant foi publicado abordando a solucao de tensoes na forma varia-
cional. Nesse trabalho ele propos a utilizacao de fungoes interpoladoras em regioes
triangulares de forma que toda a regiao possa obter uma solugao numérica apro-
ximada. Ja em 1947, interessado em resolver problemas complexos em estrutura
de aeronaves, Levy sugeriu o método de rigidez e deslocamento. Entretanto esse
método exigia uma enorme capacidade de cédlculo, que sé foi satisfeita anos depois
com o avango tecnologico. A primeira aplicacao realmente bidimensional veio em
1956 com Turner ao derivar matrizes de rigidez para elementos triangulares e re-
tangulares (funcionando como treligas) no intuito de obter uma matriz de rigidez
para toda a estrutura, método assim conhecido como direct stiffness method. O
termo "elemento finito” veio em 1960 com Clough que utilizou ambos os elementos
triangulares e retangulares na anélise de tensao plana.

Até este momento os projetos que utilizavam o método de elementos finitos
se utilizavam da premissa de pequenas deformacgoes e deslocamentos. Contudo,
em 1960 Turner foi o primeiro a considerar grandes deflexdes e principalmente, a
desenvolver a aplicagao em estudos térmicos. Conforme classificacao feita por Logan
[5] as aplicagbes do MEF podem ser tanto estruturais quanto nao estruturais. As

aplicagoes estruturais tipicas sao:

e Estudos de tensao, incluindo analises de concentradores de tensao em furos,

filetes e as mais diversas variagoes de geometria;
e Estudos de lambagem;

e Estudos de vibracao.
J4& as aplicagoes nao estruturais sao:

e Transferéncia de calor;
e Escoamento de fluidos;

e Estudos de potencial elétrico e magnético.
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Além disso existem aplicagdes biomecanicas, como andlises de coluna espinhal,
cranio, coracao, dentre outros.

A ideia por tras do método de elementos finitos é a simulacdo de um pro-
blema através da modelagem de partes discretas que, unidas, representam um meio
continuo, ou seja, através de uma discretizacao do modelo. Portanto, com o objetivo
de viabilizar a solucao computacional, a modelagem é feita dividindo a geometria
grande e complexa em pequenas partes — denominadas elementos que podem ser de

diferentes formas como mostrado na Figura 2.16.

P
,_

|
g

|

I
"'y

Tetrahedrals Regular hexahedral Irregular hexahedral

Figura 2.16: Elementos tridimensionais e seus nés

Fonte: [5]

O conjunto dos elementos e de seus pontos de contorno — denominados nés — é
conhecido como malha como mostra a Figura 2.17. A malha, portanto, é composta
por um numero finito de elementos de comportamento bem definido. Logan [5]
define que todo elemento é conectado direta ou indiretamente a todos os outros
através de seus nds, e que um no influencia no outro dando assim o comportamento
da estrutura. O MEF é um método poderoso para discretizagao de geometrias
complexas pois nao exige esfor¢go computacional adicional comparado a sua utilizagao
em geometrias regulares e ¢ também um método facil de se incluir uma anélise
dinamica.

O MEF parte de uma equacao diferencial que descreve o problema. As equacoes
diferenciais sao divididas na literatura entre a forma fraca e a forma forte. Ambas
tém solucoes equivalentes - ou seja, a solugao para uma delas representa a solucao
para a outra. A forma forte, ou forma diferencial, consiste na representacao do
problema através de um sistema de equagoes diferenciais, parciais ou ordinérias, no
espaco ou no tempo, como a demonstrada na Equacao 2.11. Problemas simples po-

dem ser resolvidos analiticamente na forma forte através de técnicas de integracao,
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Figura 2.17: Malha de um cubo com elementos tetraédricos

Fonte: Elaborada pelo autor

porém problemas mais complexos podem ter solugdes muito dificeis de serem ob-
tidas analiticamente, se tornando uma tarefa ardua e pouco eficiente, sendo assim
indicada a aplicacao de métodos numéricos para obtencao de solugoes aproximadas
como o método de elementos finitos. A forma fraca consiste na representacao do
problema através de uma equacao integral ponderada, que é definida como uma
equacao que, a partir do método de solugao, distribui "pesos”a determinados ele-
mentos da expressao. O termo ”forma fraca”diz respeito ao fato de a equacao ser
resolvida adotando uma média em vez de ser solucionada ponto a ponto como na
forma forte.

A aplicacao do MEF se inicia justamente na transformagao da equagao diferencial
na sua forma forte f”(z,y, z) para a forma fraca. Para realizar este procedimento,
é necessario integrar sua equacao no dominio multiplicando por uma funcao peso
w(z,y, 2):

[t @2 (2.50)

Apos isso é necessario fazer a integragao por partes pelo teorema de green para
se obter a reducao de ordem e separar os termos do contorno I'. O teorema de green

para campos vetoriais é dado por:

/Qw%cm:/Fw@b-ndr—/gws-wda (2.51)

Além disso aplica-se um método de residuos ponderados para se encontrar a

melhor aproximagao para a funcao de interesse.
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2.3.1 Método de residuos ponderados

Os métodos de residuos ponderados sao definidos como procedimentos capazes
de achar solugoes aproximadas para equagoes diferenciais [6]. Trata-se de encontrar
uma fungao F que aproxima a solugao exata no intervalo minimizando o erro - aqui
chamado de residuo - da aproximacao. A funcao F é dada por meio do somatério

de n funcoes de forma N; com amplitudes arbitrarias a;.
F=> N (2.52)
i=1

Como esses passos estao sendo aplicados para cada elemento particular da malha,

essas funcoes de forma tém as seguintes caracteristicas:

1. O valor da funcao em seu respectivo né vale 1, e nos outros nés tem valor nulo;

2. A func@o entre os nés pode ser linear, quadratica, ctibica ou até de graus

maiores;

3. A funcao apresenta continuidade no interior de cada elemento, mas nao na

fronteira dos néds.

Ao substituir F na equagao diferencial original um residuo R é encontrado ja que
F nao ¢é exatamente igual a solugao exata.
~ . . d .~
Por exemplo, para a equacgao diferencial d—f — f = 0 com condicao de contorno
T

f(0) =1 propde-se um polinémio do terceiro grau:

F = Clll’g +a2x2+a3x—|—1

2

onde 23, 2% e x sdo as funcoes de forma.

Substituindo F na equacao diferencial obtém-se:

d(a1x® + asz® + azxr + 1)
dz

— (a12® + apz® + azz + 1) = R(z)
Nao ¢é igualado a zero, mas sim ao residuo R(z). Portanto:
3a10% + 2ap1 + a3 — a17° — apxr® — azx — 1 = R(x)

Apos isso, escolhe-se pontos arbitrarios onde o residuo sera nulo. Por exemplo,
escolhendo x = 0,25 , x = 0,50 e x = 0,75 obtém-se um sistema linear para as

amplitudes a; que resulta em:
F =0,282% +0,422% + 1,03z + 1
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A comparacao dos resultados dessa fungdo com a solucdo exata (f = €*) no
intervalo de 0 a 1 dao um erro menor que 0, 5%.
A minimizagao deste residuo R é dada pela integragdo do mesmo no dominio 2

e multiplicando-o por uma fungao de ponderagao V;.
/ R-N;dQ=0, para j=1,..,n (2.53)
Q

Existem diversos tipos de métodos de residuos ponderados. O mais utilizado no

MEF é o0 método de Galerkin.

2.3.2 Meétodo de Galerkin

Boris Grigorievitch Galerkin, nascido em 1871, foi um engenheiro e matematico
formado pelo Instituto Tecnolégico de St. Peterburgo. Ao se envolver fervoro-
samente com a politica em um periodo conturbado, acabou sendo preso por um
periodo de aproximadamente dois anos, quando teve a oportunidade de desenvolver
seu conhecimento cientifico. Em 1915 Galerkin publicou um trabalho que propunha
um método de integracao aproximada para equacoes diferenciais parciais, que ficou
conhecido como Método de Galerkin. Este trabalho trouxe grande vantagem sobre
o ja proposto método de Ritz uma vez que era uma regra mais abrangente.

Com isso, Galerkin desenvolvia o método de residuos ponderados mais 1util para
o MEF. A particularidade do método de Galerkin estd no fato de que ele escolhe a

fungao de ponderagao N; exatamente igual a funcao de forma N;:

Com isso, substituindo a equacao 2.54 na equacao 2.53 obtém-se a equacao do

método de Galerkin:
/R-NidQ:(), para i=1,...,n (2.55)
Q
Para uma melhor compreensao do método, é necessario o conhecimento da de-
finicao de espaco de fungoes.
Nocao de espacgo de fungoes

O espago de fungoes pode ser explicado como uma analogia ao espago vetorial

que tem as seguintes definigoes:
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e Base: espaco vetorial de trés dimensoes, V3, pode ser dado pelos vetores

unitdrios e; = [1 00], e =[010] e e3=1[00 1].

e Combinagao linear: qualquer elemento pertencente a este espago é represen-

tado pela combinagao linear dos elementos da base.

UV = (r1e1 + Qpes + (izes

e Base é Linearmente Independente (ou ortogonais): é impossivel descrever qual-
quer elemento da base como combinacao dos outros elementos. Isso é descrito

matematicamente como o resultado nulo do produto interno:

<ep,ea>=0, <e,e3>=0, <eg,e3>=0 (256)

e Base ¢ ortonormal: além de serem ortogonais, a norma dos vetores da base
também ¢é unitaria:

llex|] = [leal] = [les|| = 1 (2.57)

Com isso, um espaco é formado pela combinacao linear dos elementos de sua
base. A construcao de um espago de funcoes é analoga pois as funcoes da base
sao ortogonais entre si. O que muda é a nocao de ortogonalidade de fungoes. Por
exemplo, considere as func¢oes g e h definidas no dominio €2, o produto interno das

duas é dado por:
<g,h >:/gth (2.58)
Q

Da mesma forma, a representacao dos elementos de um espago de fungoes é dada
pela combinagao linear dos elementos de sua base. Portanto, com as defini¢coes da
Equacao 2.58 e da Equacao 2.56, é possivel construir um espaco de funcgoes.

No contexto do método de Galerkin, a analogia com o espago vetorial se faz
muito util ao entendimento. Como descrito em [6], quando é necessdrio se obter
uma aproximagao de um vetor v de dimensao (N+1) em um espago de dimensao N,
uma projecao do vetor é feita, como mostra a Figura 2.18.

Com isso, a melhor aproximagcao do vetor v.em N é u. A diferenga entre v e u é
ortogonal ao espaco N. A mesma ideia se aplica no método de Galerkin. No caso a
diferenca entre a funcao F e a funcao exata f é o erro R = f — F. Como o produto

interno entre funcoes é dado pela Equagao 2.58, isso significa que o produto interno
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(u-v)

-

Figura 2.18: Projecao de um vetor em um espago de dimensao inferior
Fonte: https://www.researchgate.net/publication/295546402_Uma_Introducao_ao_

Metodo_dos_Residuos_Ponderados

entre o erro R e todas as funcoes de forma tem que ser nulo afim de minimizar o
erro, como mostra a Equacao 2.59. Com isso, na Equacao 2.53, a funcao de forma

toma o lugar da funcao de ponderagao, o que define a igualdade N; = Nj.
/R-Niszo, para i=1,...n (2.59)
Q

Com isso, de acordo com a Equagao 2.52, a variavel de interesse f”(z,y,2)
da Equagao 2.50 é aproximada pelas funcoes de forma N;(x,y, z) e a fungdo peso

w(x,y, z) é aproximada pelas funcoes de ponderacao N;(z,y, 2).

f(xaya Z) ~ f = Zai Ni(xvya Z)
0 (2.60)

w(z,y,2) xw = Z b; Ni(z,y,2)
0

onde N;(x,y,2) = N;(z,v, 2).

2.3.3 Matriz do elemento

Apoés esses passos feitos, a equacao chega a uma configuracao onde é possivel
identificar a construcao matricial, onde o lado esquerdo do problema é definido
pelas matrizes de massa m¢ e de rigidez k¢ de cada elemento.

Um elemento tetraédrico possui seus vértices 7, 7, k e [, como mostra a Figura

2.19.
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Figura 2.19: Vértices do elemento tetraédrico

Fonte: Anjos [7]

Segundo Anjos [7], a matriz de massa deste elemento pode ser calculada como:

2 111
Vil 2 11
20011 2 1
111 2
onde o volume V ¢ calculado da seguinte forma:
Lz oy oz
V = det N (2.62)
6 L @ yk 2
LR

sendo x, y e z as coordenadas dos respectivos vértices.
A matriz de rigidez de um elemento tetraédrico de um material isotropico com

condutividade térmica k constante pode ser calculada como [7]:
k¢ =VEkB'B (2.63)

onde a matriz B é definida como:

b b by b
1
B:W ¢ ¢ o oq (2.64)
d d; d d
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Os valores da matriz B sao calculados da seguinte forma [7]:

bi = (y; —y)(ze — 20) — (e — w1 (25 — 2
by = (yr — ) (zi — 2) — (i —w) (2 — 2
b = (yi —y0)(z — 20) = (45 — ) (2 — 2
b= —(bi + b, + by
i = (zx — m) (25 — 20) — (5 — @) (2 — 2
(2.65)
= (v;—x)(z—2) — (v; — ) (2 — 2
a=—(c;+c¢j+c
di = (z; — )y — 1) — (zx — 2)(y; — i
dj = (z — x)(yi — ) — (xi — @) (e — wi
dp = (zi — ) (y; — ) — (@5 — @) (¥ — w

)

)

)

)

)

¢; = (w — x) (2 — 20) — (2 — @) (2 — 2)
)

)

)

)

)

dy = —(d; + dj + di)

Em problemas tridimensionais é necessario ainda ter as matrizes dos elementos
bidimensionais para aplicacao das condicoes de contorno.

A matriz de massa do elemento de contorno triangular é calculada da seguinte

maneira [7]:
2 11
A
e 2 2.66
me=0 121 (2.66)
11 2

onde, se a superficie de contorno esta inteiramente na mesma coordenada 7, a

area A do triangulo de contorno pode ser calculada como:

I oz oy
1
Ac = 5 ~det |1 T Yj (267)
I xp ye

2.3.4 Assembling

Portanto, apds transformar a expressao da forma forte para a forma fraca, reduzir
a ordem através do teorema de Green e substituir as aproximacoes da Equacao 2.60

chega-se a um sistema matricial do tipo Az = b para cada elemento da malha.
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Para englobar todo o dominio fisico do problema, é necessario fazer a montagem
das matrizes de cada elemento para formar a matriz global. Este procedimento
é conhecido como Assembling. A Figura 2.20 mostra um exemplo do Assembling

unidimensional.

Matriz elementar Vetor elementar

i

Figura 2.20: Montagem das matrizes elementares em matrizes globais

Fonte: [7]

Apds o Assembling, chegamos a um sistema linear matricial do tipo:

Para realizar o Assembling, é necessario ter uma matriz de conectividade, deno-

minada IEN.

2.3.5 Matriz de conectividade

Para realizar uma analise por MEF, é necessario que os elementos da malha
sejam reconhecidos, portanto, seus nés tém que ser localizados. Para isto, a matriz
de conectividade IEN é montada.

A matriz IEN é uma matriz em que cada linha representa um elemento da malha.
Cada valor de uma dada linha representa os indices dos nés daquele elemento. Por

exemplo, para os dois elementos da Figura 2.21, a matriz de conectividade é:

Elemento N61 N62 No63 Noé4
1(azul) 1 2 3 4
2(verde) 4 3 1 5

Tendo o problema montado, torna-se necessario definir as condigoes de contorno.
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Figura 2.21: Montagem das matrizes elementares em matrizes globais

Fonte: [7]

2.3.6 Condicoes de contorno

Para a solugao de um problema fisico, é necessario o conhecimento das condigoes
de contorno daquele problema, ou seja, um conjunto de restricoes adicionais que
definem a situacao dos limites fisicos do objeto estudado. As condigoes de contorno
no estudo de transferéncia de calor sdo divididas em trés tipos: Dirichlet (12 tipo),
Neumann (29 tipo) e Robin (3° tipo). Esses tipos podem ser misturados em um
mesmo problema.

As condicoes de contorno sao definidas em 1 dimensao menor do que o problema,
ou seja, em um problema tridimensional a condi¢ao de contorno diz respeito a um

plano (2D). As definigoes de cada condigao sao as seguintes [7]:

1. Dirichlet - As condicoes do 1° tipo sao quando a varidvel de interesse - no caso

térmico, a temperatura - é definida na fronteira. Por exemplo: Tpureqe = a1°C;

2. Neumann - As condigdes do 2° tipo sao quando a derivada (fluxo) da varidvel

. , . . dr,
de interesse é definida na fronteira. Por exemplo: k=% = ay = q;

3. Robin - As condicoes do 3° tipo sao a combinacao linear do 1° e 2° tipos. Por

dTparede

do = as.

exemplo: Tparede + K

E importante destacar que no equacionamento do MEF, a condi¢ao de contorno
de Dirichlet gera uma fungao peso nula no contorno, portanto w|r = 0. Para a
condicao de contorno de Neumann homogéneo (ay = 0), o termo de contorno também
é zerado, porém para Neumann nao homogéneo (as # 0) e Robin a fungao peso nao

é nula.
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2.3.7 Sistema linear

Com as condigoes de contorno aplicadas na matriz global, encontra-se um sistema

linear matricial do tipo:

Aijﬂfi = bz +c.c.s (269)

A solucao do problema resulta no cédlculo final, onde encontram-se os valores da
variavel de interesse para todos os nés da malha estudada.

A precisao do método de elementos finitos (MEF) depende da quantidade de nds
e elementos, do tamanho dos elementos da malha e do tipo de funcgoes de forma
considerados (lineares, quadraticas, cubicas, etc). Ou seja, quanto menor for o
tamanho e maior for o nimero dos elementos em uma determinada malha, mais
proximo da realidade estd a representacao e maior a precisao nos resultados da
analise.

Neste trabalho, o método de elementos finitos é utilizado, portanto, na dis-
cretizacao espacial dos problemas. Para a discretizagao temporal na solucao dos

problema transientes, o método de diferencas finitas se faz mais pratico.

2.4 Meétodo de diferencas finitas

O método de diferengas finitas (MDF'), assim como o MEF propoe solugoes apro-
ximadas em equacoes diferenciais, aproximando derivadas por diferencas finitas. Sua
abordagem é bastante difundida na comunidade cientifica. A operagao de diferencas
finitas aplicada para discretizacao temporal é obtida através da expansao em série

de Taylor da funcao avaliada no tempo de interesse.

YA () A
(AL (DAL

a;(t + At) = a;(t) + a(t) At + - 5 (2.70)
" 2 " 3
ai(t — At) = a;(t) — d)(t)At + 2 (gm _— (gAt + ... (2.71)

At é o passo de tempo.
Neste trabalho, a expressao sera truncada nos termos de ordem superior a ordem

da derivada. Isso gera um erro na aproximagao.
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Na Equacao 2.70, podemos entao isolar a primeira derivada, onde define-se a

aproximacao avancada como:

s a(t+AL) —af(t)
a'(t) = A7 + erro (2.72)

Na Equacao 2.71, podemos entao isolar a primeira derivada, onde define-se a

aproximacao atrasada como:

a(t) = alt) = Z(tt —AY + erro (2.73)

Fazendo a diferenca entre as Equagoes 2.70 e 2.71, obtém-se a aproximacao

centrada:

o alt+At) —a(t — At)
a'(t) = N + erro (2.74)

O método de diferencas finitas pode ser utilizado também para aproximacao de

derivadas de ordem suerior a primeira ordem. Entretanto, neste trabalho foram

estudadas as aplicacoes apenas em primeira ordem.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1 Modelo de frenagem

Neste trabalho, o modelo fisico é dado conforme as dimensoes da Figura 3.1,
portanto consideram-se as grandezas que definem a geometria: os raios externo r,
e interno r; do disco, o raio interno da pastilha r; e a espessura do disco e. Todo o
volume do disco estd definido entre a coordenada Z =0 e Z = e. O furos do disco

sao descritos pelo diametro d; e o angulo 3.

Figura 3.1: Modelo fisico proposto

Fonte: Elaborada pelo autor
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3.1.1 Hipodteses

As hipoteses adotadas para simular o momento da frenagem sao:

A desaceleragao do veiculo é considerada constante;

Os materiais sao considerados isotrépicos, ou seja, as propriedades dos mate-
riais sao constantes em todas as direcoes. Além disso as propriedades também

sao independentes da variacao de temperatura;

A pressao que a pastilha faz no disco sera considerada constante entre r; e r,,

onde assume-se um raio médio 7, nos calculos;

A taxa de calor que serd calculada (em Watts) varia com a velocidade de

rotacao do disco;

A taxa de calor fornecida ao disco de freios é distribuida em toda a superficie
do disco onde ocorre, em qualquer instante de tempo, contato com a pastilha
(toda a secdo circular entre 7, e r. definida na Figura 3.2). Esta hipdtese é
adotada considerando que a velocidade de rotacao do disco é suficientemente

alta na maior parte do tempo;

O coeficiente h da conveccao realizada pelo ar sobre o disco varia de acordo
com a velocidade do ar. Esta velocidade do ar tem sempre o mesmo valor da

velocidade do veiculo em cada instante;

A convecgao aplicada nao sofre influéncia de efeitos gravitacionais, sendo con-

siderado o mesmo valor em toda a superficie de contorno a ser definida;

A dissipagao de calor por radiagao nao € incluida por ser considerada pouco

influente, ja que o periodo de tempo de frenagem é curto [8] [9].

3.1.2 Condicoes de contorno

As condigoes de contorno aplicadas no disco de freios durante a frenagem sao

simétricas em ambos os lados do disco e podem ser definidas como:

Fluxo de calor por area aplicado a toda a secao circular entre r; e r., definida

em vermelho na Figura 3.2. A drea desta secao circular é chamada de Ap.
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A condicao de contorno descrita configura a condi¢ao do tipo Neumann nao

homogeéneo.

Superficie de aplicacao
do fluxo de calor

Figura 3.2: Area onde se aplica o fluxo de calor no disco de freios

Fonte: Elaborada pelo autor

e Conveccao aplicada em toda secao circular entre r; e r., definida em azul
na Figura 3.3. A convecgao portanto, nao é aplicada na lateral referente a
espessura do disco e nem no interior dos furos. A condi¢ao de contorno descrita

configura a condi¢ao do tipo Robin.

Superficie de aplicagao
da convecgao

Figura 3.3: Area onde se aplica a convecgao do ar no disco de freios

Fonte: Elaborada pelo autor

e Fluxo de calor nulo nas laterais referentes a espessura do disco e no interior dos
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furos, definidas em amarelo tracejado na Figura 3.4. A condigao de contorno

descrita configura a condi¢ao do tipo Neumann homogeéneo.

: LL1T > =
L Ll | L =
ii"ﬂ .".t _

Ve "

\ o ”‘D . /

'. «a» 1 T <« )

te

Superficies onde se
considera fluxo de
calor nulo (q=0)

Figura 3.4: Area onde se aplica o fluxo de calor nulo no disco de freios

Fonte: Elaborada pelo autor

3.1.3 Calculo do Fluxo de calor

A taxa de calor E produzida em um conjunto de freios durante a forca de atrito
da frenagem foi definida na Equagao 2.49, portanto, pode ser calculada da seguinte

maneira;:

E =v.Fat = (wyrm) - 2uN (3.1)

onde w, é a velocidade angular do disco, r,, é o raio médio da pastilha (consi-
derando pressao de contato uniforme), N é a forga normal exercida pelo pistao da
pinga calculada conforme Equagao 2.17 e p é o coeficiente de atrito entre disco e

pastilha. Com isso, o calor fornecido ao disco dianteiro é dado por:
Eup =~F = Y(wyrm) - 2uPrAp (3.2)

onde Pr e A sao a pressao nas linhas de freio dianteiras e a area do pistao da
pinga de freios dianteira, respectivamente. O fluxo de calor na area de contato entre

pastilha e disco dianteiro A, é, entao, calculado por:

q(t) = EA—f = Y (WyTm) - 2P (’j—j) [W/m?] (3.3)
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3.1.4 Calculo da Convecgao

Como proposto em [10], o coeficiente de convecgao de um disco de freios pode ser
calculado considerando-o como um tubo que sofre convecgao forcada na sua segao
transversal. Com isso o coeficiente de convecgao pode ser calculado de acordo com
as Equagoes 3.4, onde Re é o nimero de Reynolds, Pr é o namero de Prandt, k,,. é

a condutividade térmica do ar e D a dimensao caracteristica do disco de freio.

Riupo = 0.989 - Re033 . pr033. kg , 04< Re<4
Riupo = 0.911 - Re¥385 . pr0-33.. kg , 4 < Re <40

Riupo = 0.683 - Re%400 . pr0-33.. % , 40 < Re < 4000 (3.4)
Riupo = 0.193 - Re% 018 . ppr0-33.. kg , 4000 < Re < 40000

kar
hiubo = 0.027 - Re¥805 . pp033 . o 40000 < Re < 400000

3.2 Método de Elementos Finitos

Como descrito na secao 2.3, a aplicacao do MEF tem um passo a passo bem
definido. Os passos a seguir descrevem de forma objetiva como serd aplicado o

método.

3.2.1 Sequéncia de passos para aplicagao do método

1. Desenvolver a equagao diferencial do problema na sua forma forte;

2. Transformar a expressao da forma forte para a forma fraca, como na Equacao

2.50;

3. Utilizar integracao por partes - Equagao 2.51 - para atingir a redugao da ordem

da expressao e separar os termos de contorno;

4. Uso do método de aproximagao de fungoes (método de Galerkin) de acordo

com a Equacao 2.60 para montar as matrizes elementares;

5. Montagem das matrizes elementares para compor as matrizes globais - Assem-

bling mostrado na Segao 2.3.4;
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6. Imposicao das condicoes de contorno como descrito na Secao 2.3.6;

7. Solucao do sistema linear encontrado, como na Equacao 2.69.

3.2.2 Aplicagao na equacao tridimensional transiente do ca-
lor com condicao de contorno de Dirichlet e Neumann

homogéneo

1. Descricao na forma forte

A forma forte da Equacgao do calor corresponde a Equacao 2.11 encontrada na
secao 2.1.4, que também pode ser escrita da seguinte forma:

9(pcT)

2
= k2T .
5 = KT+ Qq (3.5)

onde consideram-se constantes as propriedades - p e ¢ - do material.

2. Multiplicando a Equacao 3.5 pela funcao peso w e integrando no dominio §2:

/ w {M — kYT — Q} dQ = 0 (3.6)
T

d(pcT) _ 2 _ _
/Qw oy dQ /kav TdS /QdeQ =0 (3.7)

3. Pela identidade de Green - Equacao 2.51 - o segundo termo da expressao é:

/ kwV2TdQ) = / kwVTdl — / kVw - (VT)dQ (3.8)
Q r Q

Portanto, obtém-se:

I(pcT)

/w—dQ—/kaTdF+/ka~VTdQ—/deQ:O (3.9)
Q at r Q Q

Para a condicao de contorno de Dirichlet e Neumann homogéneo, a funcao

peso deve ser nula no contorno:

/kw’OVTszo
r
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4. Para cada elemento da malha é usada o método de residuos ponderados de
Galerkin:

Ni(z,y, z) = Nj(z,y, 2), sendo:

n—1

T(I7 y? Z) = Z NZ(I7 y7 z)aZ
=0
n—1

w(z,y,2) = Nj(z,y, 2)b;
j=0
n—1

Q(QT,y,Z) = Ni(xvya Z)Qz
k=0

1 n—1 n—1

da;

i=0 j=0 i=0 j=0
n—1 n—1

~ [ >3 vvqao (3.10)
Q=0 =0

5. Matrizes dos elementos e montagem da matriz global (Assembling)

Na Equacao 3.10, o segundo termo pode ser escrito como:

n—1 n—1
/szv]\fi - VN;dQ = / 1 (3Ni8Nj n ON; 8Nj> i
0= Q Jxr Oz dy 0Oy
onde
ON; ON; ~ L ON;ON;
K or Oxr kry 5 K or Or kY

¢ definida como a matriz de rigidez do elemento.
Integrando essa matriz em todo o dominio, realiza-se o Assembling, onde

encontra-se a matriz de rigidez global ;.

/ kijd§t = / (kwi; + kyiy) dd = K (3.12)
Q Q
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Da mesma maneira, temos que a matriz global de massa M;; do problema é

definida como:
n—1 n—1

/ZZNN dQ = M;; (3.13)

=0 7=0

Com essas defini¢oes, pode-se escrever a equacao 3.10 como:

da;
(,OC)MU dt +K1Jal MZ]Q’L (314)

da;

0 utiliza-se o método de dife-

Observagao: Para a discretizagao temporal
rencgas finitas com aproximagao avangada:

n+1

4 —a?

Para este passo, pode-se utilizar tres métodos distintos:

e Implicito - define o termo K;;a; no tempo (n + 1):

(pc) M o (pc) M;; o
( L+ Ky ) altt = 2l + M;Q;

At At

e Explicito - define o termo Kj;;a; no tempo (n):

(pc) M \PE) g 1 (M

— K, ) a + M0,
At At J>al+ i

e (Crank-Nicolson - pondera os dois métodos:

M;; 1 My 1
((Pit J+2KZ]> ntl _ (<p2t J —§K )a?Jer‘jQz‘

Por questao de facilidade de implementagao de algoritmos, escreve-se:

((Pcijtww + GKZJ) ntl _ l% - (1- Q)KZ-]} a;j + M;;Q;  (3.16)

Sendo:
— # =1 para o método implicito;
— 0 = 0 para o método explicito;

— 0 = 0.5 para Crank-Nicolson.
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6. Aplicando as condigbes de contorno

O lado esquerdo do problema contém a matriz A multiplicando pela incégnita
”“ do problema, enquanto o lado direito, que é composto de valores ja co-

nhecidos, é chamado de vetor b.

O problema, portanto, pode receber as condi¢oes de contorno. Escreve-se:

M;,; M.
((pzt ] + QKZJ) nt+l _ |:(pcit Yo (]_ — Q)Kz] CL;L + Mngz + c.c. (317)

7. Com isso é possivel resolver o sistema linear A;;jz; = b; + c.c encontrado.

3.2.3 Aplicagao na equacao tridimensional transiente do ca-
lor com condicao de contorno de Neumann nao ho-

mogéneo e constante

Com o intuito de incluir na simulagao o fluxo de calor constante fornecido ao
disco de freio pelas pastilhas - devido a forca de atrito da frenagem - considera-se a
condicao de contorno do 2° tipo nao homogénea e constante.

Para essa condigao de contorno, a Equagao 3.9 nao tem a funcao peso w nula.
Portanto, apds aplicacao do método de Galerkin nos termos do dominio, obtém-se:

/ dade_i_/
Q

n—1 n—1 n—1 n—

1
EVN; - VN;dQa; =

=0 ]:0 =0 7=0
n—1n—1
/ > Y NiN;QudQ + k / wVTdr, (3.18)
=0 7=0 Lq

O contorno I'y se refere a superficie do disco que tem contato com a pastilha,
definida na Figura 3.2. Como mostrado na Equagao 3.13 o termo que multiplica
as funcgoes de forma representa a matriz global de massa M;; e na Equacao 3.12 o
termo que multiplica as derivadas das fungoes de forma representa a matriz global
de rigidez K;;. Com isso, obtém-se:

da;

q

O termo VT multiplicado por k é exatamente o fluxo de calor por area recebido

pelo disco devido ao contato com a pastilha descrito pela ler de Fourier - Equagao

44



2.1 - como segue:

(2] o8]

mK m m2

Com isso, a Equacao 3.19 fica:

dai

M. —
(pC) ) dt

+ Kjja; = M;;Q; —|—/ wqdl’y (3.21)
r

q
Da mesma forma que foi feito para o termo fonte, a seguinte aproximacao pelo

método de Galerkin é feita:

oey) = 3 N, )
W(l’,y) = X_:N](x7y)bl

j=0

(3.22)

Com isso, a matriz de massa pode ser utilizada. E importante ressaltar que a ma-
triz de massa neste instante é a matriz de massa do elemento triangular do contorno
(bidimensional), portanto nao pode ser a matriz de massa global (do tetraedro).
Denomina-se matriz de massa global dos elementos triangulares de contorno M¢.
A Equagao 3.21 se torna:

dai

Mi,_
(pC) J dt

Com isso, apenas o vetor b do lado direito da Equacao 3.34 sofreu um alteracao,

onde ¢é somado o fluxo de calor recebido pela geometria.

3.2.4 Aplicagao em um problema tridimensional transiente

com condicao de contorno de Robin

No processo de frenagem a troca de calor por convecgao com o ar é importante no
estudo de transferéncia de calor com disco de freio. Para equacionar este fenomeno,
neste momento apenas a condi¢ao de contorno de Robin sera aplicada.

Da mesma forma que na condi¢ao de contorno de Neuman, a Equacao 3.9 nao
tem a funcao peso w nula. Portanto, apds aplicacao do método de Galerkin nos

termos do dominio obtém-se:
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—_

n—1 n—1

1
da;
(p0) NiN; 2240y + / S ST kYN, VN;dQa, =
- :

n—

J;

n—

dt

i=0 j= =0 j=0
n—1 n—1
= / > ) NiN;Qid + / wkVTdr, (3.24)
Q=0 j=0 I

O contorno I'y, se refere a superficie do disco que troca calor com o ar, de acordo
com a Figura 3.3. Para condicao de contorno do terceiro tipo, o termo kVT da

Equacao 3.24 é o fluxo térmico dado pela Equacao 2.2:
EVT = hT, —T) (3.25)
Portanto:

/ wk:VTth:/ w(h(Too—T)) th:/ hWTooth_/ thth (326)
Fh Fh Fh

Ty

O primeiro termo ¢ similar ao caso de Neumann, onde sera utilizado a matriz de

massa no contorno, porém desta vez, multiplicada por h. Denomina-se:
ho_ c
M= h- M

Como este termo acompanha um valor conhecido do problema, ficara ao lado
direito da equacao.

Para o segundo termo, também sera utilizada a matriz de massa do contorno,
porém atrelada a incégnita do problema no lado esquerdo da equacao. Assim como
na condicao do segundo tipo, é importante ratificar que a matriz de massa citada
representa a matriz de massa do triangulo (bidimensional) pois é aplicada apenas
ao contorno do solido.

Portanto, a Equacao 3.24 fica:

da:
'y 'y

dCLi
(pe) Mij—- + (Ko + Mf)a; = My Qi + M{Tlr, (3.28)
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3.2.5 Equacionamento do caso completo de frenagem

Com o desenvolvimento feito até aqui, é possivel equacionar a situacao completa
da frenagem proposta, onde existem as condigoes de contorno do 2° e do 3° tipo
representando as condicoes externas ao disco de troca de calor, como mostrado nas
Figuras 3.2 e 3.3.

Para aplicacao das condigoes a superficie de contorno do disco recebe duas no-
menclaturas: a drea que sofre convecgao (I'y) formado pelas superficies inferior
(Z = 0) e superior (Z = e) do disco (drea em azul na Figura 3.3) e a parte que
mantém contato com a pastilha (I';) (drea em vermelho na Figura 3.2).

Conforme as Equacoes 3.23 e 3.28 pode-se obter o equacionamento geral da
frenagem proposta:

da;

Onde o termo referente a fonte de calor ) foi considerado nulo para a aplicacao
proposta neste trabalho.
Como feito no caso da condi¢ao de contorno de Dirichlet, o termo temporal é
aproximado pelo MDF com aproximacao avancada, resultando na equagao:
ntl _ gn

Para este passo, pode-se utilizar trées métodos distintos:
e Implicito - define o termo Kjja; e M*a; no tempo (n + 1):

(pc)M;; nY oni_ (PO)Mij o, c h
(Tt Ky My )l = S Ml + MTe

e Explicito - define o termo Kj;ja; e M{}ai no tempo (n):

(pc)Mij ia (pc) M;; n\ n e, h

e Crank-Nicolson - pondera os dois métodos:

( (pc) My

(pc)My; 1
At

h n+1 __ h v
(K;; +Mw~)) aﬁ = (T S (K +Mij)) @;

* 2

1

2 (3.31)
c h

+Mij qi + MijToo
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Pode-se entao, escrever em termos de 6:

(128 oy Y et = (V250 — 1y 1) )
+MS g+ M!T,
(3.32)
Sendo:
— 0 =1 para o método implicito;
— # = 0 para o método explicito;
— 0 = 0.5 para Crank-Nicolson.
No cédigo, a equacao 3.32 é escrita da forma:
peMi; + OAL(K; + ME)al ™ = [peM;; — At(1 — ) (Ki; + M)] af (3.3
+M Atg; + M AIT,
onde:
A = pcM;; + ALKy + M)
b= [pcM;; — At(1 — 0)(Kij + ME)] aff + MG Atg; + M\ AT,
a="T
Portanto o sistema resolvido é do tipo:
Ay TP =y (3.34)

3.3 O Algoritmo computacional

O cdédigo foi construido de uma forma que, mesmo sendo um algoritmo tridi-

mensional com condigoes de contorno complexas, seja intuitivo e bem particionado,

com o objetivo de facil leitura e entendimento. Para isso médulos do python foram

utilizados de forma a separar as funcionalidades do codigo principal, como mostra

o diagrama da Figura 3.5.

Neste secao, serao comentadas as funcionalidades principais do cédigo proposto.

Os cédigos completos podem ser encontrados no Apéndice A.
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disco input malha montagem matrizes
Py Py -PYy -PY DY

——  Leitura do input _:| e ma i

\

_ Retorna o input

Pardmetros para construcdo da malha _

_ Malha salva no diretorio

<

Parametros da malha

_ Matrizes de posicdo e conectividade

=

v

Parametros para realizar o Assembling Vértices do elementq
Retorna as matrizes globais do problema Matriz elementar

. i i

Resultados finais em .vtk

F 3

Figura 3.5: Diagrama de funcionamento do cédigo

Fonte: Elaborada pelo autor.

O cédigo principal disco.py é um solver que reune todas as informagoes do pro-

blema e pode ser encontrado no Apéndice A.1.

3.3.1 Modulo de input

Para a leitura dos parametros do disco e das condicoes fisicas da simulagao, o
cédigo faz a leitura de uma planilha de input do usuéario - Figura 3.6 - através do

moédulo input.py. Este modulo pode ser encontrado no Apéndice A.2.

Desenvolvido por: Felipe Alves
~— — . .
'%’ Planilha de input Checado por: Gustavo R.
Data: 02/05/2021
Projeto Temporada Revisdo | Tipo de frenagem Ne de ciclos Material utilizado Observagdo
Disco de freios 20-21 0 Multipla 40 Aco SAE 1045
# Parametros da simulacdo Geometria Propriedades do material Parametros do
. Tamanho . . Raio .
Time N L Raio Raio . Raio dos | Condut. | Calor Massa | Temp. Temp.
Iteragdes| 6 (MDF)| médio do |Espessura R interno L ) ) L
= step externo | interno ) furos | térmica |especifico |especifica| inicial doar
elemento pastilha
[s] [l [ [mm] [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] |[W/m.K]| D/kgK] |[kg/m"3]| [°C] [ecl
1 0.01 960 0.5 1.33 4 109.0 68.2 80.8 2.0 49.8 486.0 7850.0 35 35

Figura 3.6: Planilha de input do usuario

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os valores a serem preenchidos sao definidos como:

e Projeto - Nome do projeto ao qual a simulagao térmica pertence;
e Temporada - Temporada referente ao projeto;
e Revisao - Revisao do projeto

e Tipo de frenagem (tnica ou miltipla) - Define o tipo de abordagem deseja ser

feita;
e N? de ciclos - Numero de ciclos que o cédigo deve repetir;

e Material utilizado - Especificacao de qual o material estd sendo utilizado na

analise;

e Observacao - Qualquer comentario que o usuario deseja deixar para um futuro

revisor;
e Time step - Passo de tempo da andlise transiente;

e iteracoes - Numero de iteracoes que o codigo deve realizar considerando todos

os ciclos;

e ( - Varidvel que define o método temporal (0.0 = método explicito; 1.0 =

método implicito; 0.5 = método de crank-nocolson);

e Tamanho médio do elemento - Tamanho aproximado que a malha ird definir

para cada elemento;
e Espessura - espessura do disco;
e Raio externo - Raio externo do disco;
e Raio interno - Raio interno do disco;
e Raio interno da pastilha - Raio interno da pastilha;
e Raio dos furos - Raio dos furos do disco;

e Condut. térmica - Condutividade térmica do material utilizado no disco de

freios;
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Calor especifico - Calor especifico do material utilizado no disco de freios;
e Massa especifico - Massa especifico do material utilizado no disco de freios;

e Temp. inicial - Temperatura inicial do disco de freios;

Temp. do ar - Temperatura do ar responsavel pela convecgao.

Conforme observado durante as simulacoes realizadas pelo cddigo proposto, o
tamanho médio do elemento nao deve ser maior do que 1/3 da espessura do disco.
Entretanto torna-se necessario realizar um teste de convergéncia para os parametros
de entrada do usuario.

Para a construcao da malha, o cédigo chama o médulo malha.py.

3.3.2 Moddulo do gerador de malhas - GMSH

O moédulo malha.py faz utilizagdo do API (Application Programming Interface)
do gerador de malhas GMSH. O API permite que, apenas com a linguagem em
Python, seja construida a malha tridimensional desejada.

O GMSH trabalha com dois médulos distintos que tem relacao entre si: o da geo-
metria e o da malha. Segundo o tutorial online do GMSH [11], Os dados geométricos
sao feitos de entidades, chamadas de pontos (entidade de dimensao 0), curvas (en-
tidade de dimensao 1), superficies (entidade de dimensao 2) ou volumes (entidade
de dimensao 3). As entidades s@o registradas junto com seus contornos, onde os
volumes sao contornados por um conjunto de superficies, uma superficie é contor-
nada por um conjunto de curvas e uma curva ¢ contornada por dois pontos. Essas
entidades sao identificadas por suas tags. Os chamados Physical groups sao grupos
de entidades e também sao registrados com uma tag.

Para montar a malha de um disco de freios, a fungao disc foi criada. O disco é
adicionado como um cilindro principal. Além disso, outros cilindros sao adicionados
para fazerem o papel dos furos. Com isso, é possivel subtrair o volume dos cilindros
dos furos do cilindro principal, restando apenas o disco de freios desejado. Os
detalhes podem ser vistos no Apéndice A.3.1. Para as malhas de paralelepipedos,
a funcao cube foi criada. Nesse caso todos os passos de construcao geométrica sao

feitos: primeiro adicionam-se os pontos, depois as linhas, e assim por diante.
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Dados de uma malha sdo formados por elementos (pontos, linhas, triangulos,
tetraedros, etc.) definidos por uma listagem ordenada de seus nés. Elementos e nds
sao identificados por tags. Uma vez que a geometria foi transformada em malha, uma
entidade de dimensao 0 ird conter um elemento do tipo né na malha. Uma curva da
geometria vai conter elementos de linha da malha e os nés de seu interior, enquanto
que os nés do seu contorno sao armazenados como pontos de contorno do modelo.
Uma superficie da geometria ird conter elementos triangulares e / ou quadrangulares
assim como um volume da geometria ird conter tetraedros ou hexaedros.

O médulo da malha também é responsavel por retornar as matrizes de conectivi-
dade principal e de contorno para realizar o Assembling. A funcao responsavel por
esta tarefa foi denominada boundf. Além disso a defini¢do das condi¢oes de contrno
sao feitas pela funcao contornoDisco.

Para os casos em que o programa utilizou paralelepipedos, outra funcao do API
foi utilizada e pode ser encontrada no Apéndice A.3.2. Além disso o usudrio pode
construir uma malha através da interface grafica do GMSH e usar o codigo da mesma
forma apés desabilitar o comando de construgao da malha (chamada da funcao disc

ou cube).

3.3.3 Mobdulo de montagem e de matrizes elementares

Apos toda a construcao geométrica, o médulo montagem.py é utilizado para
realizar o Assembling e retornar as matrizes globais do problema. Esse mddulo
chama outro médulo - matrizes. py - reservado para conter a construcao das matrizes
elementares.

Com isso, o coédigo principal disco.py retne todas as informagoes para realizar
as iteragoes temporais da equagao transiente.

Os resultados sao salvos no formato .vtk e podem ser lidos no software aberto

de visualizacao denominado Paraview.
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Capitulo 4
Verificacao

Para verificar os resultados encontrados no cédigo Python proposto, foram feitos
trés estudos: uma comparagao com uma solugao analitica e duas comparagoes com

simulagoes feitas no software comercial consolidado Ansys.

4.1 Verificagao através de solucao analitica

A verificagao através de solugao analitica foi feita no regime permanente, onde
o codigo transiente proposto foi utilizado com tempo de simulacao suficientemente

grande.

4.1.1 Solucao analitica proposta

A solucao analitica proposta foi realizada em um quadrado de lados unitarios
onde trés arestas tém uma temperatura 7] e a aresta superior tem outra temperatura
T5, como mostrado na Figura 4.1.

A solugao é comparada com o resultado do cédigo tridimensional, onde apenas o
plano Z = 0 (plano lateral conforme eixo mostrado na Figura 4.3) é levado em consi-
deracao e todas as propriedades do material sao unitarias - densidade, condutividade
térmica e calor especifico.

A equacao que resulta na solucao analitica é dada por:

T(x,y) =T _ 2 i (=)t +1 i [T sinh (Zy)
T — 1) T n L, sinh (”zLy)

n=1
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Figura 4.1: Condicoes de contorno para solucao analitica

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde o somatoério € truncado em um nimero razoavel de termos.
Apés fazer o calculo de T'(z,y) truncando o somatdrio em n = 200 o resultado

foi plotado, como mostra a Figura 4.2

Temperatura analitica 2D (2C)

100

20

80

70

- 60

F 50

40

30

20

10

Figura 4.2: Condicoes de contorno para solucao analitica

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.1.2 Comparacgao de resultados

O resultado do cédigo proposto neste trabalho é visualizado a partir do Paraview,

como mostra a Figura 4.3

Temperatura
&

ol 02 03 04 U5 06 07 08 09

Figura 4.3: Visualizacao da simulagao numérica

Fonte: Elaborada pelo autor.

A titulo de comparacao, um grafico das temperaturas em funcao do eixo y é
tracado com os resultados analiticos e numéricos em diferentes valores de coordena-

das x. Para a coordenada x = 0.5m, a comparacao dos resultados sao mostrados na

Figura 4.4.

Temperatura em X = 0.5

100 + *  Solugio Analftica
*  Solugio Numérica

80

60

T [C]

40

20 A

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

i’

Figura 4.4: Comparagao de resultados no eixo central do plano estudado

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para a coordenada x = 0.1m, a comparacao dos resultados sao mostrados na

Figura 4.5.

Temperatura em X = 0.1

100 1 X Solugdo Analitica
+  Solugdo Numérica
80
T
—
U 601 %
<] )’%
F X
%
40 %
X
20 A *
x
¥
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Y [m]

Figura 4.5: Comparagao de resultados em z = 0.1m

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para a coordenada x = 0.8m, a comparagao dos resultados sao mostrados na

Figura 4.6.

Temperatura em X = 0.8

100 + ¥ Solugiio Analitica
*  Solugio Numérica

80+

60 4

T [°C]

40 -

20~

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y [m]

Figura 4.6: Comparacao de resultados em x = 0.8

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Foi feita uma comparagao ponto a ponto onde foi possivel calcular os erros entre
o resultado numérico e analitico para os nés internos do plano estudado da seguinte

maneira:

Temperatura analitica — T'emperatura numerica

%) = 100 -
erro (%) Temperatura analitica

Os dados sao mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Erros relativos ponto a ponto

Maior erro | Média dos erros | Desvio padrao

1.98% 0.01% 0.08%

4.2 Comparacao com software comercial

Para estudar a confiabilidade dos resultados do cédigo proposto, foram feitas
duas simulagoes térmicas que foram comparadas com o Software comercial consili-
dado Ansys: a primeira avaliando uma geometria simples submetida a temperaturas
fixas em suas extremidades (condigao de contorno de 1° tipo) e a segunda simulando

a geometria de um disco de freios com as condigoes de 2° e 3°° tipos.

4.2.1 Condicao de contorno de Dirichlet

A geometria proposta foi um paralelepipedo de arestas [25mm, 25mm, 100mm],
como mostra a Figura 4.7, com as propriedades térmicas (Propriedades padrao do

Structural Steel do Ansys) apresentadas na Tabela 4.2:

Tabela 4.2: Propriedades térmicas utilizadas nas simulacoes

Densidade | Calor especifico | Condutividade térmica
kg/m? J/kg. K W/m.K
7850 434 60.5

A condigao inicial foi a seguinte:
e Plano z = 0 mm com temperatura fixa de 10°C;

e Plano z = 100 mm com temperatura fixa de 100°C;
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Figura 4.7: Malha e resultado do Ansys. A foto representa o instante de 100s de
duracao. O grafico mostra as temperaturas maxima, minima, e média dos elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Todos os demais pontos com temperatura inicial de 10°C, variando ao longo

do tempo devido a conducao do calor causada pela parede quente.

O time step usado foi de 0.1 segundos e a discretizacao temporal foi realizada
considerando o método implicito de diferencas finitas progressivo. Em ambas as
simulagoes, todas as coordenadas (x,y,z) dos nds foram salvas junto com sua res-
pectiva temperatura. Como se trata de uma anélise transiente, os resultados foram
comparados em alguns instantes de tempo especificos (10s, 20s, 30s, 40s, 50s, 100s).
Todos os pontos foram plotados, de forma que a coordenada Z de cada ponto ocupa
o eixo das abscissas e a temperatura dos respectivos pontos foi plotado nas ordena-
das, como mostrado da Figura 4.8 até a Figura 4.13. O erro absoluto dos valores de
temperatura foram plotados no eixo das ordenadas a direita dos graficos. Apesar
de serem graficos que relacionam duas grandezas, todos os pontos da malha tridi-
mensional foram incluidos. As comparagoes de resultados nos instantes de 10 e 20

segundos sao mostradas nas Figuras 4.8 e 4.9, respectivamente.
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Temperaturas ao longo do eixo Z no instante 10s

® Ansys em 10s « emo [ 010
N
Cédigo em 10s

100 4

804

60

erro absoluto

Temperatura [2C]

40 4

204

Coordenada Z [mm]

Figura 4.8: Comparagcao de resultados no instante de 10 segundos

Temperaturas ao longo do eixo Z no instante 20s

e Ansysem 20s x @M | g5
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c ©
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o ro.oz @
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F0.01
20+

Coordenada Z [mm)]
Figura 4.9: Comparacao de resultados no instante de 20 segundos

As comparacoes de resultados nos instantes de 30 e 40 segundos sao mostradas

nas Figuras 4.10 e 4.11, respectivamente.
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Temperaturas ao longo do eixo Z no instante 30s

® Ansysem 30s x  erro

1001 Codigo em 30s L 0.035

80

60

Temperatura [2C]
erro absoluto

40 4

204

0 20 40 60 80 100
Coordenada Z [mm]

Figura 4.10: Comparagao de resultados no instante de 30 segundos

Temperaturas ao longo do eixo Z no instante 40s

® Ansysem 40s x  erro

1001 Codigo em 40s *

80

60

Temperatura [2C]
erro absoluto

40 4

204

Coordenada Z [mm]
Figura 4.11: Comparagao de resultados no instante de 40 segundos

Percebe-se que, conforme as simulagoes se aproximam do regime permanente,

o erro entre os resultados tende a zero. Com as as Figuras 4.12 e 4.13 é possivel
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confirmar esta tendéncia.

Temperaturas ao longo do eixo Z no instante 50s

0.025
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Figura 4.12: Comparagao de resultados no instante de 50 segundos

Temperaturas ao longo do eixo Z no instante 100s
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Figura 4.13: Comparagao de resultados no instante de 100 segundos
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4.2.2 Condicao de contorno de Neumann e Robin

Para verificar a capacidade do cédigo de impor um ganho de calor através de
um fluxo (condi¢do de contorno de Neumann) e a perda de calor por convecgao
(condic@o de contorno de Robin) uma frenagem tnica (a = 1.5g) foi simulada pelo

cédigo proposto e pelo Ansys. Os dados utilizados estao explicitados na Tabela 4.3.

Variavel Nome Valor Unid
dt Time step 0.01 S
nilter Numero de iteracoes 190 —
6 Método do MDF Implicito (1) -
le Tamanho médio do elemento 1.25 mm
e Espessura do disco 5 mm
re Raio externo do disco 109 mm
71 Raio interno do disco 68.2 mm
rt Raio interno da pastilha 80.8 mm
r Raio dos furos 2 mm
k Condutividade térmica do disco 49.8 W/m.K
c Calor especifico do disco 486 J/kg.K
p Massa especifica do disco 7850 kg/m?
Tin Temperatura inicial do disco 35 °C
Tinf Temperatura ambiente 35 °C

Tabela 4.3: Dados da simulacao

As condigoes de contorno no cédigo e no Ansys sao aplicadas exatamente da
mesma forma descrita na se¢ao 3.1.2.

Os coeficientes de convecgao e o fluxo de calor utilizados estao mostrados na

tabela 4.4.
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Tabela 4.4: Fluxo de calor e coeficiente de conveccao

tempo | Fluxo de calor | Coef. de convecgao
[5] (W] (W/m?K]
0 53178 482.12
0.1 50361 461.58
0.2 47544 440.8
0.3 44727 419.79
0.4 41911 398.5
0.5 39094 376.92
0.6 36277 355.04
0.7 33460 332.81
0.8 30643 310.2
0.9 27826 287.17
1.0 25009 263.67
1.1 22193 239.63
1.2 19376 214.97
1.3 16559 189.58
1.4 13742 163.31
1.5 10925 135.93
1.6 8108 107.09
1.7 5291 76.11
1.8 2475 41.44

Dois instantes foram comparados: o instante que o disco de freios atinge a tem-
peratura maxima e o instante final (¢ = 1.9s). Os resultados do instante final sao
comparados nas Figuras 4.14 e 4.15. Os erros relativos de ambas as temperaturas

sao mostrados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Erros relativos na simulagao da frenagem tnica

Temperatura | Ansys | Cédigo | Erro relativo (%)

Maxima 196.95 | 196.305 0.327

Maéaxima Final | 195.42 | 195.667 0.126
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Max 195.67- — 2.0e+02

— 180

— 160

140

Figura 4.14: Temperatura final do cédigo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.15: Temperatura final do Ansys

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste capitulo, os resultados das simulagoes utilizando o cédigo proposto serao
expostos. Para visualizacao do gradiente de temperatura sobre a superficie, o soft-

ware visualizador aberto Paraview foi utilizado.

5.1 Utilizacao de matrizes esparsas

Para trabalhar com cédigos tridimensionais, a capacidade computacional é bas-
tante exigida na construcao matricial e o tempo de simulagao pode ser indevidamente
alto. Para contornar isto, as matrizes globais do problema podem ser transformadas
para o tipo esparsa, que tém como vantagem a nao utilizacao de memoria para valo-
res nulos. Essa transformagcao é feita pelo cédigo de forma agil através da biblioteca

scipy.

As matrizes esparsas utilizadas sao dos seguintes tipos:

e CSR - Sao matrizes mais eficientes nas operagoes aritméticas fundamentais

(soma, multiplicagao, etc);

e LIL - Sao matrizes eficientes na construcao de matrizes esparsas, porém, ine-

ficientes nas operacoes aritméticas;

e (CSC - Assim como a csr, sao mais eficientes na solucao de operagoes aritméticas

fundamentais.

A biblioteca tqdm foi utilizada para medir a velocidade de processamento do

codigo. As etapas de Assembling (principal 3D e de contorno 2D) sdo medidas em
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iteragoes por segundo (it/s) enquanto que a solu¢do da equagao transiente - que
é mais lenta - é medida em segundos por iteragao (s/it). Além disso a biblioteca
time é utilizada para medir o tempo de simulagao. O terminal mostra o status e os

tempos de interesse da simulacao, como mostra a Figura 5.1.

Info : Done writing ‘disc.msh’

Preparando simulacao:

1007%| HNNRRRNRRNRRRRRRNRRRERRNRRRANRRRET - 8 [00:00<00:00, (30074.661t/s]

Main Assembling

o0 ANINRARERANRARNRANNRARNNRNRNARNRRIRN | 7o2ee/7c244 [o0:3sco0:ce,

oundary Assembling:

1@% 216
108%| :
108%| :

Equacao transiente:

o0 INANEERNNARRNRNEANRAARRASYRARNNONRARNNARRARNNARN | /35 [oo:29e0:00, 1.565/it

Simulacao finalizada

Tempos da 5imulafao
Tempo total -»> 1.42 min
Construcao da malha -3
Simulacao -» 1.32 min

Figura 5.1: Terminal mostrando a performance de simulagao

A tabela 5.1 compara os resultados quando se utiliza as matrizes esparsas e
quando nao se utiliza em uma simulacao com 190 iteracoes e malha com 55896

elementos.

Tabela 5.1: Tabela comparativa entre o uso de matrizes comuns e esparsas

Matrizes | Assembling [it/s] [s/it] Tempo [min]
3D 2D Eq. transiente Total
Comuns | 6117 5715 87.4 276.77 [*]
Esparsas | 2085 6219 1.0 3.19

Nota [*] - Tempo estimado pela velocidade da Eq. transiente.

Para um ntmero mais elevado de elementos nao foi possivel executar o cédigo
com matrizes comuns devido ao espago em meméria ocupado (em um computador

com 8GB de meméria RAM), j4 com as matrizes esparsas foi possivel.
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Na montagem principal (main Assembling) foi observada uma maior velocidade
na utilizacao de matrizes comuns. Entretanto apds a montagem as matrizes devem
ser transformadas em esparsas e isso, consequentemente demanda um tempo inde-
sejado. Com isso foi vantajoso montar a matriz principal ja no formato de matriz
esparsa.

Mostra-se, portanto, que as matrizes esparsas tornaram o trabalho vidavel quanto

a exigéncia de memoéria computacional.

5.2 Frenagem critica

Conforme Equacao 2.34 a frenagem mais eficiente que o protétipo pode atingir
tem o valor do coeficiente de atrito entre pista e pneu, medido em g’s. conforme
curvas do fabricante dos pneus, é dado que o valor deste coeficiente de atrito é de
up = 1.5 = a. Portanto, este valor seré considerado neste estudo.

Para o estudo, propoe-se a parada do protétipo de uma velocidade de 100 km /h
com a desaceleracao maxima definida. Com isso a cinemética analisada é resumida

na Tabela 5.2.

Velocidade inicial | Desaceleracao | Tempo de parada

[m/s] [m/s?] [s]
27.78 14.715 (1.5g) 1.9

Tabela 5.2: Cinematica da frenagem

O material selecionado para o disco de freios foi o ago 1045, com as propriedades

conforme Tabela 5.3.

Condutividade térmica | Calor especifico | Massa especifica
[W/m.K] [J/kg K] (kg /m’]
49.8 486.0 7850.0

Tabela 5.3: Propriedades fisicas do material selecionado para o disco de freios

Os dados do protétipo a serem utilizados no estudo sao mostrados na Tabela 5.4
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Variavel Nome Valor | Unidade
w Massa do protétipo com piloto 350 kg
Lrp Distancia do eixo dianteiro ao CG 757.2 mm
Lg Distancia do eixo traseiro ao CG 782.8 mm

L= (Lr+ Lg) Entre-eixos 1540 mm
h Altura do CG 350 mm
X = % Relagao geométrica do protoétipo 0.23 —
U = LTF Relagao geométrica do protoétipo 0.492 —
1 Momento de Inércia do conjunto da roda 0.55 kg/m?
Rp Raio efetivo do pneu 254.8 mm
Te Raio externo do disco dianteiro 109 mm
T Raio interno do disco dianteiro 68.2 mm
T Raio interno da pastilha 80.8 mm
dy diametro dos furos 4 mm
I6] Angulo entre os furos 11.25 o
LF Coeficiente de atrito entre disco e pastilha 0.4 —
Ap Area do pistao da pinca dianteira 981.748 mm?
e Espessura do disco dianteiro 5 mm

Tabela 5.4: Dados do protoétipo considerados

O coeficiente de particao de calor para o disco ~ foi calculado em 87%. A
temperatura inicial do disco e do ar convectivo foram consideradas de 35°C'.

Os parametros da simulacao sao mostrados na Tabela 5.5.

Time step | Iteragoes MDF

0.01 190 0.5 (crank nicolson)

Tabela 5.5: Parametros gerais da simulagao

A pressao exercida no sistema dianteiro do protétipo para gerar a aceleracao

proposta pode ser calculada conforme demonstrado na secao 2.2.

Np . Fuir . T

Po— F _ —
F Arp  pAp  2rpuAgp

(5.1)

T=F,Rp+ Ia (52)
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A forca de atrito maxima F}, por sua vez é calculada conforme a forca vertical

dindmica maxima F,.

leup FZCZ
_ Ro + To —
T= gy frtla=—

Rp + ]Cl/ (53)

Com isso, a pressao exercida nas linhas dianteiras tem o valor de Pr = 7.90
MPa. Conforme as Equagoes 3.3 e 3.4, o fluxo de calor e coeficiente de convecgao
foram calculados, resultando na Tabela 5.6. O diametro caracteristico do disco foi

considerado seu diametro total (D = 2r,).

Tabela 5.6: Fluxo de calor e coeficiente de convecgao considerados

tempo | Fluxo de calor | Coeficiente de conveccao
[5] (W] (W/m?K]
0 55593.92 103.69
0.1 55593.92 99.25
0.2 52648.89 94.75
0.3 47070.85 90.21
0.4 39590.25 85.60
0.5 31201.24 80.94
0.6 22936.97 76.21
0.7 15646.59 71.41
0.8 9844.55 66.53
0.9 5672.51 61.56
1.0 2968.05 56.49
1.1 1395.76 51.31
1.2 582.43 46.00
1.3 212.19 40.53
1.4 66.06 34.88
1.5 17.07 29.00
1.6 3.51 22.81
1.7 0.53 15.98
1.8 0.05 9.99

A taxa de calor em Watts é dividida pela area de contato entre pastilha e disco
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de freios para se transformar em fluxo de calor por drea [W /m?].
A maior temperatura encontrada foi de 144.82°C, enquanto que a temperatura
final foi de 142.10°C. O resultado da temperatura ao longo do tempo pode ser vista

nas Figuras 5.2 e 5.3.

100 105 110 115 120 125 130 135 140 1.4e+02
| | | | | ! |

Méx:
144.82

(a) (b) () (d)

Figura 5.2: Temperatura em °C nos instantes (a) t = 0s, (b) t = 0.25s, (c¢) t = 0.50s,
(d) t = 1.0s.

Max 142.1- — 1.4e+02

— 130

— 120

Figura 5.3: Temperatura em °C no instante final ¢ = 1.9s
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5.3 Variacao da espessura do disco

Com o intuito de comparar o efeito da variacao da espessura do disco de freios na
transferéncia de calor do projeto, foram feitas simulacoes com os mesmos parametros
do caso anterior, variando a espessura entre os valores 4mm, 5mm, 10mm e 15mm.
Os resultados para as diferentes espessuras do disco de freios sao mostrados na

Tabela 5.7

Tabela 5.7: Resultados para diferentes espessuras

Simulagao | Espessura do disco | Temperaturas [°C]|
[mm]| Méaxima | Final

#1 ) 144.822 142.096

#2 4 169.606 168.577

#3 10 118.230 88.824
#4 15 118.485 73.235

Percebe-se que, com o aumento da espessura, a temperatura maxima atingida
neste tipo de frenagem é reduzida pois o calor é conduzido para o interior do disco,
como mostra a Figura 5.4. Entretanto, percebe-se que uma espessura maior do que
10mm nao tem mais eficacia, uma vez que a condugao do material tem velocidade
limitada. Para multiplas frenagens, entretanto, o aumento de espessura continua
sendo eficaz, uma vez que a temperatura final é mais baixa devido a condugao

continua do material.

temp
3.1e+01 40 50 70 8 1.2e+02
|

|
1184

Figura 5.4: Disco mais espesso conduzindo calor. Temperatura em °C.
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5.4 Variagao no raio interno do disco

Na andlise térmica, percebe-se que a parte interna do disco tem pouco efeito de
condugao em uma frenagem de emergéncia. Portanto uma simulagao com os mesmos
parametros foi feita, aumentando apenas o raio interno do disco para o mesmo valor
do raio interno da pastilha r; = r, = 80.8mm. O resultado pode ser visto na Tabela

5.8 e na Figura 5.5

Tabela 5.8: Comparacao considerando o aumento do raio interno

Simulacgao | Raio interno do disco | Temperaturas [°C]|
[mm] Maxima | Final

#1 68.2 144.822 142.096

#5 80.8 144.871 142.101

3.1e+01 40 50 110 120 130 1.4e+02
| | | | |

I
Max 144.87

Figura 5.5: Temperatura em °C nos instantes (a) t = 0s, (b) ¢ = 0.30s, (c¢) t = 0.80s,
(d) t = 1.90s.

Com isso, fica evidente que, na questao térmica, o raio interno do disco nao

precisa ser menor que o raio interno da pastilha para uma frenagem de emergéncia.
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5.5 Variacao na distribuicao de calor entre pasti-

lhas

E importante notar que o codigo proporciona uma riqueza enorme de com-
paragoes. Uma delas é simular, em uma situacao hipotética, a pastilha de um
dos lados do disco fornecendo mais calor comparado a pastilha do lado oposto. Isso
pode representar uma situacao onde a pinca flutuante de freios esteja com defeito
na sua flutuacao ou a utilizacao de pastilhas de freio de diferentes materiais.

Para fazer este tipo de simulacao, basta modificar os comandos responsaveis por
construir uma lista a ser preenchida com os valores de fluxo de calor nos nés de
contorno. Em um exemplo exagerado, se um dos lados vai aquecer 50% a mais que

o outro, pode-se compensar nestas listas, como mostrado abaixo:

qi = np.zeros ((npoints), dtype=’float )
for b in boundl:

Ut

qi[b] = 1.0 # modificar para qi[b] = 1.
for b in bound2:
qi[b] = —1.0 # modificar para qi[b] = —0.5

O sinal negativo se deve ao fato de que cada lista representa as superficies de
contorno opostas. Se ambos foram positivos, em um dos lados havera ganho de calor

e no outro perda. Os resultados podem ser vistos na Tabela 5.9 e na Figura 5.6

Tabela 5.9: Simulacao de fluxo de calor diferente entre as pastilhas de freio

Simulagao | Distribuicao do calor | Temperaturas [°C]|
nas pastilhas Maxima Final

#1 1.0/1.0 144.822 142.096

#6 1.5/0.5 169.216 142.158
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Superficie
menos aquecida

e

\ Superficie

mais aquecida

Figura 5.6: Temperatura em °C nos instantes (a) t = 0.3s, (b) t = 0.5s, (c) t = 0.7s,
(d) t =1.1s.

5.6 Miiltiplas frenagens

Para estudar condigoes mais extremas de temperatura, multiplas frenagens sao
simuladas. De acordo com as provas mais exigentes da competicao de Formula
SAE, a frenagem partindo de uma velocidade de 60km/h ocorre frequentemente.
Para fazer um estudo mais conservador, propoe-se a frenagem até a velocidade nula.
Os parametros fisicos do protétipo sao os mesmos da Tabela 5.2 e os parametros

das miultiplas frenagens sao apresentados na Tabela 5.10.

Time step | Iteragoes MDF
0.5 1900 0.5 (crank nicolson)

Tabela 5.10: Parametros gerais da simulacao

Para simular de forma extrema, foram propostos 100 ciclos de frenagens, consi-
derando 5 segundos de aceleragao e 4 segundos de frenagem. Conforme as Equagoes
3.3 e 3.4, o fluxo de calor e coeficiente de conveccao foram calculados, resultando
nos valores da Tabela 5.11 que representa os valores em 1 ciclo. O diametro carac-
teristico do disco de freios foi considerado seu diametro total (D = 2r.). A pressao

no sistema calculada foi de 1.61 MPa

74



Tabela 5.11: Dados propostos para 1 ciclo de frenagem

Tempo | Aceleragao | Velocidade | Fluxo de calor | Coef. de conveccgao
[s] [m/s?] [m/s] (W] (W/m?K]
0 3.33 0.00 0.00 0.00
0.5 3.33 1.67 0.00 10.18
1 3.33 3.33 0.00 16.38
1.5 3.33 5.00 0.00 22.70
2 3.33 6.67 0.00 28.62
2.5 3.33 8.33 0.00 34.25
3 3.33 10.00 0.00 39.66
3.5 3.33 11.67 0.00 44.91
4 3.33 13.33 0.00 50.00
4.5 3.33 15.00 0.00 54.97
5 3.33 16.67 0.00 59.84
5.5 -4.12 14.61 6785.84 59.84
6 -4.12 12.55 6107.26 53.81
6.5 -4.12 10.49 4885.81 47.61
7 -4.12 8.43 3420.06 41.21
7.5 -4.12 6.37 2052.04 34.56
8 -4.12 4.31 1026.02 27.58
8.5 -4.12 2.25 410.41 20.13
9 -4.12 0.19 123.12 12.24

75




Os resultados do primeiro e segundo ciclos podem ser vistos nas Figuras 5.7 e

5.8 respectivamente.

3.4e+01
|

N ) (b)

Figura 5.7: Temperatura em °C nos instantes (a) ¢

34e+01 40 45 50 55 60 65 70 75

Max 1 ciclo

@ (b)

70 7.3e+01
| |

I
Max 73.27

1.0e+02
[

1
Max 104.3

Figura 5.8: Temperatura em °C nos instantes (a) t = 12s, (b) t = 15s, (¢) t = 18s
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Em cada ciclo, a temperatura inicialmente decresce devido aos fendmenos de
conveccao e conducao e depois aumenta devido ao fluxo de calor das pastilhas na

nova frenagem, como mostrado na Figura 5.9.

Temperatura méxima com 100 ciclos

800

700 4

C

[=1]

(=]

o
|

500 -

temperatura [2C]
w N
o (=]
(=] (=]

200 ~

100 +

0 200 400 600 800
tempo [s]

Figura 5.9: Temperatura em todos os ciclos

A temperatura média do disco tem um comportamento assintotico, até atin-
gir uma faixa de temperatura maxima para a condicao proposta. A temperatura

maxima atingida esta apresentada na Tabela 5.12.

Tabela 5.12: Temperaturas atingidas pelo disco de freio em frenagens multiplas

Simulacao Temperaturas [°C]

Maxima 1 ciclo | Maxima 100 ciclos

#7 73.27 811.85

Vale ressaltar que as condicoes simuladas na frenagem multipla representa uma
tratativa exagerada para estudo da temperatura do disco, uma vez que o protétipo
nao é submetido a um nimero tao elevado de ciclos de frenagem, e também nao sao

frenagens até a velocidade nula.

Além das comparagoes propostas, o codigo pode ser utilizado para gerar diversos

comparativos, como por exemplo:

e Variagoes na espessura do disco para multiplas frenagens;
e Comparagao de performance de diferentes materiais para o projeto;
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Variacao no raio externo e interno do disco e da pastilha para ambos os tipos

de frenagem;

Variacao no raio dos furos do disco (apenas para estudo do efeito do fluxo de

calor);

Nos calculos, alterar o coeficiente de particao de calor entre disco a pastilha,

o que vai resultar na mudancas do fluxo de calor para o disco;

Simular maiores valores de velocidade do ar para o calculo de coeficientes de
conveccao em projetos de tunel de vento direcionado ao disco (brake cooling

duct).
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Capitulo 6

Conclusoes

O algoritmo computacional proposto utiliza o Método de Elementos Finitos em
Python para a solucao da equacao tridimensional transiente do calor e mostra que
o método numérico é uma alternativa acessivel a todos os interessados fornecendo
uma ferramenta poderosa de solucao dos mais diversos problemas da ciéncia e en-
genharia. O codigo é capaz de simular geometrias complexas através de elementos
tetraédricos, demonstrando assim o grande potencial do MEF na representacao de
problemas reais. Além do Python, softwares gratuitos foram utilizados para forne-
cer solucoes completas para a construgao dos mais diversos tipos de geometrias e
malhas, permitindo pds processamento e visualizacao das solugoes numeéricas.

O codigo apresentou estabilidade na convergéncia dos modelos rodados, porém
necessita de estudos mais aprofundados para cada caso em que seja utilizado.
Quanto a memoéria de processamento, a utilizacao de matrizes esparsas tornaram
o codigo viavel.

Os resultados encontrados a partir do método numérico foram satisfatérios
quando comparados com solucao analitica e simulacao por software profissional,
tendo erros relativos em torno de 1%. Os valores resultantes do fluxo de calor, con-
vecgao e conducao do disco se mostraram coerentes com medidas reais de sensores
de temperatura utilizados nos protétipos de Formula SAE.

A ferramenta desenvolvida permite a facil variacao geométrica dos projetos de
discos de freio, proporcionando uma agilidade em estudos comparativos e em toma-
das de decisao. A ferramenta ainda permite a alteragao total da geometria, onde é

possivel adaptar o cédigo para a utilizacao em outros projetos. Torna-se portanto
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possivel a utilizacao da ferramenta criada para estudos diversos de transferéncia de

calor em sélidos.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Este trabalho se transforma em um projeto em constante desenvolvimento. Al-

guns pontos que podem ser implementados sao:

Utilizagao de um método mais abrangente no momento da definicao da
condicao de contorno - como o codigo proposto calcula as matrizes de massa
do contorno triangular baseado na premissa de que a superficie de contorno
se encontra inteiramente na mesma coordenada z (Equacao 2.67), o estudo de

convecgao no interior dos furos do disco de freios fica inviabilizado;

Realizar andlises de convergéencia de acordo com a variacao no tamanho dos

elementos da malha;

Construir geometrias de disco de freio mais complexas, como discos de freios

ventilados;

Estudos de melhoria de performance deste tipo de cédigo e implementacao
de tratativas de erros, como erro de leitura de input, erro de execucao e di-

vergéncia de resultados.

Além do escopo proposto, os passos utilizados na implementacao do Método de

Elementos Finitos podem ser aplicados em outras equagoes diferenciais, como por

exemplo:

Equacoes termomecanica, unindo a questao térmica com as tensoes mecanicas;
Equagoes de estudos de rigidez axial, flexional e torcional;

Equagoes referentes a hidrodinamica de embarcacoes ou aerodinamica de ae-

rofolios;

Equagoes de vibragao mecanica.
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Apéndice A

Cdédigo Fonte

A.1 Cdédigo principal

A.1.1 Importacao de moédulos

Os modulos estao organizados em uma pasta separada. Para ser possivel chamar
os médulos, basta criar um arquivo __init__.py no interor desta pasta. Com isso, o

programa chama as bibliotecas e modulos da seguinte forma:

import time

import meshio

import numpy as np

from tqdm import tqdm

from scipy.sparse.linalg import spsolve

from scipy.sparse import lil_matrix , csr_matrix, issparse
from modulos.malha import disc, polar, boundf, contornoDisco
from modulos.montagem import assembling3D , assembling2D

from modulos.input import inputInfo

A.1.2 Moébdulo principal

L [ L] /] ] L] J 1] /] i i S L] / 1 /1 /)] / L] /]
TT7T7 7T 7 7 1777 7 7 T 7 7 7177 77 7 77777

# 1) Leitura do input

L) 1] ] J ) 1)) ) ] NI LI ) ) ) ) ] 1)) ]
i e i B e e i e e e e e e e B e e e e e e e e e e e
77777 T 117777 T T1TI7T77777 T 1777777 777717

LI J) 1] ] LI ) 1)) ] L) L)) ] ] /)] 1]
7 7T

:::::::::::::::::

7 T 77777 17777

fileIpt = ’'Input.xlsx’ # Nome do arquivo de input
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# Chamada da funcao

inputInfo (filelpt)

ipt

# Parametros da simulacao

ipt.getParam ()

# Parametros da geometria do disco

ipt.getGeom ()

geom

# Propriedades termicas do disco

ipt.getProperties ()

inicial e do ar

# Temperatura

ipt.getAmb ()

ambt

# Fluxo de calor

ipt.getCoefs(’'q’)

# Coeficientes de conveccao

ipt.getCoefs(’h’)

hcoefs

JLJ) g g ) gy gy g gy gy g g ) g g g g g ) g ) ) ) ) ) g g g g ) ) g ) ) g ) g g ) g ) g ) ) g ) ) ) ) ) ) )]

THH A A A A i i i i i i i i i i i1t

# Time step

param [0]

# Numero de iteracoes

# Metodo dif.

int (param[1])

nlter

finitas — imp = 1.0;

param [2]

theta

— exp = 0.0;

# 1.2) Parametros fisicos

N N R N IR NIRRT

THH A A A A A A

# Temp inicial do solido

= ambt [0]

Tin

# Temp do ar na conveccao

]

1

ambt |

T T T T T i riryy

# 1.3) Dados do Disco de freio

JUJ) ) g ) g ) ) g ) g g ) g g ) J ) ) g g ) ) g ) g g ) ) g g ) ) g g ) ) ) ) g ) ) g ) ) ) ) ) ) ]

JUQ) gy g gy g gy gy g g g gy g g g g g g g ) g g g g g g g g g g g g ) g ) ) g ) g g g ) g ) g g ) g g ) ) ) ]

T A A A i i i i i i i i i i it i it

# Espessura do disco

= geom[0]/1000
= geom[1]/1000

# Raio externo do disco

# Raio

re

m

interno do disco

/1000

]

2

[

geom
geom [3]/1000
= geom[4]/1000

ri

[m]

# Raio interno da pastilha

# Raio dos furinhos

Tt

[W/m.K]

# Condut termica disco

= prop [0]

[J/kg K]

# Calor especifico do disco

= prop [1]

cv

[kg/m" 3]

[m”2]

# Massa especifica do disco

# Area do disco

prop [2]
= np.pix((rexx2)—(rt*x2))

Ad

# Area dos furinhos

32xnp. pix(r**2)

Ad = Ad — Afur

# Area disco descontando os furinhos

6| param

5| prop

10| qcoefs

12

14|# 1.1) Parametros da simulacao

16| dt

18

20| #

24

26| Tinf

28

30

34

36 k

sslrho

| Afur
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JUQ) ) gy gy gy g g g gy g gy g g g gy gy g g g g g g ) g gy g g g g g g g g g g g g g ) g ) ) g ) g ) g g g ) ) ) ) ) ]

T T T T T T T i i T T T Iy

# 2) Malha

LU ) g g ) g ) g g ) ) g g g ) g ) ) ) g ) g g ) ) ) g g g ) g g ) ) ) g ) ) ) ) ] ]
THTTT T T T T T iyl

# Gerar malha no API do GMSH

[m]

# Tamanho minimo dos elementos

param [3]/1000

le_min

[m]

# Tamanho maximo dos elementos

param [3]/1000

le_max

"disc .msh’

[r,(11.25/180)*np.

disc(re, rt, ri, e, le_min, le_max, filename, furos

pi])

# Salvando o tempo levado para construcao da malha

time.time () — startTime

matrizes da malha

Leitura das

# 2.1)

THH A A A A A A A A A A A A A A A A

JLL) g ) ) gy gy gy g g g ) g g g g g g g ) g ) g ) g g g g ) ) g g ) g ) ) g g g g g ) ) g ) ) ) ) ) )]

meshio.read (filename)

msh =

# Coordenada x dos nohs

0]

# Coordenada y dos nohs

1]

msh. points [:

Y =

# Coordenada z dos nohs

2]

Z = msh. points [:

# Numero de nos

= len (X)

npoints

= polar (X,Y,Z)

pol

pol [0]

= pol[1]

raio

JLL) L) g gy ) g gy ) g g g g g g g ) ) g g ) g ) ) g ) g g g g ) ) g g ) g g ) g g g g ) g ) g ) ) ) ) ) ) ) )]

T A i i i i i i i i i1

JUJ) gy g gy g g g gy g g ) g g g g g ) g ) g g g g g g g g g g ) g g ) g g g g ) g ) g ) ) g ) ) ) ) ) ]

T T T T T T eIy

boundf(filename)
boundParam [0]

IENbound

len (IEN)

ne

LU ) g 1) g ) ) ) ) ) g ) f ) ) ) ) ) ) g g f ) f g g g ) g g ) ) ) g ) ) () ) ) ]

THTTr T T T T T T Tt rrirTiiy

JUQ) g gy g gy gy g g g g g g g gy g g g g g g ) g g g g g g g ) g g ) g ) ) g g g g ) g ) g g ) ) ) ) ) ) )]

T A A A i i i i i1t

contornoDisco (IENbound, raio ,Z,rt ,e)

boundDisco [0]

boundl

4

4

6

46

18

o| filename

5

/|meshTime

5

58

60|X = msh. points [:

6ol ang

68

70|# 2.2) Matriz de conectividade (IEN)

| boundParam

71|IEN = boundParam [1]

6

7

7s|# 2.3) Nohs de contorno

20| boundDisco
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8

86

88

90

96

102

106

110

116

120

bound2 = boundDisco [1]

IENboundG1 = boundDisco [2]
IENboundG2 = boundDisco [3]
IENboundG = IENboundG1l + IENboundG2
IENconvl = boundDisco [4]

IENconv2 = boundDisco [5]

PR

print ( "\nPreparando simulacao:’)
Tc = np.zeros ((npoints), dtype=’'float’)
qi = np.zeros ((npoints), dtype='float’)
for b in tqdm(boundl):
qi[b] = 1.0 # Neumann — vetor para fluxo de calor
for b in bound2:
qi[b] = —1.0 # Neumann — vetor para fluxo de calor
for b in IENconvl:
Tc[b] = —Tinf  # Robin
for b in IENconv2:
Tc[b] = Tinf # Robin

J L) L) g ) g gy g gy g gy g g ) g g gy g g g g g gy ) g ) g g g g ) g g g g ) g ) ) g g g ) ) g g ) ) ) ) ) )]

print ( "\nMain Assembling: ")

main = assembling3D (IEN, npoints ,ne ,X=X,Y=Y,7Z=7,k=k)
K = main[0]

M = main[1]

print (’\nBoundary Assembling: )
MC = assembling2D (IENboundG, npoints ,X=X,Y=Y,Z=Z, c=1)
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# Matrizes de conveccao precisam ter sinal

122|Mhl = assembling2D (IENconvl , npoints ,X=X,Y=Y,Z=7Z,c= 1)
Mh2 = assembling2D (IENconv2 , npoints ,X=X,Y=Y,Z=Z,c=—1)
124 Mhin = Mhl + Mh2

130

132|# change to csr: efficient arithmetic operations as CSR + CSR, CSR =

CSR, etc.
M = M. tocsr ()
31K = K. toesr ()

MC = MC. tocsr ()
156/ Mhin = Mhin. tocsr ()

138|# Lado esquerdo do sistema

A = rhoxcv+«M + (theta)xdt*(K) # + (theta)xdt«Mh nas iteracoes
olA = A tolil ()

A2 = A.copy ()

# Criacao das listas das variaveis

144 b

np.zeros ((npoints), dtype=’'double”) # Lado direito da eq

T = Tinx*np.ones ((npoints), dtype=’double’) # Temperaturas iniciais
146
# Salva resultados iniciais para visualizacao no Paraview
15| point_data = {’temp’ : T}

meshio. write_points_cells (f sol —0.vtk’ ,msh. points,

150 msh. cells , point_data=point_data ,)

154|# 5.1) Preparando listas de coeficientes (q e h)

56] ciclos = int (ipt.ciclos())
rel = nlter/(len(qcoefs))

158
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160

162

164

166

168

180

186

190

qcoefs2 = []
hcoefs2 = []
if ciclos > 1:
print ( 'Frenagem multipla ”)
rel = nlter/ciclos
qcoefs2 = []
hcoefs2 = []
for r in range(int(ciclos)):
qcoefs2.extend (qcoefs)
hcoefs2.extend (hcoefs)
else:
for i in range(len(qcoefs)):
for r in range(int(rel)):
qcoefs2 . append(qcoefs[i])
hcoefs2 . append (hcoefs[i])

76|# 5.2) Iteracoes no tempo

N N NN RN NIRRT R ey

L O A A A L L O O L O O O R i
maxT = []
print ( "\nEquacao transiente:’)
for n in tqdm(range(nlter)):
h = hcoefs2[n][0]
gm = qcoefs2 [n][0]/(2xAd)

q = gqmxqi # Vetor de fluxo de energia

Mh = h+MC
Mh2 = hxMhin

=

Lado esquerdo da equacao (incluindo a conveccao)

A = A2 + (theta)=xdt+«Mh2

# Lado direito da equacao
f = rhoxcvsM — (1—theta)*xdt*(K+Mh2)
f.dot(T) + dt«Mh.dot(Tc) + dt+MC.dot(q) # Q=0

cr
I

# Solucao do sistema linear (AT=b)
T = spsolve(A.tocsc (), b)
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198

200

204

206

208

210

214

218

220

maxT . append (max(T))

# Salva resultados para visualizacao no Paraview
point_data = {’temp’ : T}

meshio. write_points_cells (f’sol—{n+1}.vtk’ ,msh.points,

msh. cells , point_data=point_data ,)

print ( ’\nSimulacao finalizada’)

# 6) Tempos de simulacao e Resultados em .txt

JI L) ) J) ) ) ) ) g ) g ) ) ) ) g ) ) ) ) g g ) ) ) g ) ) ) ) g ) ) ) ) ) g ) ) ) ) ) ) ) )

T T T T T T T ey

totalTime = time.time () /60 — startTime /60

print (f’\n\nTempos da simulacao: )

print (f 'Tempo total —> {round(totalTime, 2)} min’)

print (f’Construcao da malha —> {round(meshTime, 2)} seg’)
(

print (f’Simulacao —> {round(totalTime — meshTime/60, 2)} min’)

with open(” Results.txt”,”a”) as f:

f.write(f’Simulacao realizada por: {ipt.header[0]} em {ipt.header

[2]}\n\n")

f.write (f Temperatura maxima = {max(maxT)} \n’)

f.write(f Temperatura max final = {max(T)} \n\n’)

f.write(f Tempo total —> {round(totalTime, 2)} min \n’)
f.write(f’Construcao da malha —> {round(meshTime, 2)} seg \n’)
f.write (f’Simulacao —> {round(totalTime — meshTime/60, 2)} min \n’)
f.write(’Para melhor visualizacao dos resultados, utilize o

Paraview ’)
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A.2 Modbdulo da leitura do input

# Modulo para leitura da planilha de input.

class inputlnfo():

# filename = string containing the excel input filename location
def __init__(self, filename):

import pandas as pd

try:
headerList = pd.read_excel(

filename |,
sheet_name="Input ’,
skiprows=1,
usecols="P"

nrows=3,

header=None,

# dtype=object

). T

projectInfo = pd.read_excel(
filename ,
sheet_name="Input ’,
skiprows=5,
usecols="B,E.G,H,J ,L,O",
nrows=1,
# dtype=object

)

filledData = pd.read_excel(
filename |,
sheet_name="Input ',
skiprows=10,
usecols="B:P’,
# dtype=object

)

heatFlux = pd.read_excel(

filename |,
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sheet_name="Coefs’,
skiprows=2,
usecols="C",

# dtype=object

)

convCoef = pd.read_excel(
filename ,
sheet_name="Coefs’,
skiprows=2,
usecols="D",
# dtype=object

)

# except FileNotFoundError:

# raise InputReadError(filename)

except:
# Exception to get possible modules not found

raise

self .header = headerList.values. tolist () [0]
self.project = projectInfo.values.tolist ()[0]
self .read = filledData.values. tolist () [0]
self .q = heatFlux.values.tolist ()

self .h = convCoef.values. tolist ()

# Retorna os parametros da simulacao
def getParam(self):

return self.read[1:5]

# Retorna os inputs do disco
def getGeom(self):
return self.read [5:10]

# Retorna as propriedades do disco
def getProperties(self):

return self.read[10:13]
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# Retorna as temperaturas inicial e ambiente
def getAmb(self):
return self.read[13:15]

# Retorna as temperaturas inicial e ambiente
def getCoefs(self ,coef):
if coef = ’'q’:
return self.q
elif coef = ’'h’:

return self.h

# Retorna as informacoes do projeto
def projectInfo(self):

return self.project

# Retorna o numero de ciclos
# Para a frenagem unica = 1
# Para multiplas frenagens > 1
def ciclos (self):
if self.project[3] == ”Unica”:
return 1
else:

return self.project [4]
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A.3 Modbdulo da construcao e leitura da malha

Para gerar a malha, o médulo malha.py é chamado.

A.3.1 Malha de discos de freio

A malha de um disco de freios é construido pela funcao disc. Para iniciar o API,

o codigo deve importar a biblioteca e dar o comando de inicializacao:

import numpy as np

import meshio

import gmsh

def disc(re, rt, ri, e, le.min, le.max, filename, furos):
# Before using any functions in the API, Gmsh must be initialized :
gmsh. initialize ()

gmsh . model . add (" minha_malha”)

onde 7., r¢, r; € € sao os parametros fisicos do disco de freio mostrados na Figura
3.1 e lepin € lemar a0 0s tamanhos minimo e maximo dos elementos da malha.
Para modelar um disco de freios, um cilindro pode ser adicionado utilizando a

funcao abaixo:

# addCylinder(x, y, z, dx, dy, dz, raio, tag)
cylinder = gmsh.model.occ.addCylinder (0,0,0,0,0,e,re, tag=1)

Para modelar o furo do centro do disco, basta adicionar outro cilindro. Este

cilindro sera subtraido do cilindro principal através da funcao cut.

cylinder = gmsh.model.occ.addCylinder (0,0,0,0,0,e,ri,tag=2)

Para fazer os furos do disco, a mesma ideia é usada em um loop.

if furos != ’'no’:

# furos eh um lista com [raio do furinho, angulo entre furos]
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r = furos[0]

ang = furos[1]
d =re—(13.6/1000)
p = ri+(13.6/1000)

coordIn = [d,p]

coord = []
for i in range(1,9):

coord .append ([d*np. cos (i*ang), d+np.sin(ixang)])
for i in range(1,9):

coord .append ([p*np.cos(ixang), p*np.sin(ixang)])
t =4
for ¢ in coordlIn:

gmsh . model. occ.addCylinder ( ¢,0,0,0,0,e,r,tag=t)

(
gmsh . model.occ.addCylinder(—c¢,0,0,0,0,e,r,tag=t+1)
gmsh . model . occ.addCylinder (0,c¢,0,0,0,e,r,tag=t+2)
gmsh . model. occ.addCylinder(0,—¢,0,0,0,e,r,tag=t+3)
t = t+4

for ¢ in coord:

gmsh.model.occ.addCylinder( ¢[0],c[1],0,0,0,e,r,tag=t)

gmsh . model. occ.addCylinder(—c[0], ¢[1],0,0,0,e,r,tag=t+1)
gmsh . model.occ.addCylinder(—c[0],—c[1],0,0,0,e,r,tag=t+2)
gmsh . model.occ.addCylinder( ¢[0],—c[1],0,0,0,e,r,tag=t+3)

t = t+4

# Funcao cut para subtrair os furos

# furinhos

gmsh.model.occ.cut ([(3, 1)], [(3, i) for i in range(4,t)], 3)
# miolo do disco

domain = gmsh.model.occ.cut ([(3, 3)], [(3, 2)], 4)

else:
gmsh.model.occ.cut ([(3, 1)], [(3, 2)], 4) # apenas miolo do

disco

Agora é necessério transformar essa geometria em malha. Para isso é necesséario

sincronizar o modelo, salvar suas entidades e definir o tamanho dos elementos da
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malha.

# sincronizar o modelo

gmsh . model . occ.synchronize ()

volumes = gmsh.model. getEntities (dim=3)

# Definir os tamanhos dos elementos da malha

gmsh . option .setNumber (”"Mesh. CharacteristicLengthMin” , le_min)

gmsh. option .setNumber (”Mesh. CharacteristicLengthMax” , le_max)

Dados de uma malha sdo formados por elementos (pontos, linhas, triangulos,
tetraedros, etc.) definidos por uma listagem ordenada de seus nés. Elementos e nds
sao identificados por tags. Uma vez que a geometria foi transformada em malha, uma
entidade de dimensao 0 ird conter um elemento do tipo né na malha. Uma curva da
geometria vai conter elementos de linha da malha e os nés de seu interior, enquanto
que os nés do seu contorno sao armazenados como pontos de contorno do modelo.
Uma superficie da geometria ird conter elementos triangulares e / ou quadrangulares
assim como um volume da geometria ird conter tetraedros ou hexaedros.

Para gerar a malha do modelo, salvar o arquivo e finalizar o API, basta escrever:

# Gerar malha

gmsh . model . mesh. generate (3) # 3D
# Salvar arquivo .msh

gmsh. write (filename)

gmsh. finalize ()

Como demonstrado anteriormente, para realizar o Assembling é necessério ter as
matrizes de conectividade principal, e de contorno. O mddulo malha.py ainda faz a
leitura do arquivo salvo e retorna estas matrizes para o cddigo principal através da

fungao boundf:

import meshio
def boundf(filename):
msh = meshio.read (filename)

IENbound = [] # IEN de nohs do contorno

for elem in msh.cells:
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if elem[0] = ’triangle: # Elementos triangulares
IENbound . append (elem [1])
elif elem[0] = ’tetra’: # Elementos tetraedricos
IEN = elem [1] # Matriz de conectivide IEN
return IENbound, IEN

Além disso a definicao das condigoes de contrno sao feitas pela fungao contorno-

Disco.

def contornoDisco (IENbound, raio, Z, rt, e):

boundl = [] # Lista com os nohs da la superficie das ccs
bound2 = [] # Lista com os nohs da 2a superficie das ccs
IENboundG1 = [] # IEN de fluxo de calor (contorno de neumann)
IENboundG2 = [] # IEN de fluxo de calor (contorno de neumann)
IENconvl= [] # IEN de conveccao (contorno de robin)
IENconv2= [] # IEN de conveccao (contorno de robin)

for elem in IENbound[1]:
auxl = |[]
aux2 = []
for noh in elem:
if Z[noh] = e:
aux2.append (noh)
# apenas nohs no contato com pastilha
if raio[noh] > rt:
boundl . append (noh)
auxl .append (noh)

if len(auxl) = 3:
IENboundG1 . append (aux1)

if len(aux2) = 3:
IENconvl.append (aux2)

for elem in IENbound[2]:
auxl = []
aux2 = |[]

for noh in elem:
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if Z[noh] = 0:
aux2.append (noh)
# apenas nohs no contato com pastilha
if raio[noh| > rt:
bound2. append (noh)
aux1.append (noh)

if len(auxl) = 3:
IENboundG2 . append (auxl)
if len(aux2) = 3:

IENconv2. append (aux2)

return boundl, bound2, IENboundGl, IENboundG2, IENconvl, IENconv2

A.3.2 Malha de paralelepipedos

A malha de paralelepipedos é construida pela funcao cube.

def cube(Lx, Ly, Lz, le, filename):
# Before using any functions , Gmsh must be initialized:

gmsh.initialize ()
# in order to output messages on the terminal, just set the
# 7 General . Terminal” option to 1:

gmsh . option.setNumber (” General . Terminal”, 1)

# iniciando a malha

gmsh . model . add (" minha_malha”)

# pontos:

~—

# gmsh.model.geo.addPoint (x, y, z, target mesh size, tag
gmsh . model . geo.addPoint (0, 0, 0, le, 1)

gmsh . model . geo . addPoint 0, 0, le, 2)
0

(Lx
gmsh.model . geo.addPoint (Lx, Ly, 0, le, 3)
(

gmsh . model . geo.addPoint (0, Ly, 0, le, 4)

# linhas:

# gmsh.model. geo.addLine (ponto inicial , ponto final , tag)
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gmsh . model . geo.addLine

)

gmsh . model . geo . addLine
gmsh . model . geo.addLine

7

—~ /N /N
=W N =

2

9 37

4

gmsh.model. geo.addLine (4, 1
# superficies:

gmsh . model . geo.addCurveLoop ([1, 2, 3, 4], 1)
gmsh.model. geo.addPlaneSurface ([1], 1)

# physical group
ps = gmsh.model.addPhysicalGroup (2, [1], 6)
gmsh . model . setPhysicalName (2, ps, "My surface”)

# extrudar:
# e = gmsh.model. geo.extrude ([(dim, tag)], 0, 0, h)
h = Lz # geometry height in the z—direction

e = gmsh.model.geo.extrude ([(2, 1)], 0, 0, h)

# Physical groups are collections of model entities and are
identified

# by their dimension and by a tag.

# Whole domain:

domain_tag = e[1][1]

domain_physical_tag = 1001 # the volume

gmsh . model. addPhysicalGroup (dim=3, tags=[domain_tag], tag=
domain_physical_tag)

gmsh . model . setPhysicalName (dim=3, tag=domain_physical_tag , name="

Whole domain”)

# O volume tem planos de contorno. Os planos tem retas. As retas

tem pontos

planos = gmsh.model. getBoundary (dimTags=[(3, domain_tag)],
oriented=False)

# sincronizar o modelo

gmsh . model . geo.synchronize ()

# Gerar malha

gmsh . model . mesh. generate (3) # 3D
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# Salvar arquivo .msh
gmsh. write (filename)
# gmsh.option.setNumber (” Mesh. SaveAll” | 1)

gmsh. finalize ()
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A.4 Mobdulo da montagem

Para realizar o Assembling das matrizes globais tridimensionais do problema o

modulo montagem.py tem a funcao que é apresentada a seguir.

from tqdm import tqdm
from modulos. matrizes import matriz3D, matriz2D

from scipy.sparse import lil_matrix , csr_matrix, issparse

def assembling3D (IEN, npoints ,ne,X,Y,Z,k):
# LIL is a convenient format for constructing sparse matrices
K = lil_matrix ((npoints , npoints), dtype='double’)
M = lil_matrix ((npoints, npoints), dtype=’double’)
for e in tqdm(range(ne)):
# construir as matrizes do elemento
vl = IEN[e, 0]
v2 = IEN[e, 1] # vertice 2
v3 = IEN[e, 2] # vertice 3
v4d = IEN[e, 3] # vertice 4

# vertice 1

# importando matrizes do modulo matrizes
m = matriz3D (vl=vl, v2=v2, v3=v3, vd=vd, X=X, Y=Y, 7Z=7)
melem = m.matrizm ()
kelem = m.matrizk (k)
for ilocal in range(0, 4):
iglobal = IEN[e,ilocal]
for jlocal in range(0, 4):
jglobal = IEN[e, jlocal]
Kliglobal ,jglobal] = K[iglobal ,jglobal] 4+ kelem[ilocal ,jlocal]
M[iglobal ,jglobal] = M[iglobal ,jglobal] + melem[ilocal ;jlocal]
return K, M
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As matrizes bidimensionais, por sua vez, sao montadas com o cédigo a seguir:

def assembling2D (IENboundG, npoints ,X,Y,Z,c):
# Matriz de massa do contorno (de Neumann e Robin)
MC = lil_matrix ((npoints, npoints), dtype=’double’)
for e in tqdm(IENboundG) :

# construir as matrizes do elemento

vl = e[0]
v2 = el]
v3 e[2]

v = [vl,v2,v3]

# importando matrizes do modulo matrizes

# obs: o codigo pode ser usado pois os elementos estao smp na mesma
# coord Z. Caso nao estivesse, teria que fazer diferente.

sq = matriz2D (vl=vl, v2=v2, v3=v3, X=X, Y=Y)

melemg = sq.matrizm ()

for ilocal in range(0, 3):
iglobal = v[ilocal]
for jlocal in range(0, 3):
jelobal = v[jlocal]
MC[iglobal ,jglobal]=MC[iglobal ,jglobal]+cxmelemg[ilocal ,jlocal]

return MC
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A.5 Moddulo das matrizes elementares

Como mostrado no cédigo de montagem, as fungoes chamam as funcoes ma-
triz3D e matriz2D. Essas funcoes estao no médulo matrizes.py que é responsavel
por construir as matrizes elementares. A classe de matrizes elementares tridimensi-

onais apresentadas na Equagao 2.61 é:

class matriz3D () :

def __init__(self, X, Y, Z, vl, v2, , vd):
self.b1=(Y[v2]-Y[va]) *(Z[v3]-Z[v4]) (Y[v3]-Y[v4]) «(Z[v2]~Z[v4])
self b2=(Y[v3]Y[v4]) «(Z[v1]-Z[v4]) ~(Y[v1]-Y[v4]) +(Z[v3] Z[v4])
self b =<Y[v11 Y[vA]) #(Z[v2]-Z[vA]) (¥ [v2]-Y[v4]) (Z[v1]-Z]v4])
self.b —(self.bl + self.b2 4+ self.b3)
self.c =(X[V3]7X[v4])*(Z[v2] Z[v4])—X[v2]-X[v4])*x(Z[v3]-Z][v4])
self.c2=(X[v1]-X[v4]) *(Z[v3]~Z[v4]) —(X[v3]-X[v4]) «(Z[v1]-Z[v4])
self.c :<X[v21 X[va]) #(Z[v1]-Z[v4]) —(X[v1]-X[v4]) #(Z[v2]Z[v4])
self.c —(self.cl + self.c2 + self.c3)
self . d1=X[v2]-X[v4]) *x(Y[v3]-Y[vd]) —(X[v3]X[v4d]) =(Y[v2]-Y[v4])

( | y
self.d2=X[v3]-X[v4])*x(Y[vl]-Y[v4])—X[v1]-X[v4]) = (Y[v3]-Y[v4])
self .d3=X[v1]-X[v4])*(Y[v2]-Y[v4])—X[v2]-X[v4]) (Y [vl]-Y][v4])
self.d4d = —(self.dl + self.d2 + self.d3)

A <

self.vol=(1/6)*np.linalg.det(np.array ([[1,X[v1l],Y[vl],Z][v1l]],
[1,X[v2],Y[v2],Z[v2]],
[1,X[v3],Y[v3],Z[v3]],
[1,X[v4],Y[v4],Z[v4]]]))

def volCalc(self):
return self.vol
def matrizm (self):

melem = (self.vol/20)xnp.array ([[2.0, 1.0, 1.0, 1.0],

[1.0, 2.0, 1.0, 1.0],
[1.0, 1.0, 2.0, 1.0],
[1.0, 1.0, 1.0, 2.0]])

return melem
def matrizk (self , k):
# condutividade termica k

# Para material isotropico (kx=ky=kz=k)
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B = (1/(6%self.vol))*np.array ([[self.bl,self.b2, self.b3,self.bd],

[self.cl,self.c2,self.c3,self.cd],
[self.dl,self.d2,self.d3,self.d4]]
)

BT = np.transpose (B)
kelem = self.vol % k % np.dot (BT, B)

return kelem

A classe de matrizes elementares bidimensionais apresentadas a Equagao 2.66 é:

class matriz2D () :

def __init__(self, X, Y, vl, v2, v3):

self.bl =Y[v2] — Y[v3]
self.b2 =Y[v3] — Y[vl]
self .b3 =Y[vl] — Y[v2]
self.cl = X[v3] — X[v2]
self.c2 = X[vl] — X[v3]
self.c3 = X[v2] — X[vl]
self.area=(1/2)#np.linalg.det(np.array ([[1.0 ,X[v1l],Y[v]]

I
[1.0, X[v2], Y[v2]],
(1.0, X[v3], Y[v3]]]))
def areaCalc(self):

return self.area

def matrizm (self):
melem = (self.area/12.0)*np.array ([[2.0, 1.0, 1.0],
(1.0, 2.0, 1.0],
[1.0, 1.0, 2.0]])

return melem

def matrizk(self):
B = (1/(2«self.area))*np.array ([[self.bl,self.b2,self.b3],
[self.cl,self.c2,self.c3]])
BT = np.transpose(B)
kelem = self.area * np.dot (BT, B)

return kelem
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for elem in IENbound[O0]:

in elem:

for noh
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"float 7)
"float ”)

np.zeros ((npoints), dtype

qi

np.zeros ((npoints), dtype

Tc =

for b in tqdm(range(len(qi))):

in boundl:
qi[b] = 1.0

if b

# Neumann
# Robin

Tc[b] = —Tinf

elif b

in bound2:

# Neumann
# Robin

qi[b] = —1.0

Tc[b] = Tinf

JUQ) g gy g gy gy g g g g g g g gy g g g g g g ) g g g g g g g ) g g ) g ) ) g g g g ) g ) g g ) ) ) ) ) ) )]

T i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i it

78

80

s2| for elem in IENbound[5]:

84

26| bound

88

o|# 3) Condicao de contorno

o2| print ( "\nPreparando simulacao:

96

98

100

o

104

108

110

14|# 4) Assembling (matrizes K, M, MG e MC)

106



=Y, 7=7  k=k)

=X, Y:

assembling3D (IEN, npoints ,ne ,X:

main

M = main [1]

# 5) Montagem do sistema linear

T A i i i i i i it i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i 11t

N R IR NIRRT

efficient arithmetic operations as CSR + CSR, CSR x

# change to csr:

etc.

CSR,

M. toesr ()

K. tocsr ()

K =

# Lado esquerdo do sistema

iteracoes

# + MC nas

# # Salvar A em A2

# A2 = A2.todense ()

A tolil ()

A

# Criacao das listas das variaveis

# Lado direito da eq

np.zeros ((npoints), dtype=’'double’)

iniciais

# Temperaturas

Tin*np.ones ((npoints), dtype=’'double”)

T =

LU ) g ) g ) g g ) ) g g ) ) ) g g g ) ) g g g ) g ) g ) g g ) ) ) ) g ) ) ) L ) ) ]

T A T i i i i i it i i i i i i i i i i i i i i i i i i it 11117

# 5.1) Imposicao das condicoes de contorno

T A i i i i i i i i i i i i i i i i i it i it

N N RN IR R TRy

# Deixar a matriz H simetrica (passa os valores para o outro lado da

equacao)

1:

in bound:

i

for

# zera a linha toda

0.0

# for j in range(npoints):

#

# passa os valores para o outro lado da equacao

blj] =blj] — A2[j,

i]*bval[i]

# zera a coluna toda

16| print (7\nMain Assembling: )

s K = main[O]

124

126|M

128

50| A = rhoxcvsM + (theta)xdt*(K)

12|# A2 = A.copy ()

134

136

138 b

140

142

144

6] 1f condCont

148

5

N
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Ali, i] = 1.0 # 1 na diagonal
154 T[i] = bval[i] # Temperatura de
contorno

# print (A eh esparsa?’, issparse(H))

155|# Salva resultados iniciais para visualizacao no Paraview
point_data = {’temp’ : T}

60| meshio. write_points_cells (f sol —0.vtk’ ,msh.points,

msh. cells ,point_data=point_data ,)

162

L64 | T

V66| T T i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i it

print (’\nEquacao transiente:’)

168
if condCont = 1: # Dirichlet
170 for n in tqdm(range(nlter)):
# Lado direito da equacao
172 b = rhoxcvsM. dot (T) — dtx(1—theta)*K.dot(T) # + Mxdt=Q
for i in bound:
174 b[i] = bval[i] # mantem os nohs de contorno ¢/ a temp de
contorno
176 # Solucao do sistema linear (AT=b)
T = spsolve(A.tocsc(), b) # cg(H, {)[0] — apenas zerando
coluna:
178 # simetrica positiva
definida .
180 # Salva resultados para visualizacao no Paraview
point_data = {’temp’ : T}
182 meshio. write_points_cells (f ’sol —{n+1}.vtk’ ,msh.points,
msh. cells ,point_data=point_data ,)
184

16| print (’\nSimulacao finalizada’)
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datetime .now() — startTime

totalTime

")

print (f’\n\nTempos da simulacao:

print (f’Simulacao —> {totalTime — meshTime} )

188

10|# 7) Tempos de simulacao

192

104 print (f’Construcao da malha —> {meshTime} ")

96| print (f ’Tempo total —> {totalTime}’)

109
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