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Resumo. Um modelo numérico € proposto para a solucao das equacoes de Saini-Venant. O Método dos
Elementos Finitos é utilizado para o discretizacdo do problema e o paradigma da orientacao a objetos,
para elaboracio do codigo numérico. A discretiza¢ao espacial dos termos difusivos e da pressio é
feita pelo método de Galerkin. Utiliza-se, para discretizacio da derivada substancial, uma abordagem
semi-Lagrangeana através de um esquema implicito por diferencas regressivas de primeira ordem. O
sistema linear é decomposto em blocos LU através do método da projecao discreto e resolvido por método
iterativo.

Palavras chave: equagoes de Saint-Venant, método de elementos finitos, método semi-Lagrangeano,
método da projecao, programacao orientada a objetos

1 Introducao

Muitos sao os caso na engenharia onde a simulacao de escoamentos de fluidos se torna
necessaria. A modelagem tridimensional é a forma mais direta e a que mais se assemelha a
realidade. Porém, freqiientemente uma abordagem simples e eficiente é preferivel evitando-
se os altos custos computacionais de uma simulacio 3D. E neste contexto que se inserem as
equagoes de Saint-Venant (de Saint-Venant, 1871). Essas equagoes sao um caso particular
das esquacoes de aguas rasas. Elas descrevem propriedades de escoamentos tridimensionais
integrando verticalmente as equagoes bidimensionais. Sao usadas comumente no estudo da
hidrodinamica de rios e regioes costeiras e podem ser deduzidas diretamente das equagoes de
Navier-Stokes (Gerbeau and Perthame, 2001). A topografia do fundo introduz um termo de
fonte, influenciando as variaveis do problema. O problema principal encontrado na resolucao
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numéricas das equacoes de Saint-Venant refere-se & aproximacao de tal termo, que deve ser
feita de modo a assegurar a manutenc¢ado, pelo esquema numérico discreto, das caracteristicas
encontradas no problema fisico.

A modelagem classica do problema utiliza esquemas de volumes finitos (Godlewski and
Raviart, 1996, Eymard et al., , Perthame, 2001) porém, uma abordagem através do método de
elementos finitos apresenta bons resultados com convergéncia para o estado estacionario (ver
Arvanitis et al., 2001).

Neste trabalho um modelo numérico é proposto para a solucao das equagoes de Saint-Venant.
O Método dos Elementos Finitos é utilizado para a discretizacao do problema, sendo caracteri-
zado por 4 técnicas: método de Galerkin, método semi-Lagrangeano, discretizacao do tempo por
diferencas regressivas de primeira ordem e método da projecao para solucao do sistema linear.
O método de Galerkin foi utilizado para discretizacao espacial dos termos difusivos, da pressao
e de forcagem. A utilizacdao do método Semi-Lagrangeano consiste na discretizacao da deri-
vada substancial (Du/Dt). E nessa derivada que se encontra o termo convectivo, responsavel
pela nao linearidade do problema. Para a discretizacao do tempo foi utilizada uma técnica de
diferencas regressivas de primeira ordem. Depois de passar por todas essas etapas recai-se em
um problema de resolucao de um sistema linear do tipo Az = b. Utilizar métodos diretos para
resolucao desse sistema pode parecer a opcao mais facil, porém, o uso de alguns algoritmos
agilizam o processamento da solucao. O método da projecao discreto é utilizado para dividir
a matriz original em dois fatores do tipo LU em blocos obtendo assim um sistema com custo
computacional menor devido ao desacoplamento entre velocidade e pressao. O cédigo numérico
¢ implementado usando os paradigmas da orientacao a objetos permitindo facil manutencao e
desenvolvimentos futuros.

2 Equacoes Governantes

As equacgoes governantes do campo hidrodinamico em sua forma adimensional utilizadas na
formulacao do método de elementos finitos podem ser escritas como:

Dv
Dr T IVeH

WV (HT) + V(HT)"] + (1.° — 1.5) — 2®sen(6v) (1)

H Re poH

o¢ OuH) O(vH)
8t+ ox * oy

—0 2)

As equagoes (1) e (2) sdo conhecidas como equagdes de Saint- Venant. Essas equagdes sao res-
ponséaveis pela descri¢gao do movimento de um fluido em duas dimensdes com a pressao calculada
hidroestaticamente ao longo da coordenada vertical z, esse procedimento ¢ representado pelo
termo [—gV(]|. As componentes u e v representam velocidades médias na dire¢ao horizontal e
vertical respectivamente.

O termo [2Psen(6v)| representa a forca de Coriolis devido ao fato do referencial estar se
movimentando na superficie da Terra, [(1/poH)7,°| representa a tensao do vento na superficie
livre por unidade de massa. Se o vento estiver na mesma direcdo do escoamento, esse termo
ird acelerar o escoamento; se for oposto, ira retarda-lo, |(1/poH)7,”| representa a tensao de
atrito no fundo atuante no escoamento por unidade de massa. Conforme indicado pelo sinal
negativo, esse termo sempre tende a desacelerar o escoamento, tendo sempre sentido oposto e
[14] representa a viscosidade turbulenta.
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3 Meétodo dos Elementos Finitos

3.1 Formulagao Variacional

Considere as equacoes de Saint-Venant para escoamentos incompressiveis dadas em sua
forma adimensional representadas pelas equagoes (1) e (2), validas em um dominio 2 C R™
sujeitas as condicoes de contorno

v=vr emlI; (3)
vi=0 edc™ =0 emlI, (4)

Considere o subespaco:
V=H Q)™ ={v=(v1,...,00) v € H(Q),YVi=1,...,m} (5)

onde H'(Q) é o espago de Sobolev dado por:

H'(Q) = {UEL2(Q):§—;€L2(Q)J:1,--- ,m} (6)

sendo L?(€2) um espago de dimensdo infinta definido por
L*(Q) = {v Q- R,/U2dQ < oo} (7)
Q

Definindo-se

Voo ={veV:v=vrem I}
P, = {g € L*(Q) : ¢ = pr em 'y} (8)

a formulagao variacional do problema consiste em encontrar solugdes v(z,t) € Vi e p(x,t) € Py
tais que:

Dv
— 'W'
q Ot

g 1 T
_J . H H :
ds p/QCV wd{) + . Re/QV[V( V)—i—V( V) ] wdf)

1
_ (75 — 78)wdS) + / 20sen(fv)wdQ =0
poH Jq %
/Q V- v]Hqd$) = 0 9)

3.2 Meétodo de Galerkin semi-discreto

Apos a formulacdo variacional das equacoes de governo, parte-se para aproximacao pelo
método de Galerkin. Considere as equagoes de governo em sua forma adimensional e variacional
9).

Considere NV o ntumero de pontos de velocidade, NP o nimero de pontos de pressao e NE
o nimero de elementos na malha de elementos finitos que discretiza o dominio 2. O método
de Galerkin consiste em fazer as seguintes substituicoes em (9):

3
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u(x,t) & Y Ny(X)un(t) (10)
v(x,t) =~ ZNn(X)Un(t) (11)

p(x,t) =~ ZPn(x)pr(t), (12)

que sdo aproximagoOes semi-continuas, isto é, continuas no tempo (t) e discretas no espaco
(). Aqui, N, (x) representam as fungoes de interpolacao utilizadas para a velocidade e P,(x)
as funcoes de interpolacao para a pressao. Considere ainda que as propriedades p e v sao
constantes em cada elemento.

A equagao de conservagao de quantidade de movimento é normalmente avaliada em todos
os nos livres de velocidade, e portanto, as func¢oes peso w, e w, sao substituidas por funcoes
de interpola¢do N,, = N, (x), m =1,..., NV. Aplicando este procedimento nas equagoes (9),
chega-se a:

Z/PZDU"N NdQJrgZ/ Z PG

Z/ ZVe 8Nmu 8Nn+8Nm8Nnu +8Nm8Nnu +8N 6N 40
. or " Ox oy oy " 0Ox Ox " y or "

poHZ/eZ[ mTy — N, }deLZ/ ZQ@sen(é’v)deQ:O (13)

_HRe

Z/EZD“"N NdQ—i—gZ/ —PCTdQ

Z/ ZVe ava 8Nn+(9Nm8NnU +8Nm8NnU +8Nm8NnU 40
e oxr " Oz oy oy " 0x oy " oy oy "

_pOLHZ/e n {NmT — N, }dQJrZ/ qu>sen(eu)deQ:o (14)

A equacdo da continuidade (2), é avaliada nos nos livres de pressao e, portanto, a funcdo
peso ¢ é aproximada pelas fungoes de interpolacao associadas a pressao P.(z), resultando

ON,, ON, B
ze: /e zn: (EHnun + 8—yHnUn) P’/’ dQ=0. (15)

_HRe

parar =1,..., NP. Restringindo as funcoes de interpolacao a cada elemento e, conclui-se
é?N;3 aN;
Z/ > — 5 Hiu; + 3 —L Hjv; | P£dQ=0. (16)

j,kee

As equagoes (13), (14) e (16) podem ser representadas na forma de um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias

1
(M, + M, )i+ —— HR (2K, + Kyy)u + Kyyv} — gG¢ =0 (17)
(M, + M )v+ H—Re{nyu + (K +2K,)v} — gG,¢ =0 (18)
Dyu+ Dy =0 (19)
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onde 7 e v representam a derivada substancial, sendo definidas por u = [%, cee D%IXU]T,
- [Dv Duny 1T _ T _ T _ ' T _
v o= [Dtla"'a D];,U] y U= [ula"'yuNU} y U= [Ula"w,UNV] ) C - [Cl?"'?CNP] y 9z =
95, 9%ults 9y = [9Y,-- . g%]T, , sdo os vetores dos valores nodais para as variaveis de

velocidade e pressao.
As dimensoes das matrizes que aparecem no sistema (19) sao NV x NP para G, e G,,
NP x NV para D, e D, e NV x NV para todas as outras.

3.3 Meétodo semi-Lagrangeano

O método semi-Lagrangeano foi primeiramente utilizado em sistemas conveccao-difusao
com o objetivo de se obter duas caracteristicas: passo de tempo grande e estabilidade. Além
disso, discretizagoes em ordens elevadas levam a erros de dispersao minimos. A aproximacao
semi-Lagrangeana tem sido utilizada em meteorologia para predi¢goes numéricas das condicoes
climéaticas, onde o uso de grandes passos de tempo é essencial para eficiéncia. Nas equagoes de
Saint-Venant e Navier-Stokes, entretanto, seu uso nao ¢ tao freqiiente, porém, trabalhos recentes
vém demonstrando sua elevada eficiéncia, principalmente quando o escoamento é caracterizado
por alto nimero de Reynolds.

Esse método foi introduzido no inicio dos anos 80 por Robert, 1981 e Pironneau, 1982 e a
idéia basica procedia na discretizacao da solucao da derivada Lagrangeana no tempo ao invés
da derivada Euleriana. Como exemplo, pode-se citar um esquema semi-Lagrangeano de uma
equacao do tipo conveccao-difusao qualquer. Para isso trataremos, ilustrativamente, apenas
o termo responsavel pela conveccao, desprezando o termo difusivo. Seguindo o método semi-
Lagrangeano, discretiza-se a equac¢ao mencionada no tempo no ponto x; utilizando um esquema
de primeira ordem implicito

De e
Dt At

onde ¢} = "(x4,t") e x4 é chamado de ponto de saida.

(20)

dominio

tn+2

n+l

Xj-1 Xj Xi+1

Figura 1: método semi-lagrangeano

Na forma forte a derivada substancial é calculada ao longo do trajeto caracteristico, determi-
nando-se o ponto z4 e resolvendo a equagao Dx/Dt = a para tras no tempo t"*' >t > "
usando a condigdo inicial z(t"™!) = z;. Este esquema ¢ mostrado na figura (1a). Um método de
integracao deve ser utilizado para se encontrar a posicao do ponto do passo anterior na malha.
Utilizando-se um esquema de discretizacao de primeira ordem, a trajetoria é aproximada por
uma reta. Dependendo da trajetoria, trés situacoes podem ocorrer, a primeira e a segunda sao
mostradas na figura (1b) pelos pontos 1 e 2, e a terceira, pelo ponto 3. Na trajetoria 1, o ponto
do passo anterior ¢ se encontra préximo ao ponto do passo atual ¢"*! e dentro do dominio do
problema. Depois de identificado o elemento que contém o ponto 1, uma interpolagao entre os



16° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2006.

no6s do elemento ¢ necessaria para se conhecer seu valor. No caso do ponto 2, o ponto do passo
anterior ¢” se encontra distante do ponto do passo atual ¢! e dentro do dominio do problema.
A diferenca entre o ponto 1 e o ponto 2 estd no comprimento das trajetorias. No ponto 2,
a trajetoria também sera aproximada por reta o que pode gerar algum erro de aproximacao,
pois com pouca informagao (tempos inicial e final) nao se sabe a real trajetoria do ponto. No
caso do ponto 3, o valor de origem ¢ calculado utilizando as condic¢oes de contorno. Apos a
discretizacao pelo método semi-Lagrangeano, as equacoes de governo tomam a forma de:

U?+1 — Uy 1 n n n
(M, + M ) () e (@B + K 0™+ Ko™} = gGuC™ =0 (21)
v?—H — Uy 1 n n n
(My + My, ) (=% 1) + e Ut g (Kap 4 2K,,)0" 1Y — gG ¢ =0 (22)
D" + D"t =0 (23)

3.4 Elementos de Malha

A escolha do tipo de elementos em equacoes onde o acoplamento de variaveis existe, como
no caso das equacoes de Saint-Venant, é restrito. Na literatura, essa restricao recebe o nome
de condicao de Babuska-Brezzi. Essa é uma condicao de estabilidade referente ao modo de
discretizacao do problema, portanto, a escolha de elementos adequados é fundamental para
manter essa condicao satisfeita. Muitos autores mencionam e detalham essa condicao especifica.
Para se saber mais, recomendam-se: Cuvelier et al., 1986, Zienkiewicz and Taylor, 2000 e Oden
and Carey, 1984. Ha na literatura casos onde se encontra a solucao do problema sem mesmo a
condicao de Babuska-Brezzi ser satisfeita, mas para tais elementos o método de Galerkin nao
pode ser utilizado. Métodos de penalidades também podem ser usados para contornar essa
restricao, porém nao é assunto deste trabalho o uso desta pratica.

Elemento triangular ctbico: Este elemento apresenta um grau de liberdade a mais
para velocidade localizado no centrbide do triangulo. A funcao de interpoloacao recebe o
nome especial de funcao bolha, pois aparece uma bolha localizada no interior do elemento. A
combinagao de fungoes de interpolacao linear para pressao e de fungoes de interpolacao cibicas
para a velocidade forma o que é conhecido na literatura por elemento MINI. Sendo um elemento
cubico, seu polindmio de interpolacao é de grau 3. As velocidades das equacoes de Saint- Venant
foram calculadas utilizando esse elemento.

e pontos de velocidade

(O pontos de pressao
N; =Ly —9L,LsL3, 1=1,2,3
Ny =27L1LoLs

3.5 Meétodo da Projecao Discreto

O método da projecao discreto baseado em decomposicao LU é obtido através de fatoracao
em blocos do sistema linear resultante. Isto sugere que a separacao (ou split) entre velocidade e
pressao ¢ feita depois da discretizagao no espaco e no tempo das equacoes de governo. Considre
as equacoes discretizadas no tempo e no espaco como se segue:
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n+l _ . n
uy 1

K n+l n+l _
xe ) TR oG =0

Dyt =0 (24)

(M + M,)(

a ultima equacao de (24) pode ser resolvida separadamente, no entanto, as equagoes restantes
formam um sistema de equacoes que pode ser representado por:

B —AtgG| [u™t! r" bey
. = 2
|:D 0 :| |:<-n+1 0 + bc2 ( 5)
onde agora o sistema é escrito apenas para as incognitas do problema, ou seja, u"t! =
[ttt o Tt = [ptt L ,pxiHT, sendo Nu, Nv e Np o niimero de
incognitas (nos livres) para velocidade na direcao x, velocidade na diregdo y e pressao respec-

tivamente. A notacao para as matrizes e vetores foi mantida a mesma por simplicidade. A

matriz B é dada por

At
B=M+—K 2
+ o (26)

e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,
" = —At(Auy) + Mu™ | (27)

mais as condicoes de contorno que nada mais sao do que as contribuicoes dos valores conhecidos
de velocidade e pressao no lado direito do sistema.

O método da projegao baseado em fatoragao LU visa decompor a matriz do sistema (25)
através de uma fatoracao por blocos. Em Lee et al., 2001 sao apresentadas varias formas de se
fatorar esta matriz, cada forma dando origem a uma familia de métodos diferentes. Utilizando
uma fatoracao canonica LU por blocos, tem-se o seguinte sistema:

B 0 I =AtB 9G] [u™] [ [be
[D AtDBlgG} ' [0 I } ' L‘”“] B {01 ' {bcj .

O sistema apresentado em (28), se resolvido, da origem ao método de Uzawa (Chang et al.,
2002). Porém sua solugdo é cara computacionalmente devido & inversdo da matriz B a cada
iteracao. Duas técnicas foram utilizadas neste trabalho, todas utilizando um processo de apro-
ximacao chamado lumping. Na primeira técnica, a matriz B~! foi aproximada por uma matriz
de massa diagonal M, ! neste caso alguams oscilacoes foram encontradas nos campos de velo-
cidade para nimero de Re baixo. Portanto, uma outra solucao resolveu esse problema, em vez
de aproximar a matrix de massa, a diagonalizagao foi feita em B. Para este caso a solu¢do nao
apresenta problemas para nenhum valor de Re. A matriz diagonalizada envolve uma aproxima-
cao conhecida na literatura por lumping. Esta técnica consiste em somar todos os elementos de
linha e localiza-los na diagonal principal da matriz. O mesmo procedimento pode ser feito em
elementos de coluna ja que a matriz B é simétrica. Note que a utilizacao desta técnica se faz
necessaria pois a inversao de matrizes nao-diagonais gera custos computacionais elevados. No
métodos dos elementos finitos, a técnica de Lumping tem sua principal utilizagdo na matriz de
massa, pois ao final do procedimento, a massa total do elemento se mantém conservada.

7
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3.6 Orientacao a Objetos

O paradigma da orientagao a objetos é empregado para a elaboragao do c6digo numérico.

As vantagens deste tipo de programagao comparadas a programagao estrutural (convencional)

sao: facilidade de manutencao, modularidade, implementacao de classes e objetos, abstracao

de dados, etc. A figura (2) representa o diagrama de classes simplificado em UML (Unified
Modeling Language) do codigo desenvolvido neste trabalho.

Na classe Model encontram-

Solver se as condicoes de contorno, a

peen discretizacao do dominio e a

geometria do problema. Em

FEMMiniElement e FEMLinFE-

lement encontram-se as infor-

TElement magcoes sobre os elementos uti-

lizados e suas respectivas ma-

Simuramr trizes, tais como: matriz de ri-

Model gidez, matriz de massa e ma-

e triz dos operadores gradiente e

el divergente . A classe TFEle-

ment estd preparada para cap-

turar as informacoes das classe

FEMMiniElement e FEMLinFE-

FEMLinElement FEMMiniElemen lement ou de uma outra classe

com tipo de elemento diferente.

A classe Simulator é responsé-

Figura 2: diagrama de classes vel pela montagem das matrizes

(Assemble), aplicagdo das con-

di¢oes de contorno e preparagao do sistema linear a ser resolvido. Logo, este sistema é en-

caminhado para a classe Solver onde a solucao do problema ¢é processada utilizando métodos

iterativos.

4 Resultados

O meétodo foi validado para o caso de escoamento plano de Poiseuille estacionario, produ-
zindo valores nodais virtualmente exatos. O problema do degrau, ou em inglés, backward-step
foi utilizado para ilustrar as caracteristicas do método desenvolvido. As condicoes de contorno
e geometrias sao apresentadas na figura (3).

Para os resultados mostra-
— =0 o —1 dos nas figuras (4) e (5) foi con-
— siderado o caso onde a forca de
— Coriolis [2®sen(fv)] e a tensao
— na superficie |[7°] sdo nulas e a
e 0| | tensdo no fundo [77] ¢ igual a 1.
— | Foram retirados de duas situa-
|- coes caracterizadas em seqiién-
— cia. A primeira imagem de cada
— 40 ve0 linha representa uma condicao

T
o=

| 1 | | | logo apos a condigao inicial (2
iteracoes). A segunda figura de

Figura 3: condicoes de contorno para o problema proposto
8
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Figura 4: Simulagdo de Re = 10. Evolugao das componentes u (a) e v (b) da velocidade e da
pressao (c)

cada linha representa um estagio intermediario, de aproximadamente 35 iteracoes. A terceira
figura representa um estado proximo ao estacionario (aproximadamente 300 iteragoes). A seguir
sao mostrados os casos Re = 10 (figura 4) e Re = 10000 (figura 5), usando malha triangular
com aproximadamente 3200 vértices.

Os resultados mostram que o método é estavel, mesmo para passos de integracao no tempo
longos (CFL = AtU/Axz =~ 5), e ndo apresenta oscilagoes mesmo para valores de Re elevados.

A validagao do codigo baseou-se na representacdo do modelo sem variagao vertical, po-
dendo assim ser comparada a um escoamento tipico descrito pelas equagoes de Navier-Stokes e
encontrada freqiientemente na literatura especifica.

As imagens das figura (5) apresentam um modelo perturbado de malha retangular represen-
tando o escoamento de um delta de rio genérico. Note que para ambas distribui¢oes do campo
hidrodinamico, a funcao que descreve a variacao de profundidade ¢ do tipo degrau, do inicio
até a metade do dominio o terreno ¢ plano com pouca profundidade, em seguinda até o final
do dominio o terreno ¢é fundo. A transicao abrupta desses dois terrenos caracteriza o degrau.
Para terreno com pouca pronfundidade os efeitos de velocidade sao mais pronunciados e para
terrenos profundos, a velocidade tende a zero, como pode-se observar nas figuras.

O efeito da variacao do Re pode ser apreciado na reducao da espessura da camada limite
hidrodinamica e no crescimento da regiao de recirculagao a jusante do degrau com o aumento
do Re.

Em particular, pode-se observar que para Re = 10000 a propagacao da quantidade de
movimento é muito bem definida, mostrando que o método numérico apresenta baixa difusao
artificial e estabilidade.

5 Conclusao

O método dos elementos finitos proposto nesse trabalho, baseado no método de Galerkin e
na formulagao semi-Lagrangeana, se mostrou estavel para todos os valores de CFL e Re ana-
lisados. Os resultados nao apresentaram oscilagoes espirias e nem difusao numeérica excessiva
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Figura 5: Simulacao de Re = 10000. Evolucao das componentes u (a) e v (b) da velocidade,
da pressao (c¢) e de transporte de escalar passivo (d).

nas simulacoes para altos valores de Re. Essas caracteristicas estao associadas a escolha da
formulagao semi-Lagrangeana em combinacdo com o elemento MINI para a discretizacao das
equacoes de Saint- Venant.

O método de projecao discreto, baseado em fatoragao LU, combinado com a técnica de apro-
ximacao Lumped resultou em um esquema numérico computacionalmente eficiente, permitindo
a utilizacao de métodos de solucao de sistemas lineares com matrizes de coeficientes simétricas
e positivas definidas como o método dos gradientes conjugados com pré-condicionador de Cho-
lesky incompleto. A utilizacao do paradigma de orientacao a objetos permitiu a implementacao
de um sistema de simulacao de qualidade do ponto de vista de engenharia de software, de facil
manutencao e desenvolvimento futuro.
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Abstract. A numerical model is proposed for solving the Saint- Venant equations coupled to the trans-
port equation of a chemical species. The Finite Element Method is employed in the problem discretiza-
tion and the object-oriented paradigm, in the development of the numerical code. Spatial discretization
of the diffusion and pressure terms is made through the Galerkin method and the substantial derivative,
through a semi-Lagrangean technique, using a first-order backward Euler implicit scheme. The linear
system is decomposed in LU blocks through the discrete projection method and solved by an iterative
method..

Keywords Saint-Venant equations, finite element method, semi-Lagrangean method, projection method,
object-oriented programming
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