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Resumo

Este trabalho aborda a estabilidade linear da solucéo cléssica do
campo hidrodindmico que se forma na vizinhanca de um disco rotatério
de grande didmetro, modificado pelo acoplamento, através da viscosi-
dade, com o de concentracdo de uma espécie quimica.

A configuracgdo refere-se a células eletroquimicas que utilizam
eletrodos de disco rotatério de ferro, os quais se dissolvem na solugdo
1 M de H,SO,do eletrélito. As curvas de polarizagdo obtidas nessas cé-
lulas apresentam uma instabilidade no inicio da regiGo onde a corrente
é controlada pelo transporte hidrodindmico. A instabilidade surge em
um certo valor do potencial aplicado e é suprimida acima de outro,
mais alto. A dissolucéo do eletrodo dé origem a uma camada limite de
concentracdo, cuja espessura é de cerca de 4% da hidrodinémica. A
camada limite de concentracdo aumenta a viscosidade da solucéo na
interface e diminui o coeficiente de difusé@o no eletrélito, acoplando os
dois campos e afetando a hidrodindmica do problema. Como a corrente
é proporcional ao gradiente interfacial de concentracdo dos ions da
espécie quimica que a transporta, a instabilidade dos campos acopla-
dos pode resultar na instabilidade observada experimentalmente. Esse
trabalho discute os resultados dos estudos conduzidos no Departamento/
Programa de Pés-graduagdo em Engenharia MetalUrgica e de Materiais
da Universidade Federal do Rio de Janeiro, juntamente com o Programa
de Pés-graduacdo em Engenharia Mecénica da Universidade do Esta-
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do do Rio de Janeiro, Grupo de Estudos e Simulagdes Ambientais em
Reservatérios. Os resultados mostram que os aumentos de cerca de 2%
na viscosidade interfacial provocam importante reducdo na estabilidade
dos modos existentes em configuracdes de viscosidade constante. Os
aumentos sucessivos da viscosidade interfacial conduzem & emergéncia
de nova regido instavel, localizada em nimeros de Reynolds muito infe-
riores ao limite da estabilidade da regiéo j@ conhecida. A amplitude de
oscilagdo da concentracdo de modos instdveis da nova regido é muito
maior do que a amplitude de oscilacGo das varidveis hidrodindmicas
correspondentes. Os modos instdveis de concentragdo confinam-se em
uma camada limite muito mais fina do que a hidrodindmica, o que
resulta em oscilacdes do gradiente de concentracéo interfacial que nos
parecem suficientemente altas para causar as oscilacdes de corrente
observadas nos experimentos. Os resultados numéricos mostram que o
aumento progressivo da viscosidade interfacial provoca inicialmente uma
reducdo da estabilidade do campo, mas que além de certo limite, as
propriedades da estabilidade de fluidos com viscosidade constante séo
recuperadas, o que sugere que esse mecanismo pode ser o responsdvel
pela supressdo das oscilacées de corrente, quando o potencial aplicado
ultrapassa certo valor. Sdo discutidas também as solugdes e os primeiros
resultados obtidos com um cédigo para a simulacéo numérica direta do
problema, desenvolvido em nosso grupo.
Palavras-chave: Eletroquimica, oscilagées quimicas, estabilidade hidrodi-
ndmica, disco rotatério.
O campo hidrodinémico que se
65 desenvolve nas proximidades de um disco
rotatério de grande diémetro inclui-se na
restrita classe dos problemas que admitem
uma solugdo de similaridade analitica, ou
semi-analitica, das equacdes de Navier-
Stokes. A velocidade angular imposta ao
disco e a viscosidade néo-nula levam o
fluido a girar. A rotagdo do fluido tem como
resultado secundério o surgimento de um
efeito centrifugo que origina uma vazdo
radial para longe do eixo de rotacéo. Essa
vazdo é reposta por outra, axial, em direcéo
a superficie. Nas proximidades do disco,

Figura 1: O campo de

velocidades na proximidade . . AR
do eixo de um disco rotatério. @ velocidade puramente axial diminui e os
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efeitos viscoso e centrifugo passam a atuar, fazendo com que o fluido
gire e se afaste do eixo. Essa é a regiGo da camada limite. A solucdo
semi-analitica desse campo tridimensional estaciondrio foi descoberta
por von Kadrmdén (1932) (1) e é mostrada esquematicamente na Fig. (1).
O campo de velocidades dentro da camada limite torna-se ins-
tavel além de um valor critico do nUmero de Reynolds. O nimero de
Reynolds é definido por R = r (Q/v)'”2, onde r é coordenada radial, v, a
viscosidade do fluido e
Q, a velocidade angular 9 ___ 9~ __
do disco. Pode ser inter- / = _
pretado como a distan- |

y |I( 5 L
cia adimensional ao eixo &\{/// &\\\\;/% \\\i//

de rotacdo do disco.

Os primeiros es- Qe o o~ __
tudos sobre a estabili- »\/\.,%‘ ////f;_;“\\ % )\

dade da solucdo de von — N//\\Nl [ /'\G fj
K&rman foram feitos por Q/ y &%// - /\/y

Smith (1946) (2), que

observou a emergéncia
de estruturas na forma Figura 2: Possiveis padroes de perturbacao
que emergem apos a primeira instabilidade da

de espirais, como mos- y .
solucao de von Karman.

tradas na Fig. (2). Essas
espirais se superpdéem a
solugdo de von Kdrmdn e se repetem de forma periédica nas direcdes
radial e azimutal. A estrutura formada pode girar com a velocidade
angular do disco ou com outra. Quando gira com velocidade angular
menor do que a do disco, as espirais tendem a se curvar para a frente,
no sentido da rotacéo do disco. A estrutura é “arrastada” pelo disco.
Mas espirais que se curvam para trds também séo possiveis. Outras
estruturas podem surgir apés a primeira instabilidade, na forma de
bracos radiais, que se repetem periodicamente na direcdo azimutal ou
de circunferéncias concéntricas, periddicas na direcdo radial. Estruturas
mais complexas podem também surgir como, por exemplo, a de um
padréo que se forma além da primeira instabilidade e que é substituido
por outro mais estavel, além de um segundo raio (Reynolds) critico. A
coexisténcia de espirais que se curvam nos dois sentidos, resultando
em padrdes com trés, quatro ou cinco pétalas, foi observada por Moisy
(2004) (3), em uma configuracdo de dois discos concéntricos que giram
em sentidos opostos.
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Em 1955, Gregory (4) e colaboradores mediram o nimero de
Reynolds a partir do qual a solucéo de von Karmdn torna-se instdvel
e propuseram o primeiro tratamento analitico do problema, sem levar
em consideracdo a viscosidade do fluido. A partir da década de 1980,
os estudos da estabilidade se concentraram em grupos interessados na
estabilidade de camadas limite sujeitas a um escoamento cruzado, como
ocorre nas asas enflexadas de avides. Nessas, o escoamento incidente
decompde-se em uma componente perpendicular a asa, responsavel
pela sustentacGo, e em outra paralela, que antecipa a transicdo da
camada limite para o regime turbulento e resulta em aumento do arras-
te. O campo de velocidades sobre um disco rotatério tem algumas das
caracteristicas do que se forma sobre uma asa enflexada. Assim como no
caso da asa, onde hd um escoamento primdrio perpendicular @ mesma e
outro secunddrio, que afeta as propriedades de estabilidade do primeiro,
no caso do disco hd uma velocidade angular imposta ao fluido e um
escoamento radial secunddrio. Gragas a solucéo exata de von Karmdn
e as condicdes mais controladas dos experimentos conduzidos em discos
do que em asas, onde ndo hd uma solucéo exata do campo de base,
os discos rotatérios passaram a ser utilizados a partir do década de 80,
como protdtipos para se inferir sobre mecanismos de instabilizacdo das
camadas limite em asas. Malik (1986) (5) calculou a primeira curva de
estabilidade neutra do problema, para o caso de estruturas estaciondrias
gue giram com a velocidade angular do disco. O ndmero de Reynolds
critico encontrado foi de 285,36. Lingwood (1995) (6) estendeu os re-
sultados de Malik para o caso de estruturas que giram com velocidade
angular diferente da do disco, tendo encontrado curvas de estabilidade
neutra com numero de Reynolds critico da ordem de 80. Adicionalmen-
te, Lingwood abordou o problema da estabilidade absoluta do campo
hidrodindmico sobre o disco rotatério. O campo se torna absolutamente
instdvel quando uma perturbacdo gerada em um ponto é transportada
pelo movimento de rotagdo do fluido e retorna ao ponto de origem an-
tes de ser completamente amortecida, voltando a excitar a perturbacéo
remanescente naquele ponto.

A partir da década de 1990, os estudos sobre a estabilidade do
campo sobre o disco rotatério voltaram-se para o caso de fluidos com-
pressiveis, dado o interesse na reducéo do arraste de asas enflexadas,
gue operam no regime do alto subsénico (Gaijjar et al. 1998 (7)).

A questdo da estabilidade hidrodindmica em disco rotatério sur-
ge também em problemas eletroquimicos. Células eletroquimicas que
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utilizam um eletrodo de disco rotatério sGo largamente empregadas
devido & simplicidade do arranjo experimental e ao fato de ser o fluxo
de massa na interface entre o eletrodo e o eletrélito independente da
posicdo radial. A taxa de transferéncia de ions do eletrodo é conve-
nientemente controlada pela velocidade angular imposta ao eletrodo. A
Fig. 3 mostra, de forma esquemdtica, o arranjo dessas células com trés
eletrodos. O contra-eletrodo consiste de uma malha disposta ao longo
de toda parede lateral da célula, de modo a assegurar a uniformidade
da distribuicGo do potencial no interior da célula. Os potenciais moni-
torados nos experimentos sdo medidos em relagcdo ao do eletrodo de
referéncia. O eletrodo de trabalho consiste de um bastéo cilindrico de
ferro, com 5mm de didmetro, revestido com uma resina isolante com
espessura de 2, 5mm, exceto na base, por onde flui a corrente. Esse
eletrodo é acoplado a um motor de velocidade angular ajustavel. As
velocidades de rotacéo tipicas variam de 100 a 900 rpm.
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Figura 3: Célula eletroquimica e o eletrodo de disco rotatério em (a) e
a curva de polarizagao tipica, com as trés regides, mostrada em (b).

As curvas de polarizag@o obtidas experimentalmente na eletrodis-
solugto de eletrodos de ferro em solugdes TM de H,SO, apresentam trés
regides distintas (Barcia et al., 1992(8)). A primeira regi@o ocorre quando
a sobretensdo aplicada ao eletrodo de trabalho é baixa. A corrente elétrica
é aproximadamente proporcional & sobretensdo aplicada, sendo funcéo
apenas dessa e do processo de eletrodissolucéio. O processo de transporte
de cargas no eletrélito ndo afeta a dissolucdo do ferro nem a corrente.
Aumentando-se a sobretensdo aplicada entre os eletrodos, observa-se uma
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mudanca qualitativa na curva de polarizacéo, onde a corrente passa a
depender também do campo hidrodindmico que, por seu lado, é funcdo
da velocidade angular imposta ao eletrodo de trabalho. Aumentando-se
ainda mais a sobretenséo aplicada observa-se um patamar na curva de
polarizacdo. A corrente torna-se independente da sobretenséo, sendo
funcdo apenas da velocidade angular do eletrodo. O nivel de tenséo que
caracteriza o patamar é proporcional a Q2.

Duas instabilidades de corrente surgem no patamar de corrente.
A primeira localiza-se no inicio e a segunda, no final, onde ocorre uma
transic@o na superficie do eletrodo, que passa a um estado passivo, blo-
gueando a passagem da corrente. Essa instabilidade é afetada pela im-
pedéncia do equipamento de controle usado na aplicacéo da sobretensdo
imposta e pode ser suprimida pelo uso de equipamento com caracteristicas
adequadas. A primeira instabilidade é, por contra, intrinseca co sistema
e ocorre em uma regido onde a hidrodinédmica define a corrente. E dessa
instabilidade que nos ocupamos no presente trabalho.

O campo hidrodindmico que se forma na base do eletrodo de tra-
balho é aproximado pela solucdo de similaridade de von Karman. A apro-
ximacdo se justifica pela espessura da camada limite, que é proporcional
a Q2 e assume valores de 0, 5 a 1, 3mm, sendo, portanto, uma ordem
de grandeza menor do que o didmetro de 10mm do eletrodo revestido. O
contato do eletrodo de ferro com o dcido sulfdrico faz com que o primeiro
se dissolva, formando uma camada limite de ions Fe™2. A relacdo entre a
espessura das camadas limite hidrodinémica e de concentracdo é dada
por 8,/ 6_= 25c'? (Levich, 1962(1)), onde Sc representa o nimero de
Schmidt. O nimero de Schmidt tipico das células eletroquimicas como,
por exemplo, a utilizada em nosso grupo é de 2000, o que resulta em
camadas limite de concentrac@o com espessura de 4% da hidrodindmica.

A corrente na célula eletroquimica pode ser determinada pela
transferéncia de ions na interface eletrodo/eletrdlito, que se faz por dois
efeitos: gradiente inferfacial de concentragdo de ions (i a dC/dz| _ ) e
migracdo devido ao campo elétrico. Barcia e colaboradores (1992) (8)
mostraram que o primeiro efeito é dominante, o que leva & concluséo de
que a corrente depende da distribuicdo espacial da espécie quimica que
a transporta que, por sua vez, depende do campo hidrodindmico. Uma
oscilagdo do campo hidrodinémico e do gradiente de concentragdo junto
a interface pode, portanto, causar as oscilacdes observadas experimen-
talmente no patamar da corrente. No entanto, os nimeros de Reynolds
dos experimentos em células eletroquimicas sdo da ordem de 20 a 40,
sendo, portanto, nitidamente inferiores aos valores experimentais até
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entdo encontrados na literatura e aos calculados por Malik e Lingwood.

A dissolucéo do eletrodo diminui o coeficiente de difusdo do ferro
no dcido sulfdrico. Em virtude da lei de Stokes-Einstein, que postula que o
produto do coeficiente de difuséo pela viscosidade do fluido é constante,
essa Ultima aumenta. O campo hidrodindmico passa a depender do cam-
po da espécie quimica que transporta a corrente na interface. Tratamos
nesse trabalho, do efeito do acoplamento do campo hidrodindmico ao de
uma espécie quimica responsével pela corrente, sobre a estabilidade glo-
bal. Trés questdes se colocam: (a) se o acoplamento altera as propriedades
de estabilidade do campo puramente hidrodinémico, reduzindo o nimero
de Reynolds critico & faixa de valores dos experimentos eletroquimicos; (b)
se uma eventual oscilacdo do gradiente de concentragdo na interface é
suficientemente forte para resultar nas oscilacées de corrente observadas
experimentalmente; (c) que mecanismos levam & supresséo da oscilagdo
de corrente, além de certo valor da tensGo de polarizacéo aplicada a
célula eletroquimica. Os resultados até aqui obtidos apontam para uma
resposta afirmativa s duas primeiras questdes, mas, no estdgio atual, ndo
elucidam o mecanismo que conduz & supresséo da instabilidade, com o
aumento da tenséo aplicada.

O acoplamento da hidrodinémica com o transporte de uma
espécie quimica é, em principio, fator de instabilidade. Nos problemas
de hidrodinémica pura, os efeitos estabilizadores da viscosidade séo
atenuados por nUmeros de Reynolds crescentes, até um ponto além do
qual a viscosidade se torna incapaz de impedir o crescimento de todas as
perturbagdes origindrias da histéria passada do campo e de novos modos
instdveis, gerados pela ndo-linearidade do transporte convectivo. Fend-
meno semelhante ocorre com o transporte da espécie quimica: o efeito
estabilizador da difusGo é atenuado pelo nUmero de Reynolds crescente,
mas a atenuacdo é maior, pois o numero de Reynolds é multiplicado pelo
de Schmidt que, no caso, é igual a 2000. O campo da espécie quimica
pode tornar-se instével mais cedo do que o hidrodindmico e antecipar a
instabilidade desse Gltimo através do acoplamento. Os resultados aqui
apresentados mostram que esse é o caso e que a oscilacdo de modos
instdveis do campo da espécie quimica é suficientemente forte para causar
as oscilacdes de corrente observadas nos experimentos.

O acoplamento dos campos altera a solugdo de similaridade de
von Kdrman, cuja estabilidade se estuda. O campo modificado deve ser
recalculado e, para isso, é necessdrio conhecer como a viscosidade do
eletrélito varia com a concentracdo da espécie quimica. Nosso grupo
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propds recentemente uma relagéo exponencial da forma v=v_ exp (mC),
onde v_ ¢ a viscosidade do eletrélito fora da camada limite, m, um para-
metro determinado a partir de dados eletroquimicos experimentais e C,
a concentracéo adimensional que varia de 0, fora da camada limite, a T,
na interface (Mangiavacchi et al., 2007 (11)). Essa equacéo baseia-se em
um modelo termodinédmico proposto por Esteves e colaboradores (2001)
(12). Sendo a corrente proporcional ao gradiente de concentracdo na
interface arbitra-se um valor para m, adota-se Sc = 2000, resolvem-se
as equacdes de von Kdrmdén modificadas pelo acoplamento e obtém-se
um valor para o gradiente na interface. Calcula-se, entdo, a corrente
e compara-se o resultado com o experimental, obtido por Geraldo e
colaboradores (1998) (9). O valor de m é ajustado até que a corrente
calculada convirja para o valor experimental. Na convergéncia, obtemos
um valor que resulta numa relagdo entre a viscosidade na interface e no
seio da solugdo, de v /v = 2, 255.
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Figura 4: Perfis estacionarios do campo hidrodinaAmico de von Karman
modificado, de concentracao da espécie quimica, da viscosidade do eletrdlito
e do coeficiente de difusao. F, G e H sao as componentes adimensionais
que descrevem a dependéncia das componentes radial, azimutal e axial da
velocidade ao longo da direcao axial, respectivamente. v e C sao a viscosidade
e a concentracao adimensionais.

Os perfis do campo hidrodinémico de von Karmén modificado
ndo diferem muito dos referentes a fluidos com viscosidade constante,
embora as derivadas, sobretudo as de ordem mais altas, apresentem
sensiveis diferengas dentro da fina camada limite da espécie quimica.
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Os novos perfis de velocidade sGo mostrados, juntamente com o de
concentracdo da espécie quimica, o da viscosidade do eletrélito e o do
coeficiente de difusdo, na Fig. (4). Os perfis das trés primeiras deriva-
das das componentes radial e azimutal da velocidade sdo mostrados
na Fig. (5).

Para o estudo da estabilidade dos campos acoplados, superpde-se
a solucdo estaciondria uma perturbacdo de intensidade suficientemente pe-
quena para que os produtos
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Figura 5: As trés primeiras derivadas na direcdo axial dos perfis adimensionais F e G, dos
casos de fluido com viscosidade constante e variavel, com v /v =2,255 e Sc =2000.

A periodicidade da estrutura, isto é, as componentes do vetor de onda
nas direcdes radial (o) e azimutal (B), deve ser especificada. Adicionalmente,
é necessdrio especificar a frequéncia de rotacdo, ®Rw) da perturbacdo. A
frequéncia w é um nimero complexo, cuja parte real, ®Rw), é a velocidade
angular com a qual a estrutura gira. Frequéncias com parte real igual a zero
indicam que a estrutura gira com a velocidade de rotacdo do disco. A parte
imagindria, I(w), é a taxa de crescimento da perturbacéo. A perturbacéo,
cujo vetor de onda e velocidade angular foram especificados, serd marginal-
mente estdvel a uma distdncia R do eixo, se sua taxa de crescimento for nula.

Os resultados sGo apresentados na forma de curvas de estabilidade
neutra, tragcadas no espaco (R, a, B) ou por projecdes da curva em planos
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definidos por eixos ao longo dos quais dois dos par@metros acima variam.
A curva de estabilidade neutra define os valores dos pardmetros para os
quais a taxa de crescimento da perturbagdo é nula. As perturbacdes dentro
da regido céncava da curva sdo amplificadas e fora da mesma séo amor-
tecidas. A curva de estabilidade neutra de perturbacdes estaciondrias, nas
quais ®Rw) = 0, é mostrada em trés projecdes na Fig. (6), juntamente com a
de fluidos com viscosidade constante. A figura mostra que a regido instavel
dos campos acoplados alarga-se, em relacdo & dos campos com viscosi-
dade constante. O limite da estabilidade abaixo do qual as perturbacées
estaciondrias sdo sempre amortecidas reduz-se & metade. Adicionalmente,
observa-se o surgimento de nova regido instdvel, que se inicia em niUmeros
de Reynolds compardéveis aos dos experimentos em células eletroquimicas e
gue desaparece em nimeros de Reynolds elevados. Denominamos a nova
regido instdvel como de modos quimicos, em contraste com a de modos
hidrodindmicos, que é qualitativamente semelhante & regido instével de
fluidos com viscosidade constante.

1.0 ‘

T T T
Viscosidade constante 4

0.8 I Modos hidrodinamicos 0.6
’ Modos quimicos

"0 200 400 600 0 200 400

Figura 6: Trés projecoes da curva de estabilidade neutra de perturbacoes
estacionarias (R(w)= 0), nos planos Rx 0., R X 3, a X [3.

A regido instdvel de modos quimicos sendo mais estreita do que a
de modos hidrodindmicos tem modos com taxa de crescimento da ordem
de 20 vezes menores do que a dos modos da regido hidrodindmica. Néo
obstante, os modos instdveis da nova regido apresentam uma combinagéo de
propriedades que conduzem a oscilagdes do gradiente interfacial da concen-
tracdo, que nos parecem suficientemente fortes para produzir a instabilidade
de corrente observada nos experimentos.

Os modos instéveis da regido quimica sdo dominados pela
componente de concentragdo, que atinge amplitudes 20 vezes maiores do que
a amplitude das componentes hidrodindmicas. Adicionalmente, a perturbacéo
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de concentracdo confina-se a uma camada limite de espessura de cerca 4%
da espessura da camada limite hidrodindmica, o que resulta em variagdes
espaciais de curfo alcance e em oscilacdes de alta amplitude do gradiente
interfacial de concentracdo da espécie quimica responsdvel pela corrente. A
Fig. (7) mostra um modo sobre a curva neutra da nova regido instével.
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Figura 7: Partes real e imaginaria de um modo sobre a curva neutra de modos
quimicos, localizado em R = 60, 394, o =0, 5000, = 0, 33949. h e ndescrevem o
comportamento da componente axial de velocidade e da componente vertical
da vorticidade, ao longo do eixo de rotacao do eletrodo.

O aumento progressivo da viscosidade do eletrélito junto & interface
resulta, inicialmente, em uma perda de estabilidade do campo mas, na me-
dida em que a viscosidade interfacial aumenta, o efeito inverte-se e o campo
volta a apresentar as propriedades de estabilidade do caso de fluidos com
viscosidade constante. O caso em que v, /v, = 2,255 n&o é o mais instavel. A
Fig. (8) mostra o efeito do aumento da viscosidade interfacial da condigéo de
v/v, =T1,até 2,255. Um aumento inicial de 2% j& alarga significativamente
a regido hidrodinédmica instdvel, o que mostra a extrema sensibilidade da
curva neutra ao acoplamento entre hidrodindmica e o transporte da espécie
guimica. O aumento seguinte da viscosidade interfacial, até um valor 5%
acima do de fora da camada limite, expande a regiéo hidrodindmica instével
até praticamente sua drea mdéxima.

A nova regido quimica de modos instéveis é visivel desde cedo,
mas tem inicio em numeros de Reynolds acima de 1100, que sGo muito
superiores & faixa de 20 a 40 dos experimentos eletroquimicos. A medida
em que a viscosidade interfacial aumenta, a nova regi@o quimica alarga-
se e desloca-se em direcdo ao eixo do eletrodo. A distéincia ao eixo da
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nova regido se torna menor do que a da regido hidrodinédmica quando
a viscosidade na interface ultrapassa um valor pouco maior do que 10%
do valor da mesma, fora da camada limite. A partir desse ponto, a nova
regido continua a se expandir e seu limite inferior localiza-se a disténcias
do eixo compardveis ao raio do eletrodo. Nessas condicdes, o campo
apresenta uma forte oscilacéo do gradiente interfacial de concentracdo da
espécie quimica que transporta a corrente. A drea da nova regido instével
atinge seu mdéximo, para um valor de v, /v_ préximo a 1,5. O aumento
da viscosidade interfacial além dessg resulta em um retorno &s pro-
priedades de estabilidade de fluig
mostrado nas Figs. (8) e (9). U
praticamente no desaparecimel
muito a regido dos modos hidrod mentos posteriores, além
de v /v, = 2,8 reconduzem a reg dmica aos limites da curva
neutra de fluidos com viscosidade consfante. Esse resultado mostra que a
elevacdo excessiva da viscosidade interfacial, acima de um valor préximo
av,/v, = 3,0, causada por um aumento da corrente, volta a estabilizar
a hidrodindmica. Mas, no presente estdgio, ndo explica a supresséo da
instabilidade pelo aumento da tensdo.
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ité v /v, = 2,8, jd resulta
ido quimica, sem alterar
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Cabe observar que o acoplamento da hidrodindmica ao transporte
da espécie quimica e ndo a estratificacdo da viscosidade, € o responsével
pela modificacéo das propriedades de estabilidade do campo. Pontes et
al. (2004) (10) e Mangiavacchi et al. (2007) (11) constataram que, na
auséncia de acoplamento, os efeitos da estratificagdo sé alteram a esta-
bilidade do campo hidrodinédmico para valores de viscosidade interfacial
e de espessura da camada limite de concentracGo muito maiores do que
os obtidos com o campo de von Kadrman utilizado no presente trabalho.

A andlise linear identifica a distGncia ao eixo do eletrodo, abaixo
da qual as perturbagdes do campo de von Karmdn sdo amortecidas.
Acima dessa disténcia, as perturbacdes cujo geometria se encontra
dentro de uma faixa que se alarga, apresentam taxa de crescimento
positiva. A andlise linear identifica essa faixa mas ndo dé informacgdes
sobre o modo selecionado pela estrutura que emerge da instabilidade do
campo. A selecdo se faz além do regime linear, quando as perturbacdes
i@ atingem amplitude suficientemente alta para interagirem entre si. A
interacdo ndo-linear conduz & selecdo de um ou dos poucos modos
gue caracterizam a primeira estrutura formada.

O estudo da selecdo se faz através de métodos que permitem
acompanhar a evolugdo e a interacdo de modos previamente escolhidos.
Outra alternativa é a simulagdo numérica direta, que ndo se restringe a
presenca inicial de poucos modos e permite ir a maiores disténcias do
raio onde ocorre a primeira instabilidade. Esse Gltimo é o caminho que
tomamos para prosseguir no estudo das instabilidades de corrente em
células eletroquimicas. Os resultados da andlise linear orientam quanto &
malha e as condigées iniciais a utilizar em simulagées numéricas diretas
do problema. Relatamos a seguir as solucdes adotadas e os primeiros
resultados obtidos com um cédigo de elementos finitos desenvolvido
em Nnosso grupo.

Nos anos 50, o método de elementos finitos teve grande utiliza-
c@o na mecdnica de sélidos. Apenas a partir da década de 70, apéds a
consolidacdo do método de Galerkin para as equacées de difusdo, os
pesquisadores comecaram a investir no campo da dinédmica dos fluidos
(18), (15), (17).

O comeco relativamente tardio na Fisica de fluidos deve-se,
principalmente, & presenca do termo convectivo e ao forte acoplamento
entre velocidade e pressdo, presentes nas equacdes de conservacdo. O
termo convectivo apresenta um produto de incdgnitas, caracterizando
a ndo-linearidade do problema e gerando operadores ndo simétricos,
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de dificil solucgo. Com o aumento do nUumero de Reynolds, o termo
convectivo exerce maior influéncia no escoamento, aumentando ainda
mais a dificuldade de solucdo das equacdes.

Outra fonte de dificuldade numérica é a condigdo de incompressi-
bilidade, que consiste em manter o campo de velocidade com divergéncia
zero. Entdo, a pressdo deve ser considerada uma varidvel néo relacio-
nada a nenhuma equacdo constitutiva. Sua presenca nas equacdes de
conservagdo da quantidade de movimento tem o propdsito de introduzir
um grau de liberdade a mais necessdrio para satisfazer a condicdo de
divergéncia zero do campo de velocidades. Isto é, a pressé@o atua como
um multiplicador de Lagrange na condicdo de incompressibilidade, re-
sultando em um acoplamento entre velocidade e presséo desconhecido.

1.00 0.80 — . . .
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100 200 300 100 200 300 400 500
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Figura 9: Projecao das curvas neutras no plano ~R, das regioes instaveis
quimica (a esquerda) e hidrodinamica (a direita). A figura mostra a restauracao
das propriedades de estabilidade de campos com viscosidade constante, com
o aumento da viscosidade interfacial. As curvas de Nos. 1 a 5 referem-sea v,/
v, igual a 2,255, 2,5, 2,8, 5,0 e 10,0, respectivamente. A linha tracejada refere-se

a fluido com viscosidade constante.

O método semilangrangeano foi primeiramente utilizado em
sistemas de convecgdo-difusdo com o objetivo de se obterem duas
caracteristicas: passo de tempo grande e estabilidade. A aproximagdo
semilangrangeana tem sido utilizada na meteorologia para predicdes
numéricas das condicdes climaticas (14), onde o uso de grandes passos
de tempo é essencial para eficiéncia das simulacdes. Nas equacdes de
Navier-Stokes, entretanto, seu uso ndo é tdo frequente, porém traba-
lhos recentes vém demonstrando sua elevada eficiéncia. Este algoritmo,
utilizado na discretizagdo do termo convectivo, é um método de fator
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de integracdo, no qual tal fator é um operador de conveccdo que se
desloca (“shift”) para um sistema de coordenadas méveis no fluido. No
sistema de coordenadas méveis, a derivada substantiva torna-se a de-
rivada ordindria, e o termo convectivo desaparece, escondido na troca
momenténea das coordenadas.

Na mecanica dos fluidos, as coordenadas lagrangeano séo coor-
denadas méveis que acompanham o fluido. Entretanto, o uso exclusivo
do sistema de coordenada lagrangeana em cédigos numéricos é instavel
porque as trajetérias das particulas tornam-se cadticas em um curto pe-
riodo de tempo até mesmo para os escoamentos laminares, com baixo
numero de Reynolds. O uso do método semilagrangeana soluciona esse
problema reinicializando o sistema de coordenadas lagrangeno depois
de cada passo de tempo. A utilizacéio do método é explicita, j& que se
necessita da informacdo da varidvel, para o caso de Navier-Stokes a
velocidade, no passo de tempo anterior.

dominhio

Figura 10: Método semi-lagrangeano

Tratando-se de um coédigo numérico, algumas situacdes podem
parecer de dificil solugdo no dmbito do método semilagrangeano. A re-
presentacdo numérica fora do dominio computacional (no. 3, Fig. (10)),
por exemplo, é tfratada como NaN, do inglés Not a Number. A presenca
de NaNs em matrizes gera problemas na solucéo.

Nas trajetédrias 1, 2 e 3, os pontos se localizam dentro do dominio
computacional. Depois de identificado o elemento, utiliza-se interpolacéo
para conhecer o valor no ponto de parada. Na trajetéria 4, o ponto
se localiza fora do dominio, obrigando uma procura dentro da malha.
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Uma aproximacdo pode ser feita através de vértices vizinhos, ou seja,
faz-se uma busca no bordo da malha para selecionar os vértices mais
préximos, em seguida, utiliza-se uma aproximacdo para o célculo do
ponto externo & malha.

A malha utilizada pelo método de elementos finitos possibilita
grande variedade de escolha dos elementos. Estes s@o classificados por
sua geometria, podendo ser triangulares e retangulares para o caso em
duas dimensdes, tetraedrais, hexaedrais e prisméticos para o caso em
trés dimensdes e pelo tipo de interpolacéio empregada que varia com a
ordem do polinémio interpolador como, por exemplo, linear, quadrdatica,
bilinear, cUbica etc. Existem ainda outros tipos de elementos chamados
de elementos isoparamétricos. Esses sGo importantes para os problemas
onde o contorno do dominio é apresentado em forma curvilinea, tendo
assim uma caracterizac@o particular da geometria estudada.

A escolha do tipo de elementos (ver Fig (11)) nas equacdes onde
hé acoplamento de varidveis, como no caso das equacgdes de Navier-
Stokes, € restrito. Na literatura, essa restricdo recebe o nome de condi-
c@o de Babuska-Brezzi. Essa é uma condicdo de estabilidade referente
ao modo de distingdo do problema, portanto, a escolha de elementos
adequados é fundamental para manter essa condicdo satisfeita. Muitos
autores mencionam e detalham essa condigéo especifica (13) e (19). H4
na literatura casos onde se encontra a solugdo do problema sem mesmo
a condicdo de Babuska-Brezzi ser satisfeita, mas para tais elementos o
método de Galerkin ndo pode ser utilizado.

@® ‘ransporte @ velocidade

O pressao

Figura 11: Elementos tetraédricos utilizados no método de elementos finitos.

Como no caso do triéingulo linear, o elemento tetraédrico linear
é o mais simples para a representacéo dos problemas tridimensionais.
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As varidveis sdo calculadas nos vértices do tetraedro e suas funcdes de
interpolacdo séo de ordem 1. Para os problemas que envolvem aco-
plamentos entre velocidade e pressdo, que é o caso das equacdes de
Navier-Stokes, esse tipo de elemento sofre severa restricdo, pois néo
atende & condicdo de Babuska-Brezzi. Apesar de existirem métodos
para contornar esse problema, a escolha de elementos combinados
torna-se necessdria.

Pertencente & familia Taylor-Hood, o Mini elemento é a combina-
c@o do elemento linear com a adicéo de um né localizado no centréide
do tetraedro, com isso carregando 5 pontos de interpolagdo. Os vértices
do tetraedro s@o utilizados para o célculo da presséo e o centréide,
combinado com os vértices, calculam a velocidade. Esse elemento satis-
faz a condicdo de estabilidade de Babuska-Brezzi, apresentando 6tima
convergéncia e conservagdo de massa para a solugdo das equagdes
de Navier-Stokes.

No término da discretizagdo do problema e da montagem das
matrizes globais, o método de elementos finitos resulta na solucdo de
um sistema linear do tipo Ax = b. Solugdes diretas, através de inverséo
da matriz A, sGo excessivamente dispendiosas, necessitando de métodos
eficazes e que apresentem 6timas aproximacdes para a solucéo.

Em (16) sdo apresentadas vérias formas de se fatorar esta ma-
triz, cada forma dando origem a uma familia de métodos diferentes.
O método da projecdo discreto baseado em decomposicdo LU é obtido
através da fatoracdo em blocos do sistema linear resultante. Isto im-
plica na separacéo (ou split) das varidveis de velocidade e presséo ser
feita depois da discretizacéo no espaco e no tempo das equacdes de
governo, resultando na solucdo de sistemas menores em cada passo
de tempo. Este novo sistema apresenta simetria na sua estrutura, por-
tanto a utilizagcdo do método de gradientes conjugados proporciona,
junto aos métodos CutHill-Mckee, de reordenamento, e Cholesky, de
pré-condicionamento, eficiéncia na solugdo do sistema linear.

Os resultados numéricos obtidos com o método de elementos
finitos s@o mostrados na Fig. (12). A figura mostra, & esquerda, os perfis
do campo hidrodinédmico de base, para o caso de fluido com viscosidade
constante, juntamente com a solucéo semi-analitica das equacdes de von
Karman. O grdfico no centro apresenta os perfis do campo estaciondrio,
obtido com o cédigo de diferencas finitas e a solucdo semi-analitica,
referente & esse perfil de viscosidade. O gréfico a direita mostra o perfil
de viscosidade estaciondrio utilizado por Pontes e colaboradores (2004)
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para a construcdo dos perfis mostrados no gréfico central. Observa-se,
nos dois casos, boa concordéncia entre as solucdes de elementos finitos
e a semi-analitica, o que valida a metodologia para o prosseguimento
do estudo da evolucdo de instabilidades dos campos acoplados além
do regime linear.
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Figura 12: Perfis do campo hidrodinamico estacionario para o caso de
fluido com viscosidade constante (a esquerda) e para o caso de um perfil
estacionario de viscosidade, que varia ao longo da direcao axial (ao centro).
As linhas cheias referem-se a solucao do campo hidrodindmico obtida pelo
método de elementos finitos. O resultado é comparado com a solucao semi-
analitica das equacoes de von Karman (linhas tracejadas). Nos dois casos,
a diferenca entre as solucoes dos elementos finitos e a semi-analitica é
pequena, apesar da malha relativamente grossa usada até aqui. F,Ge H
sao os perfis adimensionais das componentes radial, azimutal e axial da
velocidade, respectivamente. O grafico a direita mostra o perfil estacionario de
viscosidade, utilizado para a construcao dos perfis de velocidade mostrados
no grafico do centro da figura.
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